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1 T1 - Introdução à mecânica dos fluidos

1.1 Algumas caracteŕısticas dos fluidos

Fluido é definido como a substância que deforma continuamente quando
submetida a uma tensão de cisalhamento de qualquer valor. As part́ıculas estão
sujeitas aos seguintes esforços:

• Forças de superf́ıcie: devidas a pressão e atrito que são geradas pelo con-
tato com outras part́ıculas. As forças de superf́ıcie geram tensões, que em
um fluido geralmente geram movimento e em um sólido deflexões.

• Forças de campo: como eletromagnético e gravitacional, que agem à
distância.

Dentre os esforços atuantes nos fluidos, existem duas direções principais de
atuação: normal, que é aquela perpendicular à superf́ıcie, positiva que aponta
para fora; cisalhante, que é tangente à superf́ıcie. Uma tensão é uma força
aplicada de forma distribúıda sob uma superf́ıcie e tem unidade N/m2.

1.2 Medidas da massa e do peso dos fluidos

São definidas as seguintes propriedades para fluidos:

• Massa espećıfica: é definida como a quantidade de massa de uma deter-
minada substância contida numa unidade de volume ρ [kg/m3].

• Densidade: ou gravidade espećıfica é a razão entre a massa espećıfica do
fluido e a massa espećıfica da água a 4°C. SG = ρ

ρH2O@4°C= ρ
1000

• Volume espećıfico: é o inverso da massa espećıfica v = 1
ρ [m3/kg].

• Peso espećıfico: é definido como o peso o peso da substância contida numa
unidade de volume γ = ρg [N/m3].

1.3 Lei dos gases perfeitos

A lei dos gases perfeitos é válida para gases considerados ideais, o que ocorre
para baixas pressões e altas temperaturas, e considera que não há ação de forças
intermoleculares e de que as colisões entre os átomos são perfeitamente elásticas.

pV = nRT pV =
m

M
RT pv = RT p = ρRT (1)

R: constante universal dos gases = 8.314[J/mol.K]

R: constante do gás espećıfico [J/kg.K]

v: volume espećıfico = V/m [m3/kg]

n: número de mols [−]

p: pressão [N/m2]
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1.4 Viscosidade

Um ĺıquido pode ser pensado como diversas camadas andando em uma
direção. Quando há uma diferença de velocidade entre qualquer uma dessas
camadas, gera-se uma tensão entre elas, como se fosse um atrito. Esse efeito é
mais claro perto das superf́ıcies onde o fluido escoa, como uma parede. Nesse
caso, as part́ıculas do fluido que estão em contato direto com a parede tem velo-
cidade nula (condição de não escorregamento ou prinćıpio da aderência
completa). Essa diferença de velocidades entre as camadas do fluido gera um
perfil de velocidades:

Figura 1: Perfil de velocidades em torno da camada limite

Essa tensão gerada depende da taxa de variação da velocidade em função da
coordenada y. Essa equação é denominada Lei da viscosidade de Newton (em
fluidos não newtonianos a taxa de cisalhamento não é diretamente proporcional
à tensão de cisalhamento):

τ = µ
du

dy
v =

µ

ρ
dF = τdA (2)

µ: viscosidade dinâmica (ou absoluta) [kg.m/s]

v: viscosidade cinemática [m2/s]

τ : tensão de cisalhamento [N/m2]

ρ: massa espećıfica [kg/m3]

A viscosidade de um fluido varia de acordo com a temperatura e pressão a
qual estiver sujeito, sendo que quanto maior a temperatura menor a viscosidade
e quanto menor a pressão, menor a viscosidade também. A viscosidade do fluido
está diretamente relacionada com as forças intermoleculares no caso de ĺıquidos
e com as colisões entre os átomos no caso de gases.
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As forças viscosas são mais relevantes próximas à parede de um cano ou
à superf́ıcie na qual o fluido escoa. Nos casos em que se observa uma grande
distância ou que outras forças são mais relevantes, considera-se que o fluido é
inv́ıscido, ou seja que as forças viscosas são irrelevantes (o que nunca pode ser
considerado dentro da camada limite).

Vale notar a diferença entre escoamentos viscosos e não viscosos: para escoa-
mentos com Reynolds elevados os efeitos da viscosidade são despreźıveis, e para
pequenos Re, os efeitos viscosos são dominantes (Re = ρV L/µ ρV L = Forças
de inércia, µ = forças viscosas)

1.5 Compressibilidade dos fluidos

Para avaliar a compressibilidade de um fluido é utilizado o módulo de elas-
ticidade volumétrico:

Ev = −V dρ

dV
= ρ

dp

dρ
(3)

Fluidos incompresśıveis possuem Ev da ordem de giga-pascal (GPa): é ne-
cessária uma grande variação de pressão para criar uma pequena variação de
volume em ĺıquidos. Em gases pequenas variações de pressão geram grandes
variações de volume.

1.6 Pressão de vapor

Ĺıquidos tendem a evaporar quando expostos a uma atmosfera gasosa. Numa
condição de equiĺıbrio o número de moléculas que vaporizam é igual ao numero
de moléculas que condensam (ppv = pv = pressão de vapor ou de saturação)

essa pressão é função da temperatura e é do tipo dpv
dT > 0.

pt = ppg + ppv (4)

ppg : pressão parcial do gás

ppv : pressão parcial do vapor do ĺıquido

pt : pressão total da mistura gasosa

Um ĺıquido entra em ebulição quando a pressão de vapor é maior do que a
pressão na superf́ıcie do ĺıquido. Um ĺıquido com alta pressão de vapor é cha-
mado de volátil.

1.7 Cavitação

Cavitação é o fenômeno que ocorre quando há uma redução brusca da pressão
sob um fluido de forma que a pressão passe a ser menor que a pressão de vapor
para a dada temperatura. Assim, o fluido entra em ebulição e gera bolhas que
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colapsam causando micro-jatos na vizinhança. Esse fenômeno, quando ocorre
de forma repetida causa erosão e desgaste de superf́ıcies, além de diminuir a
eficiência e rendimento.

1.8 Tensão superficial

A tensão superficial é um fenômeno que ocorre em decorrência da força
molecular assimétrica entre as moléculas da superf́ıcie do ĺıquido. No interior do
ĺıquido as forças moleculares se compensam enquanto na superf́ıcie ”sobra”uma
força dirigida para dentro. Como resultado a superf́ıcie tem a tendência de se
tornar tão pequena quanto posśıvel. A tensão superficial é igual em qualquer
ponto do dado e tangencia a superf́ıcie do fluido. Para um fluido a tensão
superficial pode ser expressa segundo a seguinte equação:

1

r1
+

1

r2
=

(p1 − p2)gz

σ1,2
(5)

σ1,2 : tensão superficial

p1 : massa espećıfica do ĺıquido 1

1.9 Capilaridade

Se um tubo que está em contato com ĺıquido for fino o suficiente, a com-
binação de tensão superficial, causada pela coesão entre as moléculas do ĺıquido,
com a adesão do ĺıquido à superf́ıcie desse material, pode fazê-lo subir por ele.
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2 T2 - Introdução à cinemática dos fluidos

A cinemática dos fluidos trata do estudo do movimento dos fluidos, sem
considerar diretamente as forças e tensões que causam o movimento.

2.1 O Campo de Velocidade

O campo de velocidades de um fluido é expressado pelo seu vetor velocidade;

−→
V = u(x, y, z, t)~i+ v(x, y, z, t)~j + w(x, y, z, t)~k |~V | =

√
u2 + v2 + w2 (6)

(u, v, w) = (Vx, Vy, Vz)

2.2 Descrições Euleriana e Lagrangiana dos Escoamentos

Método de Lagrange: o método de Lagrange consiste em acompanhar
o movimento de cada uma das part́ıculas ao longo de sua trajetória de forma
independente.

Método de Euler: o método de euler consiste em fixar um ponto geométrico
e detectar as grandezas f́ısicas associadas às part́ıculas que passam pelo ponto
em diferentes instantes. Nesse caso, as grandezas são funções tanto do espaço
quanto do tempo. Essa região é denominada de campo de escoamento.

2.3 Introdução às linhas principais de escoamento

Em um campo de escoamento convém definir os seguintes termos:

• Linha de trajetória: conjunto de pontos percorridos por uma part́ıcula no
campo do escoamento. x =

∫
udt, y =

∫
vdt, z =

∫
wdt;

• Linha de emissão: linha formada pelos pontos ocupados por todas as
part́ıculas originárias de um ponto espećıfico do escoamento;

• Linha de corrente: linha que é tangente ao vetor velocidade do escoamento.
Pode também ser definido como a famı́lia de curvas que em cada instante
é tangente ao vetor velocidade. Não existe escoamento através de uma
linha de corrente. O produto vetorial ~V × d~r = 0 pois ambos vetores
tem mesma direção. Para uma part́ıcula sob a linha de corrente vale que:
dx
u = dy

v = dz
w = d~r

~V
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Figura 2: Ilustração de uma linha de corrente

• Tubo de corrente: é um tubo (fict́ıcio) cujas paredes são formadas por
linhas de corrente. Como a velocidade é tangente às linhas de corrente,
nenhuma part́ıcula fluida pode atravessar as paredes de um tubo de cor-
rente. Uma tubulação é um tubo de corrente, assim como um canal aberto.

• Para escoamentos em regime permanente, as linhas de trajetória, de emissão
e de corrente são todas coincidentes

2.4 Derivadas Material, Local e Convectiva

• Derivada material: Partindo da posição inicial genéricaG1 = G(x1, y1, z1, t1)
é posśıvel obter a posição final G2 a partir de uma expansão de Taylor
G2 = G1 + (∂G∂x )(x2 − x1)... Ignorando-se os termos de ordem superior e

repetindo para x, y e z obtém-se: limt2→ t1
G2−G1

t2−t1 = dG
dt . Ela representa

a variação instantânea da grandeza G do elemento através do ponto 1.

• Derivada local: ∂G
∂t é o termo que se anula quando o escoamento encontra

sob regime permanente, ou seja, como o escoamento não varia com o
tempo, a derivada parcial em relação ao tempo é nula.

• Derivada convectiva: taxa de variação da grandeza em relação à cada uma
das coordenadas

~∇ =
∂

∂x
~i+

∂

∂y
~j +

∂

∂z
~k (7)

(~V · ~∇)G = u
∂G

∂x
+ v

∂G

∂y
+ w

∂G

∂z
(8)

• Assim, pode-se condensar da seguinte forma, Derivada material = derivada
local + derivada convectiva:

DG

Dt
=
∂G

∂t
+ (~V · ~∇)G (9)

• Derivada material segundo a descrição lagrangiana (menos utilizada):

DGl
Dt

= lim
∆t→0

=
GL(xa, ya, za, t+ ∆t)−GL(xa, ya, za, t)

∆t
(10)
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2.5 Campo de Aceleração

Definindo-se a aceleração como a taxa de variação da velocidade, e aplicando
a regra da cadeia:

d~V

dt
= ~a = ax~i+ ay~j + az~k (11)

ax = (
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
) (12)

ay = (
∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
) (13)

az = (
∂w

∂t
+ u

∂w

∂x
+ v

∂w

∂y
+ w

∂w

∂z
) (14)

2.6 Escoamentos Uni, Bi e Tri-dimensionais

Um campo de escoamento pode ser classificado conforme a distribuição de
suas velocidades, dessa forma em um campo unidimensional a velocidade so-
mente varia em uma das direções principais ou a variação nas outras dimensões
é despreźıvel. Lembrando que um campo é unidimensional em relação ao sistema
de coordenadas estabelecido, de forma que pode ter uma mudança de sistema
pode mudar a dimensão do campo.

Figura 3: Perfil de velocidades

2.7 Escoamento uniforme

A maioria dos campos na vida real é tridimensional, no entanto é posśıvel
considerar que o campo é unidimensional e uniforme ao longo de uma dada
secção transversal para simplificar o problema. Nessa condição a velocidade é
constante e o perfil de velocidades é uniforme:
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Figura 4: Perfil de velocidades unidimensional

2.8 Tipos de escoamento:

• Escoamento viscoso: como tratado na secção 1.4, no escoamento viscoso
predominam as forcas viscosas, o que ocorre para baixos Re;

• Escoamento laminar: um escoamento laminar é aquele em que as part́ıculas
se movem em camadas lisas ou lâminas, nesse caso é posśıvel considerar
que a velocidade é unidimensional. Assim como a viscosidade, é determi-
nado pelo número de Re, predominantemente para Re ¡ 2000;

• Escoamento turbulento: no escoamento as part́ıculas se misturam rapida-
mente e de forma caótica. A velocidade segue um perfil tridimensional,
no entanto pode se apontar uma direção principal média do escoamento
para que seja considerado ”uniforme”. As flutuações transportam quan-
tidade de movimento através das linhas de corrente, o que aumenta a
tensão de cisalhamento média. Por apresentar um movimento aparente-
mente aleatório, a turbulência é baseada principalmente em experimentos
e teorias emṕıricas, com poucos resultados anaĺıticos.

Figura 5: Escoamento laminar e turbulento

• Escoamento compresśıvel e incompresśıvel: os escoamentos nos quais a
variação da massa espećıfica do fluido é relevante são chamados com-
presśıveis. Geralmente é razoável adotar que o escoamento de um ĺıquido
é incompresśıvel, e que de um gás é compresśıvel, assim como foi ilustrado
na secção 1.5. Uma forma de avaliar a compressibilidade de um gás é ava-
liar o número de Mach M = V/c onde v é a velocidade do escoamento e c a
velocidade do som no meio. Pode se considerar um gás como compresśıvel
para 0 < M < 0.3.
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• Escoamento permanente e transitório: um escoamento permanente implica
que não há mudança nas propriedades do fluido relevantes ao problema
em relação ao tempo. O oposto são os escoamentos transitórios, na qual
pelo menos uma propriedade varia com o tempo (pode variar de forma
periódica).

• Vale notar que todas as propriedades apresentadas nessa secção são do
escoamento e não do fluido.

2.9 Conceito de vazão

Em um regime permanente a quantidade de massa que entra em um volume
de controle (região de interesse no problema definida de forma conveniente) deve
ser igual a quantidade de massa que sai (equação de conservação da massa).
Assim, pode-se definir a vazão mássica (ṁ [kg/s]) como a taxa de variação de
massa no tempo. De forma análoga, pode se definir como vazão volumétrica
(Q [m3/s]) a quantidade de volume que varia no tempo. Considerando um
escoamento por tubulação em dois pontos (1 e 2) é posśıvel escrever:

ṁ =
dm

dt
= ρQ (15)

V1 = A1 · u1 · δt Q1 = u1 ·A1 ∴ ṁ = ρ · u1 ·A1 (16)

pela conservação da massa ṁ1 = ṁ2 ∴ (17)

ρ1 · u1 ·A1 = ρ2 · u2 ·A2 (18)

se fluido for incompresśıvel u1 ·A1 = u2 ·A2 (19)

∴ Q1 = Q2 (20)

Por conveniência, para não confundir velocidade e volume, nas equações
acima u é a velocidade do escoamento e V o volume. A é a área da secção
transversal, ρ é a massa espećıfica do fluido e Q a vazão volumétrica.
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3 T3 - Dinâmica dos fluidos

3.1 Equação de Bernoulli

Estudo da dinâmica dos fluidos com a suposição (razoável) de que o fluido é
incompresśıvel e inviscido, como se as camadas do fluido escorregassem perfei-
tamente umas sob as outras. Portanto, como as forças viscosas são irrelevantes,
as tensões são geradas por diferenças de pressão e gravitacionais. As equações
a seguir são a origem das equações de Bernoulli e são chamadas de equações de
Euler:

−1

p
· ∂p
∂s
− g ∂z

∂s
=
∂Vs
∂t

+ Vs ·
∂Vs
∂s

(21)

−1

p
· ∂p
∂s
− g ∂z

∂s
= Vs ·

∂Vs
∂s

(22)

−1

p
· ∂p
∂n
− g ∂z

∂n
= −V

2
s

R
+
∂Vn
∂t

(23)

1

p
· ∂p
∂n

+ g
∂z

∂n
=
V 2
s

R
(24)

• A equação 21 é conhecida como equação de Euler em coordenadas de linha
de corrente, onde s é a direção perpendicular à direção normal n em um
elemento infinitesimal e p é a pressão no centro desse elemento. A equação
22 é a equação 21 simplificada para regimes permanentes;

• A equação 23 é conhecida como equação de Euler na direção normal às
linhas de corrente. A equação 24 é a equação 23 simplificada para regimes
permanentes;

A equação de Bernoulli é o resultado da integração da equação de Euler ao longo
de uma linha de corrente, considerando o regime como permanente e o fluido
incompresśıvel:

p

ρ
+ gz +

V 2

2
= cte (25)

p

ρ
+ gz −

∫
V 2

R
· dn = cte (26)

A equação 25 é a equação de Bernoulli e devem ser respeitadas as seguintes
condições para sua correta aplicação:

• Escoamento em regime permanente;

• Escoamento de fluido incompresśıvel;

• Escoamento sem atrito viscoso;

• Escoamento ao longo de uma única linha de corrente (a cte é válida em
todas as linhas de corrente, porém só é aplicável em um linha por vez);
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• Ausência de trabalho de eixo ao longo da linha de corrente;

• Ausência de troca de calor ao longo da linha de corrente.

A equação 26 é a equação de Bernoulli na direção normal e tem as mesmas
condições para sua aplicação.

3.2 Pressões Estática, Dinâmica e de Estagnação

• p: é a pressão estática, e é medida perpendicular ao escoamento;

• p0: é a pressão de estagnação, medida em um ponto em que a velocidade

do escoamento é nula de forma que p0 = p+ ρ·V 2

2 ;

• pdin: é a pressão dinâmica do escoamento e está associada com a sua

energia cinética, pdin = ρ·V 2

2 , é o segundo termo da pressão de estagnação;

• Assim: pestag = pestat + pdin, de forma que é posśıvel determinar a velo-

cidade do escoamento a partir das pressões, V =
√

2(p0−p)
ρ

• ptot: é denominada a pressão total, a soma de todos os termos da equação
de Bernoulli;

• phidr: é o termo relativo a variação da altura na equação de Bernoulli,
denominada de pressão hidrostática, phidro = p · g · z;

• Finalmente: ptot = pestat + pdin + phidro = pestag + phidro = cte.

3.3 Tubo de Pitot

O tubo de Pitot é uma sonda utilizada para medir a velocidade de um escoa-
mento. Para realizar essa medição o tubo precisa de duas medidas secundárias,
a da pressão de estagnação e a da pressão estática.

O tubo deve ser posicionado paralelo ao escoamento, a pressão de estagnação
é medida no seu ”bico”e a pressão estática é medida em um orif́ıcio ao longo
do tubo (que está paralelo às linhas de corrente e portanto o orif́ıcio tem sua
normal perpendicular à velocidade do fluido) ou em um orif́ıcio contido em uma
parede.

O Pitot é um instrumento diferencial, ou seja necessita das duas pressões
para aferir a medida, e utilizando a diferença entre elas pode obter de forma
indireta a velocidade de um ponto relativamente próximo ao seu ”bico”mas que
não esteja próximo o suficiente para ser perturbado pela presença do tubo. A
equação à seguir mostra essa relação, sendo que V é a velocidade do escoamento,
p5 a pressão de estagnação no ”bico”e p4 a pressão estática.

V =

√
2(p5 − p4)

ρ
(27)
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Figura 6: Duas posśıveis configurações do tubo de Pitot

3.4 Linha de Energia e Linha Piezométrica

Uma outra forma comum de se utilizar a equação de Bernoulli é dividindo
todos os termos por g, e denominando a cte H em metros:

p

γ
+

V 2

2 · g
+ z = H = cte (28)

• p
γ : é a altura de carga devida à pressão estática local;

• V 2

2·g : é a altura de carga devida a pressão dinâmica local;

• z: é a altura de carga de elevação;

• H: é a altura total do escoamento;

• Linha de energia (LE): é a altura de carga total de um escoamento (H),
que é constante;

• Linha Piezométrica (LP): é a soma das cargas de elevação e de pressão
estática p

γ + z

• A diferença entre LE e LP é a carga devida à pressão dinâmica.

Vale notar que nesse caso, H e o termo ”altura”não denominam a altura f́ısica
do escoamento, mas é uma forma de representar a energia total em uma medida
conveniente [m].

3.5 Medição de Vazão

É posśıvel utilizar a equação de Bernoulli para aferir a vazão em escoamentos.
Para tal é inserida uma restrição que cause uma queda acentuada e localizada
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de pressão. Admitindo que a velocidade é uniforme na secção, e 1 é o ponto
anterior à restrição e 2 o ponto logo após, Q = A1V1 = A2V2:

p1 +
ρ · V 2

1

2
= p2 +

ρ · V 2
2

2
(29)

Q = A2 ·

√
2(p1 − p2)

ρ · [1− (A1/A2)2]
(30)

Vale lembrar que a vazão teórica sempre será menor do que a vazão real, devido
a perdas viscosas, geometria etc.
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4 T4 - Conservação da massa

4.1 Sistemas e Volumes de Controle

Primeiro é necessário definir os seguintes termos:

• Sistema: Um sistema é a totalidade das substâncias contidas numa mesma
superf́ııcie fechada chamada fronteira, que por sua vez é uma superf́ıcie
imaginária. Num sistema o conjunto de moléculas que o compõem é sem-
pre o mesmo. Ou seja basicamente todo o fluido que se deseja avaliar. A
única coisa que pode fluir através da fronteira do sistema fechado é ener-
gia, mas não matéria. Um sistema isolado é aquele que não interage com
a vizinhança;

• Vizinhança: tudo que é externo ao sistema;

• Volume de controle (VC): é a região contida no sistema que delimita uma
fronteira na qual pode haver transporte de massa e energia. De forma
análoga, superf́ıcie de controle (SC) é a superf́ıcie que envolve o volume
de controle.

4.2 Teorema de Transporte de Reynolds

Inicialmente, define-se uma propriedade intensiva como uma propriedade in-
dependente da massa (massa espećıfica, volume espećıfico, pressão) e como ex-
tensiva uma propriedade dependente da massa (massa, volume, energia interna).
Nota-se que uma propriedade intensiva pode ser obtida dividindo uma proprie-
dade extensiva pela massa, v = V/m. Normalmente denomina-se a propriedade
extensiva com letra maiúscula e a intensiva com letra minuscula (Volume = V,
Volume espećıfico = v).

Partindo de um volume de controle fixo no tempo e um sistema que movimenta-
se para conter sempre as mesmas part́ıculas, coincidentes no instante inicial t0
obtém-se o teorema de transporte de Reynolds (equação 31):

(
dN

dt
)sist =

∂

∂t
·
∫
V C

η · ρ · dV +

∫
SC

η · ρ · ~V · d ~A (31)

• (dNdt )sist: é a taxa de variação total de qualquer propriedade extensiva do
sistema;

• O primeiro termo da equação representa a variação temporal da proprie-
dade η dentro do VC, na qual ρ · dV é a massa do elemento diferencial e∫
V C

η · ρ · dV a quantidade total da propriedade;

• O segundo termo é a taxa ĺıquida da propriedade através da SC. A parcela
~V ·d ~A é a vazão mássica através do elemento diferencial de área, e ρ · ~V ·d ~A
é a taxa da propriedade extensiva através do elemento de área;

• A velocidade é medida sempre em relação a superf́ıcie de controle.
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4.3 Conservação da Massa e Equação da Continuidade

A quantidade de massa de um sistema sempre se conserva (em mecflu dm
dt =

0) portanto, toda massa que entra em um VC ou sai do VC ou aumenta a
quantidade de massa dentro do VC. Por exemplo, uma caixa d’água, se a vazão
de entrada e de sáıda forem iguais o ńıvel da agúa se mantém. Se entra mais
água do que sai o ńıvel aumenta (aumenta o volume do VC), e o oposto se sai
mais água do que entra.

Formalmente, a taxa de escoamento de massa para fora do VC menos a taxa
de escoamento de massa para dentro do VC mais a taxa de variação de massa
no VC é igual a zero.

A aplicação da equação 31 para a massa resulta na equação de conservação
da massa:

∂

∂t
·
∫
V C

ρ · dV +

∫
SC

ρ · ~V · d ~A = 0 (32)

No qual, o primeiro termo representa a variação de massa dentro do VC e o
segundo o fluxo de massa através da SC. Outra forma mais usual de representar
a conservação da massa na qual as entradas são negativas e as sáıdas positivas
(ne é o numero de entradas e ns o número de sáıdas):(

∂m

∂t

)
V C

=

ne∑
j=0

ṁj −
ns∑
i=0

ṁi (33)

Vale notar as seguintes simplificações:

• Se o regime é permanente,
(
∂m
∂t

)
V C

= 0 portanto:

ne∑
j=0

ṁj =

ns∑
i=0

ṁi

• Se o escoamento for permanente e fluido for incompresśıvel, ṁ = ρQ,
portanto:

ne∑
j=0

Qj =

ns∑
i=0

Qi

Para gases pode se considerar o escoamento incompresśıvel se a velocidade
do escoamento for menor que 30% a velocidade do som no gás (c):

c =
√
k ·R · T k =

Cp
Cv

(34)

4.4 Outros conceitos de vazão e fluxo

Vazão é a taxa de variação de uma propriedade em relação ao tempo e fluxo
a taxa de variação de uma propriedade em relação a uma superf́ıcie:
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• Vazão em volume:

Q =

∫
SC

~V · d ~A

• Vazão em massa:

ṁ =

∫
SC

ρ · ~V · d ~A

• Vazão em peso:

G =

∫
SC

ρ · g · ~V · d ~A =

∫
SC

γ · ~V · d ~A

• Fluxo F em A no instante t:

φ(t) =

∫
SC

f · ~V · d ~A
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5 T5 - Conservação da energia

5.1 Primeira Lei da Termodinâmica/Equação da Energia

A primeira lei da termodinâmica afirma que energia não se cria nem se
destrói, somente se transforma. Existem duas formas de transformar energia,
com calor e trabalho, calor é a energia em trânsito devido a uma diferença de
temperatura e trabalho a transferência de energia que não for por calor. Assim,
a primeira lei da termodinâmica é escrita como:(

dE

dt

)
sist

= Q̇tot + Ẇtot (35)

Algumas relações importantes:

• O calor o trabalho que saem do VC são definidos como negativos:

Q̇tot = Q̇e − Q̇s Ẇtot = Ẇe − Ẇs

• A energia e trabalho total tem as seguintes componentes:

e = ep + ec + u = g · z +
V 2

2
+ u

Wtot = Weixo +Wpressao +Wvisc +Woutros

• A potência em um eixo é dado por:

Ẇeixo = Teixo · ω = 2πnTeixo

• A potência devida a forças viscosas e outros são despreźıveis, e a devida
às forças de pressão por:

Ẇpressao = −
∫
SC

p · ~V · d ~A

Introduzindo a equação de transporte de Reynolds, e fazendo as simpli-
ficações posśıveis, em regime permanente, obtém-se:

Q̇tot + Ẇeixo =

ns∑
i=1

ṁi · (hi +
V 2
i

2
+ g · zi)−

ne∑
j=1

ṁj · (hj +
V 2
j

2
+ g · zj) (36)

Normalmente os problemas apresentam somente uma entrada e uma sáıda,
portanto ṁ = ṁ1 = ṁ2. Substituindo isso na equação 36, obtém se duas formas
de representar:

qtot + weixo = h2 − h1 +
v2

2 − V 2
1

2
+ g(z2 − z1)

weixo +
p1

ρ1
+
V 2

1

2
+ g · z1 =

p2

ρ2
+
V 2

2

2
+ g · z2 + (u2 − u1 − qtot)
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O lado esquerdo da equação representa a entrada de energia mecânica e os
três primeiros termos do lado direito a sáıda de energia mecânica. O termo
da direita representa a energia convertida em energia térmica, nos escoamentos
sem atrito ou sem irreversibilidades a energia mecânica se conserva e portanto
esse termo vale 0.

5.2 Comparação com a Equação de Bernoulli

É posśıvel escrever a equação 36 na forma de carga, dividindo-a por g:

p1

γ1
+

V 2
1

2 · g
+ z1 + hbomba =

p2

γ2
+

V 2
2

2 · g
+ z2 + hturbina + hl (37)

hbomba = η · Wb

g
= η · Ẇb

ṁ · g
hturbina = η · Wt

g
= η · Ẇt

ṁ · g
(38)

O termo hl é a perda de carga devido à tubulação e η é a eficiência da bomba
ou da turbina.

5.3 Fator de correção

Para um fluido incompresśıvel, α é denominado o fator de correção da energia
cinética. Assim, a equação 37 assume a forma:

p1

γ1
+ α1 ·

V 2
1

2 · g
+ z1 + hbomba =

p2

γ2
+ α2 ·

V 2
2

2 · g
+ z2 + hturbina + hl (39)

Define-se também a velocidade para o escoamento:

• Escoamento Laminar:

V (r) = Vc ·
[
1− (

r

R
)2
]

(40)

V =
Vc
2

∴ α = 2 (41)

• Escoamento Turbulento:

V (r) = Vc · (1−
r

R
)n (42)

V · 1.05 ≈ Vc ∴ α = 1.05 (43)
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6 T6 - Conservação da quantidade de movimento
linear

6.1 Segunda Lei de Newton

O objetivo desta secção é aplicar a segunda lei de newton a um VC:

~P = m · ~V d~P

dt
= m

d~V

dt
= m~a = ~Fr (44)

Para um VC inercial, onde Fs são as forças de superf́ıcie (de pressão e cisalha-
mento) e Fb são as forças de campo (nesse caso somente gravitacional), pode-se
escrever:

~Fr = ~Fs + ~Fb =
∂

∂t

∫
V C

~V · ρ · V +

∫
SC

~V · ρ · ~V · d ~A (45)

A soma de todas as forças atuando no VC sem aceleração é igual á variação
temporal da quantidade de movimento no interior do VC, somada com o fluxo
de quantidade de movimento através da SC. Para a utilização da equação 45 é
preciso seguir as seguintes considerações:

• A velocidade ~V é medida relativa ao VC;

• O produto escalar ρ · ~V · d ~A = ρ
∣∣~V ∣∣ · ∣∣d ~A∣∣ · cos(α) tem seu sinal dado pelo

cosseno do angulo entre ~V e ~A;

• A equação 45 também vale para um VC que se movimente com velocidade
constante, mas deve-se tomar cuidado pois o vetor velocidade utilizado na
equação deve ser aquele em relação ao referencial do VC.

Para um sistema não inercial, dotado de aceleração, como um foguete, vale
que:

~Fs + ~Fb −
∫
V C

~arf · ρ · dV =
∂

∂t

∫
V C

~Vxyz · ρ · dV +

∫
SC

~Vxyz · ρ · ~Vxyz · d ~A

(46)

6.2 Fator de correção do Fluxo de Quantidade de movi-
mento

Da mesma forma que exposto na secção 5.3, a velocidade axial em dutos não
costuma ser uniforme, assim é posśıvel introduzir um fator adimensional β de

correção do fluxo da quantidade de movimento ~V · ṁ = β · ρ ·A · V 2
:

• Escoamento Laminar: β = 4
3

• Escoamento Turbulento: β ≈ 1
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7 T7 - Análise diferencial de escoamentos

As secções anteriores abordavam uma análise integral dos escoamentos e são
uma forma simplificada de obter a grandeza total atuante em um escoamento.
No entanto, para se obter a distribuição dessa grandeza é preciso uma análise
diferencial, que será abordada nesse tópico.

7.1 Cinemática dos elementos fluidos

Primeiro é preciso introduzir os 4 tipos de movimentos fundamentais de um
elemento diferencial:

Figura 7: Movimentos posśıveis de um elemento diferencial

7.2 Translação, deformação linear, deformação angular,
dilatação volumétrica

• A velocidade ~V e aceleração ~a indicam translação e:

~V = u ·~i+ v ·~j + w ·~j

~a =
∂~V

∂t
+ u · ∂

~V

∂x
+ v · ∂

~V

∂y
+ w · ∂

~V

∂z

• A velocidade angular ~ω indica rotação. A vorticidade ζ é definida como
o dobro da velocidade angular, e um escoamento é dito rotacional se a
vorticidade é diferente de zero e irrotacional caso contrário. Assim, para
ângulos pequenos, a velocidade angular vale:

~ω = ωx ·~i+ ωy ·~j + ωz · ~k =
1

2
· ~∇× ~V

ωx =
1

2
· (∂w
∂y
− ∂v

∂z
) ωy =

1

2
· (∂u
∂z
− ∂w

∂x
) ωz =

1

2
· (∂v
∂x
− ∂u

∂y
)

~ζ = 2~ω
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• As taxas de deformação linear η e angular γ̇ estão associadas à deformação
linear e à deformação angular. A taxa de dilatação volumétrica é dada
por:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= ~∇ · ~V

E a taxa de deformação angular por:

˙γij =
∂Vi
∂xj

+
∂Vj
∂xi

7.3 Conservação da Massa

A equação da conservação da massa em sua forma diferencial é dada por:

∂ρ

∂t
+
∂(ρ · u)

∂x
+
∂(ρ · v)

∂y
+
∂(ρ · w)

∂z
= 0 =>

∂ρ

∂t
+ ~∇ · (ρ~V ) = 0

Se o escoamento for permanente e incompresśıvel a equação pode ser simplificada
para:

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0

Ou, em coordenadas ciĺındricas:

1

r
· ∂(r · Vr)

∂r
+

1

r
· ∂Vθ
∂θ

+
∂Vz
∂z

= 0

7.4 Equação Diferencial da Quantidade de Movimento

A equação da quantidade de movimento na forma diferencial é apresentada
a seguir:

ρ ·
(
∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z

)
= ρ · gx +

∂σxx
∂x

+
∂τxy
∂y

+
∂τxz
∂z

ρ ·
(
∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z

)
= ρ · gy +

∂σxy
∂x

+
∂τyy
∂y

+
∂τyz
∂z

ρ ·
(
∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

)
= ρ · gz +

∂σxz
∂x

+
∂τzy
∂y

+
∂τzz
∂z

Nos casos em que o escoamento é viscoso, a pressão p é definida como a
média aritmética das tensões normais com sinal negativo.

Se o escoamento for inv́ıscido, as tensões de cisalhamento tornam-se nulas e
as tensões normais passam a ser iguais:

τxy = τyz = τxz=0 σxx = σyy = σzz = −p
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7.5 Equações de Navier-Stokes

A análise a seguir considera os quatro deslocamentos posśıveis mencionados
na secção 7.1, e que trata-se de um fluido newtoniano (τ = µ· dVdy ) incompresśıvel.
Essas equações são conhecidas como equações de Navier-Stokes:

ρ ·
(
∂u

∂t
+ u · ∂u

∂x
+ v · ∂u

∂y
+ w · ∂u

∂z

)
= ρ · gx −

∂p

∂x
+ µ ·

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
ρ ·
(
∂v

∂t
+ u · ∂v

∂x
+ v · ∂v

∂y
+ w · ∂v

∂z

)
= ρ · gy −

∂p

∂y
+ µ ·

(
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
+
∂2v

∂z2

)
ρ ·
(
∂w

∂t
+ u · ∂w

∂x
+ v · ∂w

∂y
+ w · ∂w

∂z

)
= ρ · gz −

∂p

∂z
+ µ ·

(
∂2w

∂x2
+
∂2w

∂y2
+
∂2w

∂z2

)
Em notação vetorial:

ρ

[
∂~V

∂t
+ (~V · ~∇ · ~V

]
= ρ · ~g − ~∇ · p+ µ · ∇2 · ~V

ρ · D
~V

Dt
= ρ · ~g − ~∇ · p+ µ · ∇2 · ~V

Estas equações são muito dif́ıceis de serem resolvidas analiticamente. As-
sim, sua resolução numérica envolve um grande processamento e é utilizada
nos softwares de CFD (Computacional Fluid Dynamics). Existem soluções
anaĺıticas para casos espećıficos, considerando certas simplificações, que serão
apresentadas de forma resumida a seguir:

7.6 Escoamento Viscoso entre Placas Planas

Hipóteses adotadas:

• Escoamento plano(u = u(x, y, t)) e desenvolvido (u = u(y, t)), laminar e
isotérmico;

• Gravidade como única força de campo atuante;

• Viscosidade constante;

• Fluido incompresśıvel;

• Escoamento em regime permanente (u = u(y));

• Condições de contorno: u(y = 0) = 0 e u(y = a) = U

Assim, na direção x, a partir da equação 7.6:

−∂p
∂x

+ µ · ∂
2

∂y2
= 0

Integrando-a duas vezes e aplicando as condições de contorno, obtém-se a solução:

u(y)

U
=
y

a
+ P · y

a
· (1− y

a
) P = − a2

2 · µ · U
·
(
∂p

∂x

)
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7.7 Escoamento de Couette Plano

Esse escoamento é obtido quando ∂p
∂x = 0 e U 6= 0. Assim, o perfil de

velocidades é linear e P = 0:

u(y) =
U

a
· y

τxy = µ · U
a

Q

b
=
U · a

2
u =

U

2

Esse tipo de escoamento é muito comum em mancais de deslizamento, por-
tanto convém representá-lo também em coordenadas ciĺındricas:

Vr =
U

b
· (r0 − r) τr =

µ · U
b

7.8 Escoamento de Poiseuille

Este escoamento ocorre em placas planas fixas infinitas e também em dutos
circulares. Ele se caracteriza por ∂p

∂x = cte e U = 0. Com as condições de
contorno y = a

2 , u = 0 e y = −a2 , u = 0 chega-se às seguintes soluções:

u(y) =
1

8 · µ
·
(
∂p

∂x

)
· (4 · y2 − a2)

τxy =

(
∂p

∂x

)
· y Q

b
= − a3

12 · µ
·
(
∂p

∂x

)
u = − a2

12 · µ
·
(
∂p

∂x

)
umax =

3 · u
2

7.9 Escoamento Viscoso em Tubos

Esse escoamento é laminar para um fluido incompresśıvel em um duto:

Vz(r) =
1

4 · µ

(
∂p

∂z

)
· (r2 −R2)

Q =
π ·R4 ·∆p

8 · µ · L
Vz =

R2 ·∆p
8 · µ · L

Vz,max = 2 · Vz

Vz = vz,max ·
[
1−

( r
R

)2
]

No qual ∆p é a perda de carga entre dois pontos do duto.
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7.10 Escoamento Viscoso em Espaço Anular

Esse escoamento ocorre no caso em que há um tubo contido em outro tubo
com escoamento entre os dois. Esse caso é importante para trocadores de calor:

Vz(r) =
1

4 · µ
·
(
∂p

∂z

)
·
[
r2 − r2

0 +
r2
i − r2

0

ln(r0/ri)
· ln(r/r0)

]
Q =

π ·∆p
8 · µ · L

·
[
r4
0 − r4

i −
(r2

0 − r2
i )

2

ln(r0/ri)
·
]

Vz,max = V (rm) rm =

√
r2
0 − r2

i

2 · ln(r0/ri)

7.11 Escoamento Viscoso em Superf́ıcies Verticais

Para um fluido newtoniano viscoso e incompresśıvel em regime permanente
e laminar, completamente desenvolvido, verticalmente descendente e com espes-
sura δ constante:

u(y) =
ρ · g · δ2

µ
·
[
y

δ
− 1

2
·
(y
δ

)2
]

τxy = ρ · g · (δ − y) Q =
b · ρ · g · δ3

3 · µ
u =

ρ · g · δ2

3 · µ
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