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In [1]: import numpy as np
from IPython.display import Image, display, HTML, Latex as 1t

In [2]: %%javascript
MathJax.Extension["TeX/cancel"]={version:"2.4.0",ALLOWED:{color:1,mathcolor:1,bac
>
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MANUAL DE EXERCICIO

Um exercicio de Estado Duplo costuma ser uma viga com cargas (normalmente pontuais) e uma
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get_sigma(N, A, M, Iz0, y):
sigma = (N/A) + (M/Iz0)*y
return sigma

get_tau(V, Ms, b, Iz0):
tau = (V*Ms)/(b*Iz0)
return tau

get_sigma_c(sigma_x, sigma_y):
sigma_c = (sigma_x + sigma_y)/2
return sigma_c

get_mohr_radius(sigma_x, sigma_y, tau_xy):
radius = np.sqrt(((sigma_x - sigma_y)/(2))**2 + (tau_xy)**2)

return radius

get_sigma_1(sigma_c, radius):
sigma_1 = sigma_c + radius
return sigma_1

get_sigma_2(sigma_c, radius):
sigma_2 = sigma_c - radius
return sigma_2

get_tau_max(sigma_c, radius):
tau_max = radius
return tau_max

get_tau_min(sigma_c, radius):
tau_min = -radius
return tau_min

get_alpha_point(alpha, sigma_x, sigma_y, tau_xy):

alpha = np.deg2rad(alpha)

sigma_alpha = (sigma_x + sigma_y)/2 + \
((sigma_x - sigma_y)/2)*np.cos(2*alpha) + \
tau_xy*np.sin(2*alpha)
tau_alpha = -((sigma_x - sigma_y)/2)*np.sin(2*alpha) + \
tau_xy*np.cos(2*alpha)

return sigma_alpha, tau_alpha

get _angle(sigma_p, tau_p, sigma_a, tau_a):

funcao que determina o angulo entre uma reta vertical passando pelo polo P(s:

e a reta que liga P a um ponto A(sigma_a, tau_a)

tan_angle = (sigma_p - sigma_a)/(tau_p - tau_a)

angle = np.arctan(tan_angle)
angle = np.rad2deg(angle)
return angle

secgao.
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1. Encontrar os valores de N, V e M no ponto requisitado;

2. Na secéo transversal dada, definir o sinal de y e M segundo o seguinte critério:
A. Verificar o sentido do eixo da secao transversal (por exemplo, na Figura 1 o eixo z
aponta para cima);
B. Verificar qual o lado que o M traciona. Definimos positivo o M que traciona o lado que o
eixo aponta, no caso, M é positivo quando tracionamos a parte de cima da viga;

3. Calcular M, através da formula M§ = z5. A*, onde A* denota a area da regido que o

ponto de interesse divide da se¢ao. No exemplo da Figura 1 € a area do retangulo acima de

C, ou seja 3.3, neste mesmo exemplo M = %. (4-1).3)= %;

3

fe—t

Figura 1 - Exemplo de secao transversal cobrado em exercicio

4. Se necessario, calcular Iyo e A, mas estes normalmente sdo dados no enunciado;
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5. Com esses dados, calcular o, e 7, atraves das fungoes get_sigma(N, A, M, 1z0, y) e
get tal(V, Ms, b, 1z0);
A. A funcéo get_sigma nada mais faz do que calcular a seguinte férmula:

=+ =
TATTL, Y

lembrando que no caso do exemplo da Figura 1, temos que usar I e z no lugar de Y,
e y, respectivamente;

B. Analogamente, a fungao get_tau calcula a seguinte formula:
V. Ms>k

T —_— ——
b*. I,

6. Se o enunciado no fornecer o valor de o, este provavelmente € nulo (propriedade de vigas
horizontais). Logo o tridngulo de tensdes esta definido;

Tridngulo de uma se¢do:
Tyy = tenséo de cisalhamento da face vertical do triangulo
o, = tensdo normal direcionada ao eixo x, ou seja, tensdo normal do plano vertical

o, = tensdo normal direcionada ao eixo y, ou seja, tenséo normal do plano horizontal

u o

Figura 2 - Tridangulo de Tensdes do Estado Duplo

7. Desenhar o plano (o, 7) e localizar nele os pontos V' = (0., 7,) e H = (0, 7,), lembrando
que é provavel que o, seja 0;

8. Desenhar uma reta horizontal a partir do ponto (O'y, Ty) e uma reta vertical a partir de
(o4, Ty). O encontro dessas duas retas gera um ponto P = (o p, 7p), 0 polo do diagrama (ou
seja, op = 0y € Tp = T)y);

Oy +(7y )
2 J
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10. Tragar o Circulo em si, como na Figura 3;

Figura 3 - Circulo de Mohr tragado

11. Transferir no polo, tendo uma reta vertical como referéncia, o angulo « e tragar uma reta com
essa inclinagédo que encontre o Circulo;

12. A partir do polo P, tragar reta para os 4 pontos "extremos" do Circulo: os dois pontos de 7
extremos (7,,4x © Tmin) € 0S dois pontos de ¢ extremos ( 6; > 6;) e encontrar os angulos
que estas retas fazem com a vertical tragada no pdlo;

13. Estes valores podem ser encontrados algébricamente através das seguintes relagdes:
(

2
— O0x—0y 2
] o = oc+R
(o) = oc — R
Tmax = R
" Tmin = T Thax = —-R

14. Tragar retas ligando o pélo P aos pontos extremos. Em cada reta, desenhar as tensoes
extremas, como por exemplo na Figura 4, notando os seguintes detalhes:
A. Na reta, trace um "chao" (hachurado) a ser usado de referéncia para o sinal das tensdes;
B. o positivo aponta pra fora deste hachurado e 7 positivo aponta no sentido horario dentro
do triangulo /\ PTyux Timin’
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Um adendo sobre a Figura 4: ela trata de um exercicio em particular onde o triangulo de
tensdes nao tem suas bases ortogonais alinhadas com a base, ou seja, um triangulo
tombada. Por este motivo que 6p # 0, € Tp # Tyy;

15. Para tragar um prisma de tensdes, copie tridngulo yAN Poy02 e transporte as tensdes de
cada lado para o lado correspondente. Em seguida, transfira as retas Pz,,,, € Pt,,;, para os
vértices o e 0, de forma que as duas retas consigam se encontrar e transporte as tragées
destes lados analogamente ao que foi feito com os primeiros lados;

Tmin

Figura 4 - Circulo de Mohr com os 4 planos extremos

16. Se requisitado, calcular os angulos que definem os planos extremos através da formula

Op — 0Oy —
—= & 0@ =tan
Tp — Ty Tp — T4y

Op — 0Oy
tan 6 = =4

17. Se requisitado, calcular o valor numérico das tensdes no plano correspondente ao dngulo «
através das equagdes (1) e (2):
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Resoluc¢ao exercicio 1 (P1-2018)

].'l']' Qllﬂﬁtﬁ.('} (4,0 pontos)

A viga prismatica da figura esta submetida a duas cargas transversais além das forgas axials de tracao. Para

21 zi('ﬁ_':.ll:i' lri{]L"-'-'\'(‘T?-':l] (i—".]._ ]JE"'li'.'IIl-.‘-'rl“:

a) os esforgos solicitantes;

b)

e sentidos das tenstes);

as tenaoes normal e tangencial no ponto € atuantes no plano da secio (nao deixar de indicar as direcoes

o circulo de Mohr representando o estado duplo de tensao em )

o8 valores das tensoes normais e tangenciais extremas em () e as dirr--;j:r—*.»: dos plancs em que ocorrem

{indicar os resultados em prismas de tensoes);

@) as componentes normal e tangencial do vetor tensao em Q) atuante no plano inelinade de 30° indicado na
figura.
Medidas em cm L B . 1
Secio d-d G |
Te kN T6 kN ; zy =1
1 1 om0 I
d | |
100,8kN 5 _100,8kN SF 1%
! ~ Q [ Q 2
l.'i » N, — 2 8 =
; 400 400 l A g o
o ——% T — " L,=1520000cm* | 34
I, = 512000 cm* J
Figura 5 - Exercicio 1 (P1-2018)
1. Calcular as reagdes de apoio através das equagdes de equilibrio (Z F, =0, Z Fy =0e

XM, =0)

Neste caso, definindo o apoio da esquerda como A e o da direita como B, encontra-se que

H,=0eV,=Vg=76kN.cm?;

2. Encontrarovalorde N, V e M em QO:

N = 100.8 kN (positivo, tracionando a barra);

V = =76 kN (negativo, pois gira a barra no sentido anti-horario);

M =76.240 kN. cm (tracionando em baixo da barra);

Como M traciona o sentido contrario ao indicado pelo eixo z na segéo transversal,
consideraremos-o como negativo na férmula;

3. Pela formula, o = % +
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4. Calcula-se M§ = yg. A* =

5. Calcula-se, pela formula, 7 =

PEF2_P1 - Jupyter Notebook

10420 (100 — 20).3 = 240.60;

V.M -76.240.60
b* I, _ 3.1520000

= —0.24 kN/cm?;

6. Estes valores de tensdo representam o plano vertical do tridngulo. No plano horizontal

T

v = —7 e 6, = 0 (propriedade de vigas horizontais);

7. Localizam-se estes pontos no plano (o, 7) e encontra-se o ponto P = (o, 7))

8. Executam-se os passos 9—17

A seguir, através das fungdes:

In [4]: N = 100.8
V = -76
M = -76*%240
A = 840
Iyo = 1520000
z = -20
b=3
Ms = 240*60
alpha = 30
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In [5]: sigma = get_sigma(N, A, M, Iy0, z)
print("Sigma_x: ", sigma)
tau = get_tau(V, Ms, b, Iyo0)
print("Tau xy: ", tau)
print("0 pdlo fica no ponto (%f, %f)"%(sigma, -tau))

sigma_x = sigma
tau_xy = tau
sigma_y = ©

radius = get _mohr_radius(sigma_x, sigma_y, tau_xy)
print("Raio do circulo de mohr: ", radius)

sigma_c = get_sigma_c(sigma_x, sigma_y)
print("Sigma_c: ", sigma_c)

sigma_1 = get_sigma_1(sigma_c, radius)
sigma 2 = get sigma 2(sigma_c, radius)
tau_max = get tau _max(sigma_c, radius)
tau_min = get tau min(sigma_c, radius)
print("Sigma_max: ", sigma_1)
print("Sigma_min: ", sigma_2)
print("Tau_max: ", tau_max)
print("Tau_min: ", tau_min)

sigma_alpha, tau_alpha = get alpha point(alpha, sigma_x, sigma_y, tau_xy)
print("Sigma em alpha: ", sigma_alpha)
print("Tau em alpha: ", tau_alpha)

angulo_sigma_1 = get_angle(sigma_x, -tau_xy, sigma_1, 0)
print("Angulo de sigma 1: ", angulo_sigma_1)

Sigma_x: ©.36

Tau_xy: -0.24

0 p6lo fica no ponto (0.360000, ©.240000)
Raio do circulo de mohr: 0.3

Sigma c: ©0.18

Sigma_max: ©.48

Sigma min: -0.12

Tau_max: 0.3

Tau_min: -0.3

Sigma em alpha: ©.06215390309173477
Tau em alpha: -0.2758845726811989
Angulo de sigma_1: -26.56505117707799
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In [6]: def get_tensor(sigma_x, sigma_y, sigma_z, tau_xy, tau_xz, tau_yz):
tensor = np.array([[sigma_x, tau_xy, tau xz], [tau_xy, sigma_y, tau_yz], [tat
return tensor

def get_normal_vector(n_x, n_y, n_z):
n = np.array([n_x, n_y, n_z])
return n

def get_t_vector(tensor, normal_vector):
t_vector = tensor.dot(normal_vector)
return t_vector

def get_sigma_vector(t_vector, normal_vector):
sigma = np.inner(t_vector, normal_vector)
sigma_vector = sigma * normal_vector
return sigma_vector

def get tau_vector(t_vector, sigma_vector):
tau_vector = t_vector - sigma_vector
return tau_vector

def get_principal_stresses(tensor):
nested_values = np.linalg.eig(tensor)
eigen_dic = {}
for i in range(len(nested_values[©])):
eigen dic[nested values[@][i]] = nested_values[1][:, i]
return eigen_dic

#modulo_de_x = np.linalg.norm(x)
Um exercicio de Estado Triplo estd muito relacionado a algebra linear. Pode-se dizer que ele

exige menos conhecimento sobre mecanica dos solidos do que um exercicio de Estado Duplo. Ele
inicia, normalmente, inicia definindo um paralelepipedo de tensdes, como na Figura 6:

no=T7gi + nyg + n:k

~dA, = dAn,

ddy = dAny

W,

Figura 6 - Paralelepipedo de tensdes aberto

1. Encontrar o, 0y, 0, que apontam nas diregdes X, y, z respectivamente. Encontrar
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Txya Txz» Tyz ;
A. 7, € definido como sendo a tens&o com dire¢do a y no plano cuja normal tem direg&o Xx;
B. Lembrar de conferir a base que define o sistema coordenado (ex. 2, P1-2018);

a. A face que precisamos escolher € aquela cuja normal tem mesmo sentido que o
eixo coordenado;

b. Se uma das faces do tetraedro estiver invertida (ou seja, se a normal da face do
tetraedro ndo concordar com o sentido do eixo coordenado), basta considerar todas
as tensdes nesta face com seus sinais trocados, pois estas tensdes representaram
os valores da face oposta (esta sim concordando com o sentido do eixo);

2. Encontrar a tens&o no plano requisitado a partir do tensor T, montado a partir das tensdes
encontradas, e o vetor n, dado do enunciado a partir da relagdo t = T. n;

3. Encontrar a norma de t

N

. Encontrar a norma de o através da relagédo o = t. n
5. Encontrar o vetor 6 = ¢.n = (t.n)n
6. Encontrar o vetor tenséo tangencial t =t — ¢

7. Encontraranormade |t| = /7. 7

8. Encontrar as diregdes principais calculando o resultado de

(Gx - /1) 7'-xy Txz hl 0
Tyy (6, —4) Tyz Jh =10
Tyy Ty, (6, —A) hs 0

A. Cada A solugéo da equagéo de determinante nulo define um plano [hy, h,, h3],
denominado principal;

B. As trés respostas da equagao de determinante, correspondem as tensées dos planos
planos principais, ¢, 0,, 65 Sao tais que 63 < 0, < 07;

C. Tendo posse de duas tensées principais, digamos n; e n,, é€ possivel encontrar
n3 = n; X Ny, pois os versores dos planos principais formam base ortonormal;

D. Planos principais séo tais que suas tensdes tangenciais sdo nulas (ou seja, encontram-
se no eixo ¢ no plano (o, 7));

Exemplo de exercicio: Exemplo 10, apostila do Prof. Edgard
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Exemplo 10 d NPa
Determine a maxima tensao de cisalhamento / T 1
para o paralelepipedo de tensdes da figura e

ill(li(.{lll' (8 'IF.II'II:H.I T (llll' l'ln’l CHOTT .-_I{

Figura 7 - Exercicio de Tensao Tripla

1. Primeiramente, nota-se que 7, = 7, = 7,,, = 0, 0 que implica matriz diagonal;

2. Nao fornecendo o exercicio base de referéncia, adota-se a base candnica xyz positiva, com
z indo pra cima, y indo pra direita e x saindo da folha;

3. Calcula-se a matriz tensora T':

-5 0
T={0 -3 0
0 0 4

4. Calculam-se os auto-valores e auto-vetores do tensor através do método
get-principal-stresses(tensor):

eigen-dic = get-principal-stresses(tensor)
eigenvalues = list(eigen-dic.keys0)
eigenvectors = list(eigen-dic.values()

In [7]: tensor = get_tensor(-5, -3, 4, 0, 0, 0)
eigen dic = get principal_stresses(tensor)
eigenvalues = list(eigen_dic.keys())
eigenvectors= list(eigen_dic.values())
print(eigen_dic)

{-5.0: array([1., ©., 0.]), -3.0: array([0., 1., ©0.]), 4.0: array([0., 0.,
1.1}

E possivel verificar que os autovetores do tensor formam uma base orto-normal, como esperado
dos vetores que formam os planos principais. Assim, constrdi-se um Circulo de Mohr do Estado
Triplo de tensbes:
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Figura 8 - Circulo de Mohr resultante

A Figura 8 ajuda a ver que o R, raio do circulo vale a diferenca das tenses extremas dividido por
. 61—0 4—(-5 .. T .
2,ouseja, R = 12 2 = (2 ) = 4.5 e, como os valores possiveis de 7 sdo limitados a area

interna do circulo, 7,4, = R =4.5

Resolucao - P1 2017

Questao 1)

(MPa)

Para o estado de tensao representado no paralelepipedo ao
lado, determine:

12 QUEStﬁD (3.0 pontos) z]<
W

a) as componentes do tensor das tensoes na base (4, §, k);
b) as tensoes normal e tangencial no plano norma. ao vetor
n= J=(i+j+2k);

¢} as tensoes e as diregoes principais (indicar as intersecgoes
dos planos principais com as faces do paralelepipedo da

figura).

Figura 9 - Questéo 1, P1-2017

Passos:
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1. Encontrar o tensor T;
Aoy,=2,06,=-90,=-3;

*Negativo, pois a face que vemos com ¢ = +9 ¢é tal que sua normal NAO concordam
com o sentido do eixo coordenado
B.7,, =0,7, =4,7,, =0;

2 0 4
T=[{0 -9 o0
4 0 -3

2. Apartirde T e tomandon = \/Lg(l, 1,2), encontrart = T.n;

3. Com t e n encontrar o e com este vetor encontrar 7;

In [8]: tensor = get_tensor(2, -9, -3, 0, 4, 0)
normal_vector = 1/np.sqrt(6) * get_normal_vector(l, 1, 2)
t_vector = get_t_vector(tensor, normal vector)
sigma_vector = get sigma vector(t_vector, normal_vector)
tau_vector = get tau vector(t_vector, sigma_vector)
print("Sigma: ", sigma_vector," Tau: ", tau_vector)

Sigma: [-0.20412415 -0.20412415 -0.40824829] Tau: [ 4.28660705 -3.470110
47 -0.40824829]

4. A partir de T, encontrar os planos e tensdes principais através de seus auto-valores e auto-
vetores (na prova sera necessario calcular o sistema linear 3 X 3, use o programa apenas
para verificar seus resultados

In [9]: eigen_dic = get_principal_stresses(tensor)
eigenvalues = list(eigen_dic.keys())
eigenvectors= list(eigen_dic.values())
print(eigen_dic)

{4.216990566028302: array([0.87464248, O. , 0.48476853]), -5.21699056602
83025: array([-0.48476853, @. , 0.87464248]), -9.0: array([0., 1.,
0.1)}

5. Enfim é possivel desenhar os planos principais no paralelepipedo

Questao 3)

localhost:8888/notebooks/PEF2_P1.ipynb# 14/21



26/05/2020 PEF2_P1 - Jupyter Notebook

3% Questao (3,5 pontos)

O arco da figura abaixo possui secao transversal constante e estd submetido a duas forgas concentradas,
Para o ponto Q da secao transversal c-c, pedem-se:

a) as tensoes normal e tangencial que atuam no plano da secao (nao deixar de indicar as direcoes e sentidos
das tensoes):

|I:| L¥] l'i’l'('"lﬂ l]i‘ M-::-hr 1'(']]I'l‘.‘ii'|]1 .i-IIIl]H L& L‘?-i'-i-Hll:I t]!‘ Ti'l]'-ii-lﬂ LILE R e Wto;

f'} 08 '\"r!l“]'l'H- IIEL‘; Ti'hﬂl.ll‘ﬁ Tt Pt'"l'rl.llh © 1‘El:llz.{|.':ll("ii'li.h EXNLMIas no IJI:IIITU LEar et (Iil'l'(\'l.-H'?'\- l]ilh J}lill]l)ﬁ LTI I.l”.l:' OUOrTenn
(indicar os resultados em prismas de tensoes).

Medidas em mm

; Segio c-c
60N A =192 mm? 1‘_"
I, =23136mm* T . =
I, = 21904 mm® =
4 Ql
- y
G Vg
| | &
, | o bl o | o2 o]
F T ™1 il

Figura 10 - Questéo 3, P1-2017

1. Calcular as reagdes de apoio nas extremidades;
2. Transferir as forgas e momentos para a segdo C;

3. Calcular os valores de N, V' e M na sec¢éo ¢ — c transferindo as forgas e momentos de uma
das extremidades para a segado, chegando nos resultados N = —40 kN, V = -20 kN e
M = +2000kN. mm (traciona a parte de cima, e portanto concorda com a diregdo do eixo
z);

4. Calcular M§ = yg. A*:
_ 18.1442.10.10
A. yG o 2~Auert+Ahor

B. A* = 2-Auert + Ahor
C. M} =18.14 4+ 2.10.10 = 452 mm?

5. Colocar os parametros no cédigo abaixo e rodar o programa.
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In [10]: N = -40
V = -20
M = +2000
A =192
Iyo = 23136
z =5
b =2
Ms = 452

sigma = get_sigma(N, A, M, Iye, z)

print("Sigma_x: ", sigma)

tau = get_tau(V, Ms, b, Iyo0)

print("Tau xy: ", tau)

print("0 pélo fica no ponto (%f, %f)"%(sigma, -tau))

sigma_x = sigma
tau_xy = tau
sigma_y = ©

radius = get _mohr_radius(sigma_ x, sigma_y, tau_xy)
print("Raio do circulo de mohr: ", radius)

sigma_c = get_sigma_c(sigma_x, sigma_y)
print("Sigma_c: ", sigma_c)

sigma_1 = get_sigma_1(sigma_c, radius)
sigma 2 = get sigma 2(sigma_c, radius)
tau_max = get tau _max(sigma_c, radius)
tau_min = get tau min(sigma_c, radius)
print("Sigma_max: ", sigma_1)

print("Sigma_min: ", sigma_2)
print("Tau_max: ", tau_max)
print("Tau_min: ", tau_min)

alpha = 30

sigma_alpha, tau_alpha = get alpha point(alpha, sigma_x, sigma_y, tau_xy)
print("Sigma em alpha: ", sigma_alpha)

print("Tau em alpha: ", tau_alpha)

angulo_sigma_1 = get_angle(sigma_x, -tau_xy, sigma_1, 0)
print("Angulo de sigma _1: ", angulo_sigma_1)

Sigma_x: ©.22389349930843708

Tau_xy: -0.19536652835408022

0 p6lo fica no ponto (0.223893, 0.195367)
Raio do circulo de mohr: ©0.22516694952694527
Sigma c: ©.11194674965421854

Sigma_max: ©.3371136991811638

Sigma_min: -0.11322019987272673

Tau_max: ©0.22516694952694527

Tau_min: -0.22516694952694527

Sigma em alpha: -0.0012722521224784733
Tau em alpha: -0.1946319932486902
Angulo de sigma_1: -30.093454736977737

Recnlhican P1 2020
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A P1 de 2020 foi feita durante época de coronavirus, dada pelo Prof. Britto (diferente das provas
de 2019 ou anteriores, que foram elaboradas pelo Prof. Edgard) e estava consideravelmente mais
facil. Segue uma resolugdo da mesma:

Exercicio 1

Questio 1 (4 pontos): Para o ponto C da viga abaixo, situado na secdio imediatamente 4 direita da

carga aplicada, determinar:
a) as tensdes normal e tangencial (em kgf/cm?), no plano da segdo transversal
b) o circulo de Mohr, determinando o polo, as tensdes principais e a tensdo tangencial maxima.

A secdo ¢ de parede fina, com espessura constante ¢ iguala 3 cm. O ponto C ¢ o ponto médio do lado
inferior esquerdo do losango. Suponha que o observador enxerga o elemento infinitesimal, que

representa o ponto C, numa vista lateral da viga.

Sao dados os momentos de inércia da segio: 1y, = 320000 cm* e I, = 180 000 cm*.

lfﬂ Goo lgﬁ

LA \'Lp\ 1
i ] .
U, =

N

o

Sy SAm  [M&m)

,]L__ dzm |

PERF |-

Figura 11 - Questéo 1, P1-2020

1. Calcular as reagdes de apoio em A (esquerda) e B (direita):
A. HA =0 kgf,
B.V,=6400 kgf;
C.Vp=19200 kgf;

2. Calcular N, V e M na secao requisitada:
AN =0kgf;
B.V =-19200 kgf;
C. M = 3456 000 kg f.cm (tracionando em baixo e positivo, pois z aponta pra baixo);

0
3. Calcular o = % + %z =216 kg flcm?
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4. Calcular M} = 30. 25.3 = 2250cm?

*

_ymM 2
5. Calcular 7 = I, 45 kgflem

6. Calcular os dados do circulo:

In [11]: N =90

V = -19200

M = 3456000
A

= 1 #pode ser qualquer valor pois a normal é ©

Iyo = 320000
z = 20

b =23

Ms = 2250

sigma = get_sigma(N, A, M, Iye, z)

print("Sigma_x: ", sigma)

tau = get_tau(V, Ms, b, Iye)

print("Tau_xy: ", tau)

print("0 pdélo fica no ponto (%f, %f)"%(sigma, -tau))

sigma_x = sigma
tau_xy = tau
sigma_y = ©

radius = get_mohr_radius(sigma_x, sigma_y, tau_xy)
print("Raio do circulo de mohr: ", radius)

sigma_c = get_sigma_c(sigma_x, sigma_y)
print("Sigma_c: ", sigma_c)

sigma 1 = get sigma 1(sigma_c, radius)
sigma 2 = get sigma 2(sigma_c, radius)
tau_max = get_tau_max(sigma_c, radius)

tau_min = get_tau_min(sigma_c, radius)
print("Sigma_max: ", sigma_1)

print("Sigma_min: ", sigma_2)
print("Tau_max: ", tau_max)
print("Tau_min: ", tau_min)

Sigma_x: 216.0

Tau_xy: -45.0

0 p6élo fica no ponto (216.000000, 45.000000)
Raio do circulo de mohr: 117.0

Sigma c: 108.0

Sigma_max: 225.0

Sigma_min: -9.0

Tau_max: 117.0

Tau_min: -117.0

7. Desenhar o circulo a partir do pontos extremos/sigma_c.
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Exercicio 2

Questdio 2 (3 pontos): Para o prisma triangular infinitesimal, em estado duplo de tensdo, mostrado na
figura da esquerda (em que as tensdes sdo dadas em kN/cm?), determinar, escrevendo as equagdes de
equilibrio, as tensdes T', T" e T'". As dimensdes sio dadas, em centimetros, na figura da direita.
Sabe-se ainda que a espessura do prisma € unitdria (e = 1 cm).

Figura 11 - Questéo 2, P1-2020

1. Definir os angulos « e f no tridngulo da direita, conforme mostra a Figura 12:

Figura 12 - Tridngulo da direita com os &ngulos
2. Tomando a medida do maior lado do tridngulo da esquerda como ds, escrever as medidas
dos outros dois lados em fungao deste ds:

5

A. Lado vertical: %ds
5

B. Lado obliquo: \/T_ds

3. Calcular o somatdrio das forgas e momentos e iguala-las a 0:

AYF, =0= ¢. 4 (¢ sina— ‘/754— grﬂ/cosﬂ+ $4sinﬂ)=0
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BYF,=0= ¢. 4 (¢ cosa— ﬁr” - §T sin § + $4cosﬁ)=o

. . ” . ”n "
C. Sendo C definido pelo vértice onde T e 7 se encontram,

ZMC=O:>/.ﬂs/($4.%+$4.%—\/§1,)=0

4. Resolver este sistema linear (comegando por C) e encontrar que
7' =5 kN/em?,t" =3 kN/em?,t" =3 kN/cm?

Exercicio 3

Questio 3 (3 pontos). Para um certo ponto M de uma estrutura ¢ dada a matriz do tensor das

tensdes, numa base ortonormal (1,7,k) :

(kN/cm?)

Determinar:

a) Ovetortensio p=XT+Y7+ZKk no plano definido pela normal externa:

.._|_2..
T+ 3]

=l
I
L

b) A tensio normal escalar ¢ e o modulo da tensio tangencial |T| no plano do item a)

¢) As tensdes principais (04, 03 € 03) no ponto M, bem como a direcdo principal h, , associada
a 0'1

Figura 13 - Questédo 3, P1-2020

1. A partir do tensor T, aplicar p = T. n

2. Calcular o = p.n, moédulo da tensdo normal

3. Calcular o = 0.1

4. Encontrart =o0.n — 0o

5. Encontrar o médulode 7, 7 = /71. 7

6. Encontrar os autovalores do tensor
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7. Selecionar o maior autovalor (6; = 6 kN/cmz) e calcular sua diregéo principal

= L_
hy = v%[ 1,1,2]

In [12]: tensor = get_tensor(2, 2, 5, -2, -1, 1)
normal_vector = 1/3 * get_normal_vector(2, 2, -1)
t_vector = get_t vector(tensor, normal vector)
sigma_vector = get_sigma_vector(t_vector, normal_vector)
tau_vector = get_tau_vector(t_vector, sigma_vector)
print("Vetor rho: ", t_vector)
print("Sigma: ", sigma_vector,"\nTau: , tau_vector)
eigen_dic = get_principal_stresses(tensor)
eigenvalues = list(eigen_dic.keys())
eigenvectors= list(eigen_dic.values())
print(eigen_dic)

Vetor rho: [ ©.33333333 -0.33333333 -1.66666667]

Sigma: [ ©.37037037 ©.37037037 -0.18518519]

Tau: [-0.03703704 -0.7037037 -1.48148148]

{0.0: array([ 7.07106781e-01, 7.07106781e-01, -1.06685494e-16]), 2.99999999999
9999: array([ ©.57735027, -0.57735027, ©.57735027]), 6.000000000000002: array
([-0.40824829, ©.40824829, 0.81649658])}
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