Q1. Seja T : Py(R) — R? a transformagdo linear dada por
T(p) = (p(0),p'(1)),
para todo p € P»(R). Considere as bases
B={1+tt*t*—-1} e C=1{(1,1),(1,0)}

de P,(R) e de R?, respectivamente. A soma das entradas na primeira linha da
matriz [T]pc € igual a:

a

(
(b
(

—_

(c
d

(e

w

)
)
)
)
)

Resposta: Sejam D = (1, x,2?) base de PQ(R e =
R2. Como T'(1,0) = (1,0), T(x) = (0,1) e T(x?) = (0,2),

1 0 0
Tlpe = <0 1 2)
Sabemos que [T]pc =
1 0 -1 -1
_ 1 1 0 1
Como [I]zp = (1 0 0) e Uee = Wee = (1 0) B (1 —1>’
0 1 1

temos que
8 _01 B (1 2 2 )
11 0 -2 -3

me= (020089

A alternativa correta é (a).

((1,0),(0,1)) base de
temos que

Outra Solugao:
Como T(1+t) = (1,1) = (1,0)¢, T(t?) = (0,2) = (2,—2)c e T(t* — 1) =
(—1,2) = (2, —-3)¢, temos que

moe- (5 % 2)



Q2. Seja V um espago vetorial de dimensédo 2 e sejam dadas bases B = {e1,e2}
e C={f1, fo} de V tais que

e1 =3f1 — fo e e2 = —5f1 +2fo.

Se T:V — V é a transformacao linear tal que

[T]c = (é g) :

entdo a soma das entradas na diagonal principal da matriz [T oT|pc € igual a:

(a) 20
(b

(c
(d

(e

[t

)
)
)
) 12
) —8

Resposta: Com os dados do enunciado obtemos [I]g¢c = ( 3 5).

Podemos calcular [T o T|g¢ como

[T oT|ge = [T)ce|T)sc-

Agora [Tlee = [Tlaellles = Mlecltlzt = (5 3) (5 3)= (3 §):

Logo
[T o Tge = [T]ec[T]se = (;1 161> ((1) ;) = (;1 ‘I’g) :

A alternativa correta é (a).



Q3. Seja T : P,(R) — R? a transformagao linear tal que

1 21
[T]Bc = -1 0 1 3
1 4 3

em que B denota a base {t? + 1, — 1, + 2} de P»(R) e C é uma base de R>.
Assinale a alternativa correspondente a uma base de Ker(T):

(a) {t*+4}
(b) {t? —t+1}
(c) {41}
(d) {?+4,> —t+1}
(e) {t+38}
Resposta:
1 21 a 0
Ker(T) =< at®>+1)+bt—1)+c(t+2): | -1 0 1| [b]=1{0
1 4 3 c 0
Lg*)Lg*LQ
LQ*)L2+L1 L2*>%L2
1 2 110 Ls — Ls— L, 1 2 11]0 Ly — Ly — 2L, 1 0
-1 0 1|0 — 0 2 2|0 — 01
1 4 3]0 0 2 2|0 0 0

Obtemos que c é variavel livre e
Ker(T) = {At*+1) = At — 1) + At +2): A€ R} = {A(t>+4): A € R} = [t*+4].

A alternativa correta é (a).
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Q4. Seja B = {(x1,v1), (v2,92)} uma base de R? e suponha que 7' : R? — P;(R)
seja uma transformacao linear tal que

[Tlep = (; ;) e [Tlsp = G ?>7

em que C denota a base canonica de R? e D denota a base {1,t} de P;(R).
Temos que z; é igual a:

(a) —11

(b) 7

(c) 4

(d) —13

(e) 9
Resposta: Sabemos que [T]|gp = [T]ep[I]sc.
Observamos que [I]pc = zi zz .

Como [T)ep é invertivel, temos que [I]gc = [T)zp[T)sp- Portanto,

me=(33)7 (G- D)6 - 2)

A alternativa correta é (a).



Q5. Seja F(RR) o espago vetorial de todas as funcoes de R em R e considere a
base
B = {sent,cost,e*'}

do subespago V de F(R) gerado por B. Se T : V' — V ¢ a transformagéo linear
definida por T'(f) = f/, para toda f € V, entdo o determinante da matriz [T]s
é igual a:

(a) 2
(b) —2
(

—_

(c
d

(e

)
)
)
) —1
)

0

Resposta:
T(sen(t)) = cos(t) = 0-sen(t) + 1-cos(t) 4+ 0 - e*.
T(cos(t)) = —sen(t) = (—1) -sen(t) 4+ 0 - cos(t) + 0 - e*".
T(e*) =2¢e* = 0-sen(t) + 0 cos(t) + 2 - e*.

0 -1 0
Logo [Tlg=(1 0 0] edet[T]|g=2.
0 0 2
A alternativa correta é (a).



Q6. Seja T : R* — R3 a transformacdo linear que possui autovetores (1,1,1),
(1,1,0) e (1,0,0) correspondentes aos autovalores 2, 3 e 4, respectivamente.
Temos que T'(1,2,3) & igual a:

(a) (_17376)
(b) (3,1,6)
(c) (6,1,2)
(d) (2,2,4)
(e) (1,2,0)

Resposta: Por hipotese, T'(1,1,1) = 2(1,1,1), 7(1,1,0) = 3(1,1,0) e
T(1,0,0) = 4(1,0,0). Observamos que D = {(1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)} é uma
base de R? e, portanto, temos que

2 00
Tlp=(0 3 0
0 0 4
Entao
[T]can = [I]Dcan[T]D[ﬂcanD
11 1\ /2 0 0\ /1 1 1\ "
= 1 1 0 0 3 0 1 1 0
1 0 0 0 0 4 1 0 0
1 1 1 2 0 0 0 O 1
= 1 1 0 0 3 0 0o 1 -1
1 0 0 0 0 4 1 -1 0
4 -1 -1
= 0o 3 -1
0 O 2
. 4 -1 -1 1 —1
Portanto, [T]Can(g): 0 3 -1 21 =13
0 O 2 3 6

A alternativa correta é (a).



Q7. Considere a matriz:
2 1
()

Temos que a soma das entradas na primeira coluna da matriz 42023 é igual a:

(a) 32023
(b) 2 32023
(c) 2

(d) 1

(e) 32023

Resposta: Procuramos matrizes D diagonal e P invertivel tais que A =
PDP~!, Nesse caso teremos que A2023 = pp2023p—1,
O polinémio caracteristico de A é

2-1 1

pA(t)det< ) 2_t> =t 4t +3=(t—1)(t—3).

As duas raizes de pa(t) sdo reais e diferentes. Isso implica (ndo que seja
equivalente!) A é diagonalizavel e, portanto, P e D podem ser encontradas
como

A= [A]can = [I]Dcan[A]D[I]il

D can

onde D é uma base formada por autovetores de A e [A]p = <1 0).

0 3
A-T-= G }) Logo Ker(A — I) = {(z,y) € R:  +y = 0} = [(1, ~1)].
A-3I = <_11 _11> Logo Ker(A—3I) = {(z,y) € R?: —z+y =0} =[(1,1)].
1 1 L (1“1 .
Logo [I|pean = 1 1)¢ Ucand = U] pean = 3 11 ) Assim temos que

1 1\ /1 o\ /[ F
e ()69 T)
-1 1)\0 3)\1 1

s _ L1 1) (1 0 1 -1
ol=1 1) \o 3202311 1

1432023 1432023

_ 2 2

- (_1+32023 1432023 )
2

2

A alternativa correta é (a).



Q8. Sejam a € Re T : R® — R? a transformacio linear representada na base
canonica de R? pela matriz:

1 0 0
2 0 0
a 3 1

Assinale a alternativa correta:

a

(
(b

T é diagonalizavel se, e somente se, a = —6

T ¢ diagonalizavel se, e somente se, a # —6

(
(d

)
)
c) T é diagonalizavel se, e somente se, a =
) T é diagonalizavel se, e somente se, a # 0
)

(e) T nao é diagonalizéavel

Resposta: Sabemos que T serd diagonalizavel se, e somente se, todas as
raizes do polindmio caracteristico sao e, para cada uma destas raizes, as multi-
plicidades algébrica e geométrica coincidem.

1—-t 0 0
prt)=det| 2 —t 0 |=—t(1-1)>
a 3 1-—t

Os autovalores de 7" sao 0 e 1.

O autovalor A = 0 tem multiplicade algébrica 1. Isso implica que a multipli-
cidade geométrica de A = 0 também ¢é 1. Portanto, como a multiplicidade algé-
brica de A =1 & 2, T sera diagonalizavel se, e somente se, dim(Ker(T — 1)) = 2.

1 00 1 00 0 0 O
T —1en=(2 0 0]-({0 1 0]=[2 -1 0
a 3 1 0 0 1 a 3 0
0 0 010
dim(Ker(T'—1)) = 2 é equivalente a que o sistema | 2 —1 0|0 | tem duas
3 010
variaveis livres.
0 0 010 oLy 0 0 010
2 -1 0|0 — 2 -1 0]0
a 3 0]0 0 §-3 0|0
Logo T é diagonalizavel se, e somente se, a = 6.

A alternativa correta é (a).



Q9. Sejam n um inteiro positivo e A € M,,(R) uma matriz real n xn. Considere
as seguintes afirmacoes:

(I) A =0 ¢é um autovalor de A se, e somente se, det(A4) = 0;

(II) se A é inversivel e A € R é um autovalor nio nulo de A, entdo ; é um

autovalor de A™1;

(II) sen =3 e Ay = —1, Ao = 7 e A3 = 2 sdo autovalores de A, entdo A é
diagonalizavel e seu polinémio caracteristico é p(t) = —t3 + 8% — 5t — 14.

Assinale a alternativa correta:
(a) todas as afirmagoes sdo verdadeiras
(b) apenas a afirmacao (II) é verdadeira
(

d
(e

)
)
(c) apenas as afirmagoes (II) e (III) sdo verdadeiras
) apenas a afirmagao (III) é verdadeira

)

apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras

Resposta: (I) é verdadeira.

xry 1
Dada a matriz A, o operador linear T4: R™ — R", ( : > — A ( : ), é
Tn Tn
tal que [Ta]can = A. Estudamos que 0 ¢ autovalor de T4 se, e somente se, 0
operador linear T4, ndo é invertivel. Mas isso é equivalente a que [Ta]can = A
nao seja invertivel. Ou seja, det A = 0.
(IT) é verdadeira.

SeveV,v+#0, com T(v) = \v, entdo
T7'v)=T"" <1T(v)> = %T*l(T(u)) = iu.

(III) é verdadeira.

Quen =3, \y = —1, Ao = 7 e A3 = 2 sejam autovalores de A, implica que
pa(t) é de grau 3, que as 3 raizes de pa(t) sdo reais e diferentes. Isso implica que
A é diagonalizavel e seu polindmio caracteristico é p4(t) = (—1—1t)(7—1)(2—t) =
3+ 8t2 — 5t — 14.

A alternativa correta é (a).



Q10. Considere as seguintes afirmagoes:

(I) se A € M2(R) é uma matriz real 2 x 2 e det(A4) < 0, entdo A é diagonali-
zével;

(II) se n é um inteiro positivo e A,B € M,(R) sdo matrizes reais n X n e
ambas sdo diagonalizaveis, entdo A e B sdo semelhantes;

(ITI) se A € M3(R) é uma matriz real 3 X 3 cujo polindomio caracteristico é
pa(t) = —(t —1)2(t — 2), entdo A é diagonalizavel.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas a afirmacéo (I) é verdadeira
(b) todas as afirmagdes sdo verdadeiras
(

(c
d

(e

)

)

) apenas a afirmagao (II) é verdadeira

) apenas as afirmagdes (II) e (III) sao verdadeiras
)

apenas a afirmacao (III) é verdadeira

Resposta: (I) é verdadeira.

a b ~ B _ a—t b \
Se A= <c d),entao det A = ad—bec < 0. Agorapy(t) = det( c d—t) =

t? + (—a — d)t + det(A). Logo as raizes do polindmio caracteristico de A sdo

a+d=++/(a+d)?—4(ad — be)
2

Como (a+ d)? — 4(ad — be) > 0, temos que pa(t) é um polinémio de grau 2 com
todas as raizes reais e diferentes. Isso implica que A é diagonalizéavel.

(IT) é falsa.

Por serem diagonalizaveis, sabemos que sao semelhantes se, e somente se,
elas sao semelhantes & mesma matriz diagonal, a menos da ordem dos elementos
da diagonal principal.

(III) é falsa.

Por exemplo, A = néo é diagonalizavel porque dim(Ker(A—1)) # 2.

S O =
O = =
N OO

10



Q11. Sejam a,b,c,d € R e considere as matrizes:

1 0 -2 1 0 0 1 21
A=10 1 -2, D=0 1 0 e P=[11 c
0 0 -1 0 0 -1 a b d

Se P é inversivel e P~YAP = D, entdo a + b+ c +d é igual a:

a) 2

(
(b
(

—_

)

)

(c)

d)

(e)
Resposta:

D = [Alp = eanpAlllpcan = U] pranAlllDean

Isso implica que (1,1,a),(2,1,b) € Ker(A—1) e (1,¢,d) € Ker(A + I).

1,
0 0 -2 1 —2a 0
A-T=10 0 -2 e (A-I)|{1|]=[—-2a]=10]. Logo a=0.
0 0 -2 a —2a 0

2 —2b 0
(A=D1 =|-2b)=[0]. Logob=0.
b —2b 0

S O N

0 -2 1 2—-2d 0

A+1T = ( 2 —2) e (A+1I) (c) = (20—2d> = (0) Logoc=1
0 0 d 0 0

ed=1.

A alternativa correta é (a).
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Q12. Considere a base
B=1{(1,0,1),(0,2,0),(0,1,1)}
do espaco vetorial R? e a transformacao linear 7 : R* — R3 tal que

1 2 0
[T]can,B =0 1 3 )
0 2 0

em que can denota a base candnica de R3. Sabe-se que T tem trés autovalores
distintos. Temos que o produto dos autovalores de T é igual a:

(a) —12
(b) —6
(c) 8
(d) 4
(e) 0
Resposta:
1 2 0 1 0 0 1 4 2
[T)5 = [T)ecansIBean = [0 1 3 0 2 1|1=1(3 2 4
0 2 0 1 01 0 4 2
1 4 2
()\1—t)()xg—t)()q;—t):pT(t):det([T}B—tI>:det 3 2 4
0 4 2

Observando que A1 A2A3 = det[T]5, temos que

)\1)\2)\3 = det[T]B = det = —12.

O W =
=N
N = DN

A alternativa correta é (a).
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Q13. Seja T': V — W uma transformacao linear, em que V e W sao espagos
vetoriais de dimensao 3. Sejam B e B’ bases de V e C uma base de W. Suponha
que

-1 1 2 1 -2 1
Tlge=12 -1 1 e Mps=[-1 3 2],
-3 2 2 2 -5 0

em que [ : V — V denota o operador identidade. Temos que o trago da matriz
[T)pc € igual a:

(a) =9
(b) 8
(¢) —10
(d) 4
(e) =7
Resposta:
[Tlgec = [Tlscll]ps
-1 1 2 1 -2 1
= 2 -1 1 -1 3 2
-3 2 2 2 -5 0
2 =5 1
= 5 =12 0
-1 -2 1

Observa que nao precisdvamos calcular a matriz toda, s6 os elementos da dia-
gonal principal.
A alternativa correta é (a).
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Q14. Seja T : R? — M»(R) a transformagdo linear tal que

[T]sc =

DN DN = =
W~ N
Tt W W N

em que B denota a base canénica de R? e C denota a base de M(R) dada por:

{06600}

Dado a € R, temos que a matriz
10 a
7 8

pertence & imagem de 7T se, e somente se, a é igual a:

(a) 16
(b) 4
(c) 2
(d) 13
(e) —2
10 0 1 00 0 0
Resposta: Se & = { (O 0) , (0 0) , (1 O) , (0 1) } temos que
Tge = []celT]ne
1 0 1 1 1 1 2
. 0O 1 1 2 1 2 3
o 1 0 0 1 2 1 3
01 0 1 2 3 5
5 5 10
7911
- 3 4 7
3 5 8
5 5 10
7 9 11 10 a
Como Imagem(T) = sl o 1al 0|7 Temos que <7 8) pertence
3/ \B) ¢ \8/¢

14



a imagem de 7T se, e somente se, o sistema a seguir tem solucgao:

L1—>%L1
Lo — Ly —TI4
5 5 10|10 Lz — L3 — 3L, 11 2 2
70 11 a L4—>LH4—3L1 0 2 -3|a—14
34 7|7 01 1 1
3 5 8138 0 2 2 2
Ly — Lo —2L3 1 1 2 1
Ly— Ly —2L3 0 0 -5|a—16
— 01 1 1
00 0 0

Logo (170 g) pertence a imagem de 7' se, e somente se, a = 16.

A alternativa correta é (a).
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