Q1. Dentre as expressoes abaixo:
@ (@), (@ y) =2+’ +y+y, (v.9) R, (¢',y) €R?,
(ID) ((z,y), (@",y")) = 32’ + 5yy',  (z.y) € R?, (2',y') € R?,
U0 ((z,y), («",y")) =za’, (z,9) €R?, (¢/,y') € R?,

definem um produto interno em R? apenas:

(a) (I0)

(b) (1) e (1)

(c) (IT) e (I1T)

(d) (I) e (1ID)

(e) (III
Resposta:

(I) ndo define um produto interno pois nao satisfaz a propriedade (u,u) > 0
para todo v € R?, u # 0. Por exemplo,

((—=1,0),(~1,0)) = -2 < 0.

Pode ser provado que também nao é satisfeita a propriedade (A\u,v) = A{u,v)
para todos u,v € R?, X € R.
(IT) define sim um produto interno em R2.

P1) Para todos (z,v), (z,w), (z',y’) € R? temos
<($7y) + (sz)v (ac’, y/)> = <(:L‘ +2,y+ w)v (xlvy/»
= 3(x+2)2 + 3(y+w)y
= 3z’ + Jyy + 3z’ + Jwy’
= ((z,9),(@",y) + ((z,w), (@, ¥))
P2) Para todos (z,y), (2/,y') € R? e A € R temos
Az, y), (2 y) = ((Az,\y), (2, 9))
= 3X\zz’ + FAyy
= ABzz’ + iyy))
= M(z,y), (@)

P3) Para todos (,y), (2/,y") € R? temos

1 1
((x,y), (@, y)) = 3za’ + iyy’ =32’z + §y’y =((«",y), (z,y))

P4) Para todo (x,y) € R?, (x,y) # (0,0) temos
1
<(:L'>y)a (Z,y)> = 31'2 + §y2 > 0.

(IIT) ndo define um produto interno pois néo satisfaz (u,u) > 0 para todo
u € R?, u # (0,0). Por exemplo

((0,1),(0,1)) =0.

Portanto, a alternativa correta é (a).



Q2. Considere o espaco vetorial P»(R) munido do produto interno definido por

1

.0 = [ plalgta)da.

-1

para quaisquer p,q € P»(R) e seja S o subespago de P>(R) dado por:
S =0+xz27.

Assinale a alternativa correspondente a uma base do espaco vetorial S=:

Resposta:

St ={d € Py(R): (d,p) para todo p € S} = {d € Po(R): (d, 14+2) = (d,2?) = 0}
Seja d = a + bx + cx? € P»(R). Entao
(d,14+2z) = fil(a+bx+cx2)(1—|—x)dx
= fil(a +(a+b)x+ (b+c)x? + cxd)dx
= {ax + “T‘“bx? + %xz‘ + %x‘*}i
= 2a+2(b+c).

(d,x?) = f_ll(a + bx + ca®)z?dx
= fil(a:ﬁ +bx3 + ca™)dw

1
= %a+%+c.
2 =
Logo d = a + bz + cx? € St se, e somente se,{ 2a+§zfir(b§++cz:8
Ly — 1L Ly — —3Ls
2 2 219 Ly — Ly — 3Ly 11 Lo Ly — Ly — $Ly
3 3 3 3 3 3
2 o 2o — 0o -2 21o —
3 5 9 15
1o 210 4
54 . c:/\,b:f)\,a:fé.
01 —£10 5 5
Logo
ul 3.4 2 2
ST =4qA —g+5m+x AERp = [-3+4x + 5z7]

A alternativa correta é (a).



Q3. Considere o espaco vetorial R* munido do seu produto interno usual e seja
S o subespago de R* dado por S = [uy,us], em que:

uy =(1,0,1,1) e wup=(2,1,1,—1).

Se a,b € R sdo tais que auj + bus é a projecao ortogonal de (1,3,3,1) em S,
entao a + b é igual a:

32
(a) 17
11
17
1
11
1
17
2
(e) 13
Resposta:
Seja v = (1,3,3,1). Estudamosque (a,b) é a solu¢do do sistema linear que
possui matriz aumentada

(ot et [l )= (3 2]7)

Resolvemos os sistema:

L1—>L1—L2 L2_>T17
3 215 Ly — Ly — 214 1 —-5] -2 Ly — Ly +5L, 10 %
2 7|7 - 0 17| 11 —> 0 1|4

Logo (a,b) = (3}, 3) e a+b= 22,

A alternativa correta é (a).



Q4. Sejam a,b,c € R tais que a integral

asenx + bcosx + ccos(2x —xzda:
J (20)) -

—T

assume o seu valor minimo. Sabe-se que

/ cos x cos(2z) dx = 0.

—T

Temos que a + b+ c é igual a:

Resposta: Consideremos o espacgo vetorial C([—m,7]) munido do produto in-
terno ”
f(x)g(z) dz para todas f, g € C([—7,7]).

Observamos que a expressao

asenz + bcosx + ccos(2x fxzdx
J (20)) -

—T
é a distancia ao quadrado entre = e asen x + b cos x + ¢ cos(2z). Portanto, o valor
minimo da expressao é alcan¢ado no elemento do subespago U = [sen z, cos z, cos(2z)]
mais préoximo de xz. Sabemos que esse vetor mais préoximo de x é a projecao
projy ().
Como sen(x) cos(x) e sen(z) cos(2z) sao fungdes impares temos que

/: sen(z)cos(z)dz =0 e /: sen(x) cos(2x) dz = 0

Isto, unido ao dado fornecido no enunciado, nos da que sen(z), cos(z), cos(2z) é
uma sequéncia ortogonal e portanto a projecao pode ser calculada como

) (x,senx) (x,cosx) (x, cos(2z))
= N N RN 92
projy (z) [sen ]2 senz + Tcos 2?2 cosx + [cos(2)]2 cos(2z)
T
(z,senz) = [7_wsenzdr = {fxcostrsenx =7n1+4+m7=2r
—T
|senz|? = (senz,senz) = [7_sen?(z)dz = [T (3 — 1 cos(2z)) dz =

Bx—isen@x)} ﬂ—:§+§:ﬂ'

(z,cosz) = [ _xcoszdr =0e (z,cos(2z)) = [ xcos(2z)dz = 0 pois zcosx

e x cos(2x) sdo fungbes impares.

Logoa=22 =2, b=0ec=0. A alternativa correta é (a).



Q5. Considere o espaco vetorial R? munido do produto interno definido por
((z,), (2", y)) = 222" + 2y’ + 2"y + 3yy/,

para quaisquer (z,vy),(2’,y’) € R?. Sejam S o subespago de R? gerado pelo
vetor (2,1) e t € R tal que {(1,%)} seja uma base de S*. Assinale a alternativa
correta:

(a) t=-1
(b) t =-2
(c) t=3
(d) t=0
(e) t=2

Resposta: Como R? ¢ de dimensdo 2 e [(2,1)] é de dimensdo 1, temos que
dim[(2,1)]* = 1. Portanto, se (1,t) € [(2,1)]* entdo (1,t) serd base de [(2,1)]*.

(17t> € [(2’ 1)]L Aand <(17t)7 (2, 1)) =0
Como ((1,t),(2,1)) =4+ 1+ 2t + 3t = 5 + 5t, temos que
(1,t) € [(2,1)]F <= t=-1

Logo a alternativa correta é (a).

Poderiamos também encontrar como é um elemento genérico de [(2,1)]*
calculando {(z,y),(2,1)) = 0 e obter a condicio para que (1,t) € [(2,1)]*.



Q6. Considere o espaco vetorial R? munido do seu produto interno usual e seja
W o subespago de R3 gerado pelos vetores u; = (4,0, —3) e ug = (0,1,0). Se o
vetor v = (1,2,3) for escrito como v = w; + we com wy; € W e wy € W e se
w1 = (a,b,¢), entdo a + b+ ¢ é igual a:

(a)
(b)

gl oy Ol oo ol ©

9

(e) 5

Resposta:
Estudamos que w; = projy, (v) e wy = v —projy, (v). Como a base fornecida
(u1,u2) de W & ortogonal temos que

wy = projy (v) = Tﬁlluulg Uy + %“2

= 7%11,1%’%’&2

= —£(4,0,-3)+2(0,1,0)
4

= (_5)27 %)

Logoa+b+c=—%+2+2=2.



Q7. Considere o espaco vetorial R? munido do seu produto interno usual e seja
B a base de R? dada por:

B=1{(1,1,1),(~1,1,0), (1,2,1)}.

Se C = {v1,v2,v3} é a base ortogonal de R?® obtida de B pela aplicagao do
processo de ortogonalizagdo de Gram—Schmidt, entdo a primeira coordenada do
vetor H%H é igual a:

A
&
&
Sl

D

() —¢
©
@ 3

1

Resposta: v; = (1,1,1).

Como us é ortogonal a u; = vo temos que vy = us. Se nao percebemos nao
importa obtemos o mesmo resultado aplicando o processo de ortogonalizagao de
Gram-Schmidt

B (ug,v1)
A A R
—1.1 1.1.1
— (_171,0)_ <( ) 702))7(7 9 )>(1,171)
= (—1,1,0)
(usz,v1) (usz,va)
v = us — v — v
° 2Tl Tt el
4 1
= (172a 1) - g(lv ]-a 1) - 5(_13 1,0)
1
= —(1,1,—-2
6( ) ) )
lus|| =

Sl
o

us - 1 2)
[Jus| V6 V6 /6

Logo a resposta correta é (a).

EN|



Q8. Seja T': P(R) — P»(R) a transformagao linear tal que:
Tl+2z)=1+2% T+s*)=z—2> TA+2*)=14z+2°%

Se a,b,c € R sdo tais que T'(4 — z + 322) = a + bz + cx?, entdo b é igual a:

Resposta:
(1+x,2+2%1+22) é base de P»(R). Logo existem tinicos a, 3,7 € R tais
que

4—x+32% =a(l +z) + Bz + 22) + (1 + 2?). (1)

Como T é linear, sabemos que
T(4—2+32%) = aT(1 + ) + BT(x + 22) + 7T (1 + 2?).

Se encontramos «, 3, conseguimos calcular o pedido. De (1) obtemos o sistema

at+y = 4
at+p = -1
B+~ = 3
Resolvemos o sistema,
L3*>%L3
L2—>L2—L1 L2_>L2+L3
L0 1) 4 Ly — Ly — Lo 0 114 Ly — Ly — Ly
1 1 0]— — 1 —-1|- —
0 1 1| 3 00 2 8
1 0 0] O
01 0|—-1|. Logoa=0,=-1, y=4.
0 0 1] 4

T4 —2+32%) = —(z —2?) +4(1 + 2 + 2?) = 4 + 3z + 52°.

A alternativa correta é (a).



Q9. Seja T : P,(R) — R? a transformacdo linear definida por

para todo p € P»(R). Assinale a alternativa correta:

(a) T é bijetora
(b) Ker(T) = {0} e dim(Im(T)) =2
(c) (3,1,4) ¢ Im(T")
(d)
)

(e) dim(Ker(T)) =2

T nao é nem injetora nem sobrejetora

Resposta: Como dim P»(R) = dim R® = 3, temos que para T é equivalente ser
bijetora, injetora ou sobrejetora.
Se a + bx + cx? € P(R), temos que

T(p) = (a,a+b+c,b+2c)
Assim

p=a+br+cr’cKerT <= T(p)=(a,a+b+cb+2c)=(0,0,0)

a = 0
<— a+b+c = 0
b+2¢c = 0

<— a=b=c=0.

Logo KerT' = {0} e T é uma transformagao linear injetora e, portanto, bijetora.
A alternativa correta é (a).



Q10. Seja T : R? — P;(R) a transformacao linear tal que:
T(1,1,1) =142, T(L,0,1)=2-2 e T(0,1,2)= 3.
Assinale a alternativa correta:

a dim(KerT)zlesemeIRséotaisque 1,b,¢c) € Ker(T), entao b+c =0

(
(b dim(KerT =2eseb,c€ R sao tais que (1,b,¢c) € Ker(T), entao b+c=1

Ker(T

(d
(e

im 2 e se b,c € R sao tais que (1,b,c) € Ker(T'), entao b+c =10

) (T) (1,6,¢) (T)
) (T) (1,6,¢) (T)
(c) dim(Ker(T)) =1 e se b,c € R sao tais que (1,b,¢) € Ker(T), entdo b+c=5
) dim (Ker(T) (1,6,¢) (T)
) dim (Ker(7) (1,6,¢) (T)

im 1 eseb,c € R sao tais que (1,b,¢) € Ker(T), entao b+c =1

Resposta: ((1,1,1),(1,0,1),(0,1,2)) é uma base de R3. Logo todo elemento
de R? se escreve de forma tinica como combinacio linear deles. Um elemento
de R? a(1,1,1) 4+ 3(1,0,1) +7(0,1,2) € Ker T se, e somente se

0 = T(a(1,1,1)+ B(1,0,1) ++(0,1,2))
aT(1,1,1) 4+ BT(1,0,1) +7(0,1,2)
a(l+z)+B8(2—2)+73

= a+28+4+3y+ (a—pB)x

a—p =
a+28+3y = 0

Equivalentemente { . Resolvemos o sistema

L2 —)LQ —L1
Lg—)%Lg

1 -1 0]0Y\ Li1—Li+Le 1 0 1]0
1 2 3]0 - 01 1|0

As solugoes do sistema sdo {(—\, A\, A): A € R}. Logo

KerT = {=X(1,1,1) — X(1,0,1) + A(0,1,2): A € R}
= {(-2X,0,0): A e R}
= [(1,0,0)]

Assim temos que dim(Ker(T)) =1 e se (1,b,¢) € Ker T, entdo b+ ¢ = 0.
A alternativa correta é (a).
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Q11. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno (-, -) e seja
B = {ej, es, e3,e4} uma base ortogonal de V tal que:

lei* =2, fleal® =3, lleal®=1 e [leal* =5
Temos que (2e; + 3es + ey, —3e1 — es + Teg + e4) € igual a:
(a) 4
(b

)

) —4
(c)

)

)

oo

(d
(e

-8
—-17

Resposta: Como B é uma base ortogonal temos que

<2617 —3€1> + <3€2, —€2> + <5€4, 64>
—6(e1,e1) — 3{ea, ea) + 5(eq, €4)
—6-2—-3-3+5-5

4

(2e1 + 3ea + Sey, —3e; — ex + Tez + ey)

A alternativa correta é (a).
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Q12. Considere o espaco vetorial R* munido do seu produto interno usual e
seja
B = {e1, ez, e3,€4}

a base ortonormal de R* formada pelos vetores:

1 1
e = 5(171,—17—1), €y = \/T70(2 ]. 1 2)
L (4,-3,7,-6) e L 5 531
€3 = —/—=&, —o, [, — €4 = —F—=(9, =9, =9, .
MRV Rz

—_

Se (a,b,c,d) denotam as coordenadas do vetor (1,0,1,0) na base B, entdo a

soma a + b+ c+d é igual a:

@ By
Y V1o T Viio
) 5+
() 6+ 2 _4
Cm 110 44
@ 5+ e

4 2 4

© V6~ v v

Resposta: Estudamos que se (e1,es,...,e,) € uma base ortonormal de V e
v € V, entao
v = <’U, 61>61 + <’U, 62>62 +oo <’U1 en>en

Logo fazendo v = (1,0, 1,0) Obtemos
a=(v,e1)=((1,0,1,0),2(1,1,-1,-1)) = 0;
b= (v,e3) = ((1,0,1,0),) = ﬁ(zm,z) = %
¢ = (v,e3) = ((1,0,1,0), A= (4,-3,7,—6)) = AL
d = (v,eq) = ((1,0,1,0), V44(3,-5,-3,1)) = 0.

A alternativa correta é (a).
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Q13. Considere o espago vetorial M3(R) munido do produto interno definido

por
(A, B) = tr(A'B),

para quaisquer A, B € M3(R). Se S é o subespago de M3(R) definido por
S={AeMsR): A" = A},

entdo a dimensdo de S+ & igual a:

(a) 3
(b) 2
(c) 4
(d) 5
(e) 6

Resposta: Estudamos que se V' é um espaco vetorial de dimensao finita munido

de um produto interno e S & um subespaco de V, entao

dim St = dimV — dim S.

Por um lado temos que dim M3(R) = 9. Calculamos agora a dimensao de S.

a b c a T u
SeA=|z y z]|,A'=[|b y v |.Logo A= A’ se, e somente se, z = b,
u vow c z w

c=u e v = z. Portanto,

u
z | :a,y,wx,u,z €R
w

©n
|
2 8 Q2
SRS

1 00, /000 /000 /0 10\ /001 0
= o0 o0|,{o 1 0],loo0o0)[1 0 o0],[0oo0 0], o
o000/ \ooof \oo1/\ooo 1 0 0/ \o

Assim, dim S = 6. Portanto, dim S+ = 3.
A alternativa correta é (a).
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Q14. Seja V um espago vetorial munido de um produto interno (-, -) e considere
as seguintes afirmacoes:

(I) se S & um subespago de V, B = {uq,...,u,} ¢ uma base de S e v € V,
entao a projegio ortogonal de v em S ¢é igual a proj, v+ -+ Proj,, v;

(IT) se &€ ={e1,...,e,} é uma base de V esev € V & tal que (v,e;) = 0 para
todoi=1,...,n, entao v = 0;

(ITI) se v1,...,vm € VeC = {v1,...,vn} étal que o Gnico vetor de V ortogonal
a todos os elementos de C é o vetor nulo, entao C é uma base de V.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas a afirmacéo (IT) é verdadeira
(b) apenas as afirmacdes (II) e (IIT) sdo verdadeiras

)
)
(c) apenas a afirmacdo (III) é verdadeira
(d) todas as afirmagdes sdo verdadeiras

)

(e) apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras

Resposta:

(I) é falsa. Calculamos a projecdo do jeito enunciado quando B é uma base
ortogonal de S.

(IT) é verdadeira. Como & é base de V, temos que v = Y_"_| a;e; para alguns
ai,...,0a, € R e portanto

(v,0) = (v, Z aie;)
i=1

= i%‘@,@ﬁ
_ 0

Logo |jv]| =0e v =0.

(ITT) & falsa. O unico que podemos dizer é que [vy,...,v,] = V, mas ndo
podem ndo ser LI. Por exemplo, em R? com o produto interno usual, dados
(1,0),(0,1), (1, 1) sdo tais que o unico vetor ortogonal aos 3 vetores é (0,0), mas
eles nao sao LI.
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