Q1. Sejam a,b € R e considere os vetores
vy = (—6,0,1,1), w2 =(2,6,1,-1) e w3=(a,b,1,2)

em R*. Temos que v;, vs e v3 sdo linearmente dependentes se, e somente se:

(a) a=—-10eb= -3
(b)) a=5eb=3
(c)a=9eb=2
(d) a=-Teb=

)

Resposta: Os vetores v, v, v3 sao LD se, e somente se, existem «, 3,7 € R,
nao todos iguais a zero, tais que

avy + Bug + yuz = 0.

Ou seja, se, e somente se, os sistema em «, 3,7

—6 2 a 0
0 6 b 0
al g [HEL = o
1 -1 2 0
tem solucao diferente da trivial.
-6 2 al0 Ly < L 1 1 1]0 Ly — Ly — Ly
0 6 b|0 Ly Ly 1 -1 210 Ly — Ly + 6L,
1 1 1]0 — 6 2 alo0 —
1 -1 210 0 6 b|0
1 1 1]0 Ly — L3 +4Lo 1 1 1]0
0 —2 110 | La— Li+3Lo 0 —2 110
0 8 a+6]|0 — 0 0 a+10]0
0 6 bl0 0 0 b+31|0
O sistema em «, 3, tem solugao diferente da trivial se, e somente se, a = —10
eb=-3.

A alternativa correta é (a).



Q2. Considere a base

B={1+2t+t%2+9t3+ 3t + 4t*}

de Py(R). Se as coordenadas de p(t) = 2 + 17t — 3t% na base B sao (a,b,c),
entdo a + b+ c é igual a:

(a) 2
(b)
(c)
)
)

—_

(d
(e

o

1
-2

Resposta: a,b, c sao os Unicos nimeros reais tais que

a(l+2t +t2) +b(2+9t) + (3 + 3t + 4t%) = 2+ 17t — 3¢>.

Em outras palavras, (a,b, c) é a tnica solu¢ao do sistema

a+2b+3c = 2
20 +9b+3¢c = 17
a+4c = -3
Resolvemos o sistema.
L1<—>L3
LQ*)LQ*?Ll LQ‘)L274L3
123 Ly — L3 — 1Ly 10 4 -3 Ly — L3 —2Ls
29 3|17 — 09 —-5|23 —
1 0 4|-3 0 2 -1 5
Lo — Lo+ Ly
1 0 4 Ly — L, — 4Ls 1 0 0 1
01 —-1| 3 — 01 0| 2
0 0 1 ]|-1 0 0 1]-1

Logoa=1,b=2,c=—1. Portanto, a + b+ ¢ = 2.
A alternativa correta é (a).



Q3. Seja V o espago vetorial de todas as func¢ées f : R — R. Assinale a
alternativa correspondente a um subconjunto S de V' que nao é um subespaco
de V:

(a) S={feV:f0)f(1)=0}

(b) S={feV:f(0)=0}

() S={feV:f0)+f(1)=0}

(d) S={feV:feédervavele f' = f}
(e) S={f€V:feéderivavel}

Resposta: S = {f €V : f(0)f(1) =0} nio ¢ subespaco de V pois as funcdes
ffRoR, f2)=2 e g:R—-R, gla)y=2-1
pertencem a S mas
f+9aR-R, (f+g)(z)=2c—-1
nao pertence a S pois
(f+9)(0)-(f+9)(1)=(=1)-1=-1#0.

Logo a alternativa correta é (a).



Q4. Seja V =R o conjunto dos niimeros reais e considere a operacao de soma
@ em V definida por
rhQy=r+y—2

para quaisquer x,y € V. Assinale a alternativa correspondente a uma operacao
® de multiplicacdo por escalares reais que faz de V, munido de ® e ®, um
espago vetorial:

(a) A\@x =Xz — 2\ + 2, para quaisquer A\ € Rexz eV
(b) A®z = Az, para quaisquer A€ Rexz €V

(
(d

)
)

c) A\®x = \x+ 2, para quaisquer A\ € Rez eV
) A®x = Az — 2, para quaisquer A€ Rez eV
)

() A®xz = Az + 2\ + 2, para quaisquer \€e Rexz eV

Resposta: Observa que (c), (d), (e) ndo sdo respostas corretas pois em ne-
nhuma delas acontece que
lox ==

(b) ndo esta certa pois
AO(xdy)=Az+y—2)=dz+Ay—2X e

AO2)®AOYy) = xd Ay =Xz + Ay — 2

sao diferentes quando A\ # 1.
Logo a alternativa correta é (a).
Confirmamos isso agora. Para todos \,u € Rex,yc V.

e A\O(uex) = AO(ur—2u+2) = Apr—2Au4+2A—2A+2 = (A\p)z—2(A\p)+2 =
(Ap) ©

o M+p)or=A+pzr—20+p) +2= A —2A+2+pux—2p+2-2=
Aoz)® (kD)

e N0 (zdy)=Aa+y) —22+2=Ax -2 +2+ Ay —2X+2+ 21 -2 =
Aox)e(AOy)

e 1Oz =n=x.



Q5. Sejam a,b € R e considere as matrizes
1 -2 -2 1
Al = (_1 1 ) ) A2 = ( 3 _1) ’
-5 1 -1 0
A3_<a _2) e B—<3 b).

Temos que B pertence ao subespago de My(R) gerado por A;, Ay e A3 se, e
somente se:

(a) a#8eb:—%

(b) a#8eb=-1
(c) a;«é?eb:—%

(d) a£7eb=-1

(e) a;«é9eb:—%

Resposta: B € [A;, As, As] se, e somente se, existem «, 8,7 € R tais que

(4 D) () (0 5)=(G)

Equivalentemente, se o sistema em «, 3,y

a—20-5y = -—
—2a+ [+
—a+ 38+ ay
a—F—-2y =

I
W O

possui solucao.

Lo — Lo+ 214 Ly < Lo
1 -2 —5]| -1 Ls — Ls+ L 1 -2 _5§ —1 Lz — L3 — Lo
-2 1 1 0 Ly — Ly — 14 0 -3 -9 -9 Ly — Ly+ 3Ly
-1 3 a3 — 0 1 a-5| 2 -
b 0 1 3 140
-2 =5 -1
1 3 1+0
0 a—8|1-b
0 0 14 3b

OO O

O sistema tem solugao em «, 3,7 se, e somente se, b= —3 e a # 8.
Logo a alternativa correta é (a).



Q6. Sejam a,b € R e considere o subespago S de P3(RR) dado por:
S=[+4+t—t>+t3, -14+2t> = 3t32 —t +t> + bt>,1 4+ 2t + at® — 3.

Temos que a dimensao de S é igual a 3 se, e somente se:

(a) a=0oub=38
(b)) a=2o0ub=6
(c)a=0eb=38
(d) a=2eb=
(e) b=28

Resposta: Consideremos a base B = (1,t,t%,t%) de P3(R). Entdo
1+t—t*+t3=(1,1,-1,1)p, —1+2t2—-3t3=(-1,0,2,-3)5,

2 —t+t2+bt3=(2,-1,1,b)p, 14+2t+at®> —t3>=(1,2,a,—1)p

Para que dim S = 3 tem que acontecer que apods escalonar a matriz das coorde-
nadas seguinte aparecam 3 linhas nao nulas.

L2—>L2+L1

1 1 -1 1 Ly —L3—2Ly /1 1 -1 1 Lz — L3+ 3L,
-1 0 ) -3 Ly — Ly— 14 0 1 1 —9 Ly — Ly— Loy
2 —1 1 b - 0 -3 3 b-2 —
1 2 —11 0 1 a+1 =2

11 -1 1 11 -1 1

01 1 -2 | La—sLi—gals (o 1 1 —2

00 6 b-—8 — 00 6 b—8

00 a 0 00 0 =—ga(b-238)

Logo dim S = 3 se, e somente se, a =0 ou b = 8.
A alternativa correta é (a).



Q7. Considere as seguintes afirmagoes:
(I) se A € M5(R), entdo a sequéncia
I, A, A2 A3 ..., A%

no espago vetorial Ms5(R) é linearmente dependente, em que I denota a
matriz identidade;

(IT) o subespago [(1,1,1,2),(1,—3,2,—1)] de R* est4 contido no subespago

{($7y72,t) E]RAL5{[,'—y_4:220}7

(III) se V & um espaco vetorial de dimenséo 97, v1, va, ..., vg é uma sequéncia
linearmente independente em V e w € V & nao nulo, entdao a sequéncia
v1, Vo, ..., Vg, w também é linearmente independente.

Assinale a alternativa correta:

(a) apenas as afirmacoes (I) e (II) sdo verdadeiras

(b) apenas as afirmacdes (II) e (IIT) sdo verdadeiras
(I) e (III) sdo verdadeiras

(d )

(e

é verdadeira

)
)

(c) apenas as afirmagoes (I
) apenas a afirmagao (III
)

apenas a afirmacao (II) é verdadeira

Resposta: (I) é verdadeira. O espago vetorial M5(R) tem dimensao 25 e,
portanto, o nimero méaximo de vetores LI em M;5(R) é 25. A sequéncia

I, A, A2, A3, ... A%

possui 26 elementos. Logo a sequéncia é LD.
(IT) é verdadeira. Os vetores (1,1,1,2) e (1,—3,2,—1) pertencem a

{(x,y,z,t) e R*: 5x—y—4z:0}
pois5-1—1—-4-1=0e5-1—(—3)—4-2=0. Isso implica que
[(1,1,1,2),(1,-3,2,-1)] C {(2,y,2,t) € R : 5w —y — 4z = 0}.
(III) & falsa pois, por exemplo, se v1 # 0 e w = 2v1, temos que a sequéncia

¢ LD.
Logo a alternativa correta é (a).



Q8. Se S denota o subespaco de Max3(RR) gerado pelas matrizes
1 -2 1 -2 3 -1 5 -8 3
Al_(—l -1 2)’ A2_(2 -1 2)’ A3_(—5 1 —2)’

-1 1 1 -2 2 1 4 -6 1
A4_(2 —2 4)’ A5_(3 —4 8>’ AG_(—5 2 —4)’

entdo uma base de S é:
(a) {A1, A2, As}
(b) {A1, Az, A3}
(c) {A1, A2, A3, As}
(d) {A1, Az, Ay, A5}
(e) {A1, Ay, A3, Ay, A5}

Resposta: Consideremos a base usual de May3(R):

B_ 1 00 010 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
~\\0 0 0/°\0 0 0/’\0 0 0/°\1 0 0/°\0 1 0)’\0 0 1
Entao temos que

A]. = (15_271a_17_1a2)3a A2 = <_2737_1727_172)B, A3 = (5,_8a37_5717_2)B

Ay =(-1,1,1,2,-2/4)5, As5=1(-2,2,1,3,-4,8)p, As=(4,—6,1,—-5,2,—4)p

Para obter uma base podemos escalonar a matriz cujas linhas sdo as coorde-
nadas. As linhas ndo nulas formaram uma base do subespaco gerado por esses
vetores.

L2—>L2+2L1
L3—>L3—5L1
1 -2 1 -1 -1 2 Ly— Ly+ Ly 1 -2 1 -1 -1 2
-2 3 -1 2 -1 2 Ls—Ls+2Ly |0 -1 1 0 -3 6
5 -8 3 -5 1 —-2| Le—=>Lsé—4L1 [0 2 -2 0 6 -—12
11 1 2 -2 4 - 0 -1 2 1 -3 6
-2 2 1 3 -4 8 0 -2 3 1 -6 12
4 -6 1 -5 2 —4 0 2 -3 -1 6 -—12
L3—)L3+2L2
Ly— Ly— Ly 1 -2 1 -1 -1 2
Ls - Ls—2Ly [0 -1 1 0 -3 6
L6 —-Le+2L> [0 0 0O 0O 0 O
- 0O 0 1 1 0 0
0O 0 1 1 0 0
0 0 -1 -1 0 0

Agora observamos que os vetores cujas coordenadas na base B sdo as linhas
1,2,4 desta dltima matriz formam uma base de S. Também observamos que,



pela forma em que foram feitas as operacoes elementares nas linhas, os vetores
cujas coordenadas na base B sao as linhas 1,24 da primeira matriz também sao
base de S. Logo (A1, Az, A4) € base de S.

A alternativa correta é (a).



Q9. Seja A a matriz 4 x 6 dada por

13 -2 0 2 0
a_l26 -5 24 3
00 5 10 0 15
2.6 0 8 4 18

e denote por S o subespaco de R® formado pelas solucdes do sistema linear
homogéneo AX = 0 com matriz de coeficientes A. Se T denota o subespaco de
RS gerado pelas linhas de A, entdo:

(a) dim(S) =3 e dim(T) =3
(b) dim(S) + dim(T) = 5

(c) dim(S) =3 e dim(T) =4
(d) dim(S) =4 e dim(T) =3
(e) dim(S)=4edim(T) =4

Resposta: dim(S) = ntumero de varidveis livres do sistema AX = 0.
dim(7T") = namero de linhas ndo nulas apos escalonamento da matriz A.

1 3 2 0 2 00\ Le—=Lo—-2L 13 -2 0 2 0
2 6 -5 —2 4 =30 | La—Ls—2L 00 -1 -2 0 -3
00 5 10 0 150 — 00 5 10 0 15
2 6 0 & 4 1810 00 4 8 0 18

L3 — L3+ 5L 13 -2 0 2 010

Ly — Ly+4Lo 00 -1 -2 0 =310

- 00 0 0 0 010

0 0 O 0 0 6 1|0
Como o sistema AX = 0 possui 3 varidveis livres, temos que dim(S) = 3.
Como apoés o escalonamento da matriz A temos 3 linhas nao nulas, temos que

dim(T) = 3.

A alternativa correta é (a).

10
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Q10. Seja « € R e considere o subespago S de P3(RR) gerado pelos polinoémios:
pr(t)=1+at+t3 pt)=a+t+t> e p3(t)=1+t+at’.

Temos que a dimensao de S é igual a 3 se, e somente se:

Resposta: Consideremos a base B = (1,t,t%,t%) de P3(R). Em relagdo a esta
base temos que

1= (1,0[,0,1)3, b2 = (CY, 17071)37 pP3s = (17 I,0,0Z)B

A dimensdo de S é 3 se, e somente se, apds os escalonamento da matriz cujas
linhas sao as coordenadas de p1, p2, p3, respectivamente, a matriz tenha 3 linhas
nao nulas.

L2 — L2 —aL1

1 « 0 1
L3 — L3 — L
? —3> ! 0 1-a®2 0 1—a«

0 1—-a 0 a-1

o OO
O —

1 «
a 1
1 1

Aqui percebemos que « deve ser diferente de 1 para que a dimensdo seja 3.
Entao continuamos supondo que « # 1.

Ly — L, Lo ¢ Ly
Ly— L3 (L a 0 Ly Ls—(1+a)l, (L @ 0 1
L 0 1+a 0 s 010 -1
0 1 0 -1 00 0 2+

Assim obtemos que dim(S) = 3 se, e somente se, a # 1 e a # —2.
A alternativa correta é (a).

11
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Q11. Sejam S o subespago de Ma(RR) gerado pelas matrizes

10 0 1 0 0
w=on) =(00) 4=()

e B ={Bj, By, B3} uma base de S. Suponha que:
A1 = (2, 1,2)5, A2 = (0, —3,—1)3 (§] Ag = (1,0,1)5.

Se a,b,c € R sdo tais que

entao a + b+ c é igual a:

a

(
(b
(

= O

(c
d

(e

[\

) —1
)
)
)
) —2

Resposta: Temos que B; = aA; +bAs+cAs. E em coordenadas essa igualdade

fica como
a(27 17 2)8 + b(oa _37 _1)5 + 6(17 Oa 1)6 = (15 07 O)B

Portanto, a, b, c sdo as tinicas solugoes do sistema

20+c =1
a—3 = 0
2a—b+c = 0
Resolvemos o sistema em a, b, c.
Ly < Lo
L2—>L2—2L1 L2—>L2—L3
2 0 1 Ly—Ls—2L, (1 =3 010\ 1. 1. 51,
1 -3 0 — 0 6 1|1 —
2 -1 1|0 0 5 110
1 -3 0] 0 L — Ly + 3L 1 0 0| 3
0 1 0] 1 — 01 0|1
0 0 1|-5 0 0 1|-5

Logoa=3,b=1ec=—5. Portanto, a + b+ ¢ = —1.
A alternativa correta é (a).

12



Q12. Seja a € R e denote por V' o espago vetorial de todas as fungoes continuas
f:R — R. Sejam f1, fo, f3 € V dadas por

fi(z) = ae” + senx — cosxz, fa(x) = 2€" —senx — 2cosz,

f3(x) = —e® + 2senz + 3cos x,

para todo x € R. Temos que fi, fo e f3 sdo linearmente dependentes se, e
somente se:

(a) a=T7
(b) a=3
(c) a=8
(d) a=2
(e) a=-5

Resposta: B = (e”,senx, cosz) é LI e, portanto, base de W = [e”, sen , cos z].
Em relagao a B temos que

flz(a717_1)Ba f2:(2a_17_2)37 f3:<_172;3>B~

f1, f2, f3 s@o LD se, e somente se, dim(W) = 2.

Lo — Ly + 214
-2 Ly— Ly+aL, (-1 2 3
2 -1 =2 — 3 4
a 1 -1 0 1422 —1+43a
L2 — %LQ

Ly— Ls—(1+2a)L, (~1 2 3

— 0o 1 3

0 0 ag7

Logo dim(W) = 2 se, e somente se, a = 7.
A alternativa correta é (a).

13



Q13. Considere o subespaco de P5(R) dado por:
S={pePR):p1)=0ep' (1) =0}.
Temos que a dimensao de S é igual a:
(a
(b
(c
(d
(e

—_

)
)
)
)
)5

Resposta: Um elemento genérico de P5(R) é da forma p(x) = a + bx + cx? +
dx® + ex* + f2® com a,b,c,d, e, f € R. Agora,

O=p(l)=a+bt+c+d+e+f 0=p(1)=b+2c+3d+4e+5f
Logo
S = {a+br+cr’+da’+ex+ fz° | atbtetdtetf =0, b+2c+3d+4e+5f = 0}.

O sistema homogéneo que define S tem 4 variaveis livres. Portanto, a dimensao
de S é 4.
A alternativa correta é (a).
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Q14. Seja V um espaco vetorial. Assinale a alternativa contendo uma afirmagao
FALSA:

(a) se v,w,z € V e z ndo é combinacdo linear de v e w, entdo v, w e z sdo
linearmente independentes

(b) se S & um subespaco de V e v,w € S, entdo [v, w] esta contido em S

(c) se V tem dimenséo finita e S é um subespaco de V tal que dim(S) = dim(V),
entdo S =V

(d) sewv,w,z € V e z é combinacao linear de v e w, entdo v, w e z sdo linearmente
dependentes

(e) o subespago {p € P(R):p(0) =0} de P(R) ndo tem dimenséo finita

Resposta: (a) é FALSA. Tome por exemplo v = (1,0,0), w = (2,0,0),
2 =(0,0,1) € R3.

(b) é verdadeira. Estudado em sala de aula.

(c) é verdadeira. Estudado em sala da aula.
(d) é verdadeira. Se av + fw = z, entdo temos que

av+ pw+ (—1)z = 0.

2 m

(e) é verdadeira. Os polindmios z, x ,... pertencem a

{p e P(R) : p(0) = 0}

ey X

e sao linearmente independentes.
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