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«Formulario de Calculo Vetorial & Eletromagnetismon»

Vetores unitarios -

X"
Coordenadas retangulares — &,, @, @, \/ ol
/a:"- _________

Coordenadas cilindricas - &,, &,,d, & S—

Coordenadas esféricas — @,, 8,, &,

Transformacao de coordenadas

X =pcos¢ =rsenOcosd
y=psend=rsen0send
Z=rcos0

p=a/X2 +y? =rsen®
o=tan” (%) R

r:\/x2+y2+z2 :\/p2+z2

——

omun (77

X

Transformacao de coordenadas de componentes vetoriais
A, =A cos¢—A, send=A senbcosd+A,cosBcosd—A, send
A, =A send+A, coso=A senbsend+ A, cosbsend+A, cosd
A =A cosO-A, sen0
A =A cosdp+A sendp=A sen6+A, coso
A, =-A send+A, cosd
A =A, senbcosd+A senBsend+A, cosO=A senf+A, cos6d
A, =A cosBcosd+A cosBsendp—A, send=A cosO—A, sen6
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-------------------- Coordenadas esféricas



Calculo Vetorial

Elementos vetoriais diferenciais de comprimento o
Coordenadas cilindricas

a dx+a dy+a,dz ]
o S e /dﬂ
dL = apdp+ a¢pd(|)+azd2 ztdz z \.;::::: £ - dz
“F
a dr+a,rdo+a,rsen0dg B
R IR
RO
Elementos vetoriais diferenciais de area prdo
a,dydz+a dxdz+a,dxdy
Coordenadas esféricas
dS=qa pdddz+a,dpdz+a,pdpdd N
a,r’sen0dodo+a,rsen0drde+a,rdrdo N

Elementos diferenciais de volume v

'\ d
dx dydz - r
NSEF—~rdo
r’sen0drdod¢ S sin 0 dg

Operacoes multiplicativas vetoriais
(validas para qualquer sistema de coordenadas) +"’<"

A-B=|A|B|cos(A«B)=A B, +AB +AB,
AxB=|A| B|sen(A«xB)a, = axb
=(AB,-AB,)a +(AB,-AB,)a +(AB,-AB,)a,

a,xa, =a, bxa
=-axb
Coordenadas retangulares — a, xa, =a,
a,xa, =a Y
a, xa,=a Regra de Sarrus para produto vetorial:
p z
Coordenadas cilindricas — a,xa, =4,
a,xa =a,
a xa, =a,
Coordenadas esféricas — a,xa, =a,
a,xa =a,




Calculo Vetorial

Operadores vetoriais diferenciais

Vy - gradiente de um campo escalar Y (retorna um campo vetorial)

V-A > divergente te um campo vetorial A (retorna um campo escalar)

VxA - rotacional de um campo vetorial A (retorna um campo vetorial)

VZ\V - Laplaciano de um campo escalar  (retorna um campo escalar)

VZA - Laplaciano vetorial de um campo vetorial A (retorna um campo vetorial)

Coordenadas retangulares:

Vy :5_\Ifax +6—Wa +8—WaZ

ox oy ¥ oz
oA, OA, OA,
= + +

V-A

ox oy oz

O0A 0A
Uxa_[OA oA ax+[an_aAzjay+ By Ay
oy o0z 0z OX oX oy

oy oy o
viy= 2, 2V YV vy

ox° oy° oz

VEA=V’Aa, +V’Aa +V?Aa, =V(V-A)-Vx(VxA)

Coordenadas cilindricas:

VW:ﬁ_\Vap+15_\l/a¢+5_\lfaz

op p O 0z

10(pA,) 10A, O0A,

== += +

p Op p 0p 0z

VxA=|LOA A [OA, OA, ) 1[OPA) A,
podp oz )° Laz op )" pl op o )’

2 2

VZWZEE pa_w +i28_\|21+8_\if

pop\' Op) p° 0p° oz

V-A




Calculo Vetorial

Coordenadas esféricas:

Vy = 5_\lfar +}5_\Vae +La—wa¢
or r 0o rsen o¢

1 8(r2A,)+ 1 a(Aesen6)+ 1 OA,

V-A==
r or rseno 00 rsen® oo
o0(A,sen0
vxa_ 1 (A,senb) oA, a+
rseno 00 od
1{ 1 oA, O(rA,)
- - a, +
r\sen® oo or
LL(AAY) A,
r or 00
2
Vzw:%i(rza—w}r - L i(senea—wj+ - 12 8—\5
reor or) r°sen6 o0 00 ) r°sen®0 od
oA
VA = VzAr—ZAZ‘r— - 2| oA, send) | oA a, +
r reseno 00 oo
i A OA
+V2A9—2 o +£28A,_2200529 e la, +
i rsen“® r° 00 r°sen“0 0o
i A A
N V2A¢— : ¢2 e 2 8Ar+ 22cos.26 0A, a,
i rsen“0 r°sen od r-sen“0 0P
Propriedades:

V(y+¢)=Vy+Vo

V. (A+B)=V-A+V.B VxVy =0

Vx(A+B)=VxA+VxB V'(VXA):O
Identidades:

V-Vy =Viy

Vx(VxA)=V(V-A)-V?A
V-(yA)=[A-Vy]|+[yV-A]

V- (AxB)=(VxA)-B-A-(VxB)
V x (yA) :[w(VxA)]+[(V\|/)><A]
VA(dw) = Vi +2(Vo-Vy) +y Vi




Calculo Vetorial
Teoremas de calculo vetorial

Teorema da Divergéncia:

§p A-ds=[[] v-Adv

Teorema de Stokes:
¢ A-dL=[[ VxA.ds

Circulacao de um campo conservativo F (campo irrotacional):

Se J.PFdL independe do caminho P, entdo qSCFdL =0 e VxF=0,

Para CﬁCFdLZO e VXFZO, FZV\V (pois VXV\V:O)

Algebra complexa e fasores

Unidade imaginaria: Jj =-1

(+ 3B)* = (o= ) b o s
H H * 2 2
Complexos conjugados: (0( - JB)(a - JB) =0 +p _
(o+J) _ (co+op)-i(op-oa) sin g
(Ot-f-jB) 0(2+[32 Oqu)sgo 1 }:;
Formula de Euler: e’ =cos+ jseng
z=c+jo=2e" z2=(c+jo)=Z¢e"
G =ZC0So p:(a+jB)=Pe”’
o=27seno . . i(0+9)
z-p=(a+]jp)(c+ jo)=MPe
Forma polar (fasores): 7=
— tan! i
¢ = tan (%) p (c+jo) P

Equacao de onda

1.
LT
i
o Fu@t) _ , du@ ) HY
Unidimensional: o =C pe
62 Y
Geral: at—\zv -Cc*Viy =0 "V _
Solucéo: qualquer funcao do tipo Y =y(z=xct)

(onda viajante em z com velocidade c)




Eletromagnetismo

Relacoes constitutivas

Densidade de corrente de conducao (lei de Ohm vetorial): J=cE (A/m?)

Densidade de fluxo elétrico (vetor deslocamento elétrico): D=¢E (C/m?)

Densidade de fluxo magnético (vetor inducao magnética): B= HH (T = Wb/m?)
e "

Equacédes de Maxwell " < /o : ) ‘\F

Forma diferencial

. di
(pontual): Forma integral:

Lei de Gauss:
(cargas elétricas geram V-D= P, @S—BQ D-dS= Q

campos elétricos)

Lei de Gauss para o

magnetismo: V-B=0 B-dS=0

(ndo existem monopolos S=0Q
magnéticos)

Lei de Faraday-
Maxwell: oB 0
(campos magnéticos VxE=—— E- dL = ——J.J. B- dS
variantes no tempo induzem C=2 8’[ z
campos elétricos)

Lei de Ampére-

Maxwell: oD 0
(campos magnéticos sGo VxH=J+— H-dL = |+_J‘J‘ D-dS
gerados por corrente ot C=0% ot 77z

elétrica e campos elétricos
variantes no tempo)

nas quais Q é um volume fechado de fronteira S = dQ (superficie fechada)

e X é uma superficie aberta de fronteira C = 9X (curva fechada).

e Carga elétrica total contida em um volume Q: Q = J:UQ pvdV

e Corrente elétrica de conducao através de uma superficie : I = _”2 J-dS

“Campos elétricos e magnéticos variantes no tempo que ndo satisfazem a
estas equacées ndo podem existir. Eletricidade, magnetismo e luz sdo todas
manifestacées dum mesmo fenémeno — o fenémeno eletromagnético.”

Principio da conservacao de carga

op,
V-J+ ot =0 (eq. continuidade, LKC vetorial)

Constantes no vacuo:
£ = 8,8541878176 x 10712 F/m 6
Up = 4w X107 H/m



Eletrostatica
Lei de Coulomb

_q (-r)
dre|r, —r, [

(V/m)

Fluxo elétrico e Lei de Gauss

w=JpD-ds=Q (O

(12 eq. Maxwell)
Energia e Potencial Elétrico
Wy =0V, (J)
ddp=V,, =-["E-dL  (V=1/C)

Como CJ.DC E-dL=0 (campo conservativo, LKT vetorial),

entao existe um campo escalar V tal que

E=-VV

oB
(consequéncia da 3% eq. Maxwell para — =0)

ot

Condicoes de fronteira

{Dt =E, =0
Condutor-espaco livre — _ _
pag D =¢,E, =p, _—
— !
Etl — ko p—
Dielétrico-dielétrico — D = e
nl n2

Conductor

Capacitancia

. Q. <ﬁ>SD-ds

. = cte. (F=C/V)
Ve —["VE-dL
B(-)
Equacoes de Poisson & Laplace
vy =-Pr
€
ViV =0




Magnetostatica

Lei de Biot-Savart
_ldLx(r, -r,)
A |r_—r, [

—J. Idea

A/m
AnR? ( )

Superposicao:

Lei Circuital de Ampére

<_f>CH-d|_:|

oD
(4* eq. Maxwell para a =0)

Fluxo magnético e Lei de Gauss para o magnetismo
@ =” B-dS  (Wb=V-s)
{p.B-ds=0
(2% eq. Maxwell)

Potencial magnético vetorial

= uldl s/ m)

¢ 4nR
B=VxA
cD:qSCA-dL

(consequéncia da 2% eq. Maxwell)

Condicoes de fronteira

Bnl = Bn2

Entre dois meios — { _ — - D i
Htl th B Kn // ¥ / '’
Area AS P
~ ///./Xamz

Indutancia )
o J[Bds o

L=—= = cte. H=Wb/A
I gSCH-dL ( )

Equacao vetorial de Poisson

VEA =—d




Eletrodinamica Classica

Forca de Lorentz

F=q(E+vxB) (N)
Lei de Faraday-Lenz

fem. = —NECD (V)
dt

Equacoes de Maxwell no vacuo

Acoplamento fundamental
entre os campos

magnético e elétrico: OE
VxH=¢g,—
ot

Equacoes da onda eletromagnética
2
0 '25 _ L vE-o0
ot p.g,
2
L gy g
ot n.g,
82 82 82 az
Em 3D: (GXZ + 5.y2 + azz jE(X’ Y, Z, t) =&, ? E(X; V,Z, t)

Onda eletromagnética plana no espaco livre

- _2
(campos ctes. em x e y, K=\l g, = % e, ﬂé% » propaga em z com €, = % - %LOSO )

_ I(ot—kz) —
E(z,t)=E_ e a, =E (z,t)a, cg:}/ﬁz&dosm/s
oH CE, -
Como VXE:—MOE: az a.y ’ ng:\/%:uocoleOTcQ
H 1 i(ot-kz) 1
(Zrt):n_Exoe a, :n_Ex(Z’t)ay :Hy(z’t)ay
0 0

Vetor de Poynting
S=ExH (W/m?)

P :%jgmss-ds}dt




Efeitos Eletromagnéticos em Alta Frequéncia

Efeito pelicular

J(r) = Jse_%

5 - 2 1
Profundidade de penetracdo — = OUC B nf uc

Linhas de transmissao
Equacoes do telégrafo (p/ correntes e tensoes senoidais, LT ao longo de z):

riV(z, t)=-RI(z,t)- LE I(z,1) ( 822 V(z)-y*V(z) =0
dz dt z

—72I(2) =0

d d
% I(z,t) =—-G V(z,1) —CEV(Z, t)

Solucao — V(Z) = Vo+e_yz _"\/o_eﬂZ

Cte. propagacao — ¥ = O+ JB - \/(R + j(DI—)(G + j(DC) = j(,!)\l LC

R+ j(DL R+ j(oL L
o e L= —
Impedancia Caracteristica — 0 G+ j(DC v C

(V)
Velocidade de fase — vV, = E

12

«\/ LC
~Z, L (H/m), C(F/m),
R(Q/m), G (S/m)

_Z,

Coeficiente de reflexao — Z

Antenas

Dipolo Hertziano (d < A ) —

2
Solucdo para campo distante — E 1dk ﬁ o

Resisténcia de radiacao — ‘rad E o 3 )2




Tridngulo de Leis da Eletrostatica em R®

£ q, py(r,) Campo
\ conservativo:

<JSCE-dL:O

(implica na
existéncia de V)

E(r,), D(r,,) v(r,)
CAMPO, POTENCIAL,
op, FLUXO TENSAO
V.]=-—1v
ot
VxE= —@
ot
0
f.em :_EHSB ds
D Tridngulo de Leis da Magnetostatica em R®
at —_—
I dL’ ‘] Inexisténcia
ELEMENTO DE de monopolos
CORRENTE magneéticos:

V-B=0

(implica na
existéncia de A)

CAMPO, POTENCIAL
FLUXO VETORIAL




