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Prefdacio a
segunda edicdo

Esta segunda edi¢do surge 25 anos apds o langamento da original. E ndo veio a
piblico antes por uma série de razdes, entre as quais nao se inclui, por certo, a falta de
vontade de elabora-la.

Na verdade, esta nova versao, nao incorpora grandes modificagdes. Resistimos a
tentagdo de ancorar o texto a algum sgftware estatistico, deixando essa opgao a cargo de
cada leitor. As principais modificagdes ficaram por conta da eliminagdo de certos itens muito
especificos e a incluséo de diversos esclarecimentos sugeridos pela experiéncia didética ao
longo desses anos.

A razao por que o livro sobreviveu durante todo esse longo periodo e pode ser reeditado
sem grandes mudangas deve-se ao fato de ser ele um texto basico em Estatistica, contendo
conceitcs e técnicas ja consagrados, que formam o alicerce para outros estudos mais
sofisticados nesse campo.

Mantivemos o0s simbolos *, =~ e __ para representar, respectivamente, assuntos que
podem ser excluidos sem prejudicar a seqliéncia, assuntos nao-indicados para cursos basicos
e exercicios que possuem resposta no final.

Esperamos que este texto, em sua nova versao, prossiga sende util ao ensino da
Estatistica em nosso pais.

S3o Paulo, dezembro de 2001
P.L.O.C.N.






' fréftfb):o a
edicdo original

A importancia do ensino da Estatistica para a grande maioria dos cursos de formagao
universitaria é um fato inegavel, atestado pela obrigatoriedade dessa matéria em grande
parte dos curriculos. Entretanto as publicagdes que tém surgido em portugués sio, em sua
maijoria. tradugbes que raramente satisfazem aos tipos de orientagdo dados em nossos cursos.
Isso nos animou a transformar nossas varias apostilas, produzidas durante cerca de dez
anos de ensino do assunto, no presente texto, ao qual acreditamos haver também incorporado
um pouco da experiéncia entao adquirida.

Excetuando o incluso Apéndice 1. que encerra um resumo de Probabilidades, o texto
versa exclusivamente sobre Estatistica, embora um curso completo normalmente deva
também enfatizar o Calculo de Probabilidades. Entretanto pressupomos, neste trabalho, um
conhecimento prévio do assunto, sobre o qual ja langamos outro texto (em co-autoria) pela
mesma editora. Assim, acreditamos que o presente texto mais o anterior possam se completar,
oferecendo 0 suporte necessario a um curso completo.

Nossa idéia foi produzir um texto que se prestasse a cursos ministrados em mais de um
nivel. Assim, por exemplo, nas partes obrigatdrias, em geral somos mais dissertativos,
podendo tais partes ser simples leituras em cursos mais fortes. Por outro lado, alguns
assuntos, embora importantes, nao caberZo em cursos de menor profundidade.

Dentro dessa linha de idéias, assinalamos com um asterisco (*) 0$ assuntos que podem
ser excluidos sem prejudicar a seqiiéncia didatica normal, ¢ com dois asteriscos (**) os
assuntos e exercicios que julgamos nao-cabiveis a cursos mais elementares.

Uma leitura do texto podera dar a impressao de que o mesmo se volta apenas a escolas
de Engenharia. Isso ndo ¢ verdade, pois a Estatistica é uma so, aplicavel a todos os campos.
Simplesmente, como nossa experiéncia s¢ desenvolveu principalmente em escolas de
Engenbharia, os exemplos e exercicios de que ja dispunhamos referem-se, em grande parte,
2o ramo.

Num trabalho como este, especial atengdo deve ser dada aos exercicios, ¢ procuramos
oferecé-los em razoavel quantidade. Alguns possuem resposta e estao assinalados por A ao
final do enunciado.

Por fim, ndo poderiamos deixar de mencionar a ¢contribuigdo indireta dada a realizagao
do presente trabalho pelos ilustres professores Drs. Oswaldo Fadigas Fontes Torres e Boris
Schneiderman, pelo fato de muito termos com eles aprendido durante o nosso convivio.
Manifestamos também nosso agradecimento ao professor Carlos Alberto Barbosa Dantas,
cujo incentivo nos levou a elaboragio do presente trabalho.

Sao Paulo, fevereiro de 1976
P.LO.C.N.






A ciencia
Estatistica

Podemos considerar a Estatistica como a ciéncia que se preocupa com a organizagao,
descri¢do, analise e interpretacdo dos dados experimentais, visando a tomada de decisGes.

A razido pela qual consideramos a Estatitica uma ferramenta importante para a tomada
de decisdes estd no fato de que ela nao deve ser considerada como um fim em si prépria,
mas como um instrumento fornecedor de informagdes que subsidiardo, em conse-qgliéncia,
a tomada de melhores decisdes, baseadas em fatos e dados. A Estatistica é, portanto, uma
ciéncia meio, e nao fim. Dai ter utilidade, como ciéncia de apoio, em variados outros cam-
pos do conhecimento.

Essa conceitua¢do é absolutamente geral e engloba o conceito usual do que seja a
Estatistica. Esse conceito usual, popular, logo relaciona a Estatistica com tabelas e grificos
nos quais os dados experimentalmente obtidos sdo representados. Ouvimos, assim, falar
em estatisticas do movimento da Bolsa de Valores, estatisticas da loteria esportiva, estatisticas
da Saide Piblica, estatisticas do crescimento da populagao, etc. Entretanto essa nogao
usual prende-se normalmente apenas a parte de organizagao e descricdo dos dados
observados. Ha ainda todo um campo de atuagio da Ciéncia Estatistica que se refere a
analise e interpretacao desses dados e que normalmente escapa a nogio corrente.

Evidentemente, tanto a parte de organizagao e descricdo dos dados como aquela que
diz respeito 4 sua andlise e interpretagdo sio importantes. E razoivel também que, para
poder-se fazer a andlise e interpretagao dos dados observados, deva-se primeiramente
proceder 4 sua organizagio e descrigao.

Dentro dessa idéia, podemos considerar a Ciéncia Estatistica como dividida basicamente
em duas partes: a Estatistica Descritiva, que se Preocupa com a organizagao e descrigao
dos dados experimentais, e a Estatistica Indutival’l, que cuida da sua andlise e interpretagao.

Pode-se notar, conforme o exposto, que a Ciéncia Estatistica é aplicavel a qualquer
ramo do conhecimento onde se manipulem dados experimentais. Assim, a Fisica, a Quimica,
a Engenharia, a Economia, a Medicina, a Biologia, as Ciéncias Sociais, as Ciéncias

[11 830 também utilizados os termos Estatistica Inferencial ou Inferéncia Estatistica, ou, ainda, Indugao
Estatistica.
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Administrativas, etc.. tendem cada vez mais a servir-se dos métodos estatisticos como
ferramenta de trabalho, dai sua grande e crescente importancia.

Uma vez que o conceito usual do que seja a Estatistica se relaciona, em geral, com 0
que chamaremos de Estatistica Descritiva, ndo julgamos necessario, nesta introdugao,
estendermo-nos sobre 0 assunto. No Cap. 2, as técnicas mais comuns da Estatistica Descritiva
serdo convenientemente apresentadas.

Queremos, entretanto, deixar bem claro desde ja qual a finalidade da Estatistica Indutiva,
cujas técnicas serao objeto de grande parte deste texto. Para tanto, dois conceitos
fundamentais devem ser apresentados: o de populacdo, ou universo, ¢ o de amostra.

Uma populagdo ou universo, no sentido geral, é um conjunto de elementos com pelo
menos uma caracteristica comum. Essa caracteristica comum deve delimitar inequivocamente
quais os elementos que pertencem a populagdo e quais 0s que ndo pertencem.

Ora, em qualquer estudo estatistico, temos sempre em mente pesquisar uma ou mais
caracteristicas dos elementos de alguma populagdo. Os dados que observaremos, na tentativa
de tirar conclusdes sobre o fendmeno que nos interessa. serdo referentes a elementos dessa
populacdo.

Assim, por exemplo, podemos estar interessados em realizar uma pesquisa sobre a
idade e o sexo dos estudantes universitarios do Estado de Sao Paulo. Logo, a populagao
fisica que nos interessa examinar é aquela constituida pela totalidade dos estudantes
universitarios existentes no Estado de Sao Paulo. sso parsce extremamente simples, mas
na verdade ainda néo temos exatamente caracterizada a populagdo que nos interessa. Sera
ela constituida apenas por aqueles que, no momento atual, realizam estudos universitarios?
Ou deveremos incluir também os que ja foram estudantes universitarios? Podemos pensar
ainda em considerar incluidos na populagao aqueles que virdo a ser estudantes universitarios.
Além de tudo, temos também o problema de definir a caracteristica comum que distingue
perfeitamente cada um dos elementos da populagao que realmente nos interessa pesquisar.

0 exemplo anterior foi apresentado com o intuito de mostrar as dificuldades que poderdo
surgir ao se tentar definir a populagdo em um estudo estatistico. E claro que tudo iré depender
da finalidade principal do estudo que se tem em vista. No entanto, deixaremos de lado esse
delicado ponto, mesmo porque a solugdo do problema deveré ser encontrada em cada caso
particular.

Uma vez perfeitamente caracterizada a populagio, o passo seguinte é o levantamento
de dados acerca da caracteristica (ou caracteristicas) de interesse no estudo em questzo.
Grande parte das vezes, porém, ndc é conveniente, ou mesmo nem € possivel, realizar o
levantamento dos dados referentes a todos os elementos da populagdo. Devemos entao
limitar nossas observagdes a uma parte da populagéo, isto €, a uma amostra proveniente
dessa populagdo. Uma amostra ¢, pois, um subconjunto de uma populagao, necessariamente
finito, pois todos os seus elementos serdo examinados para efeito da realiza¢io do estudo
estatistico desejado.

O objetivo da Estatistica Indutiva € tirar conclusdes sobre popula¢des com base nos
resultados observados em amostras extraidas dessas populagoes. O proprio termo “indutiva”
decorre da existéncia de um processo de indugdo, isto &, um processo de raciocinio em que,
partindofzs]e do conhecimento de uma parte, procura-se tirar conclusdes sobre a realidade,
no todo.

121 0 oposto ocorre nos processos de dedugdo, em que, partindo-se do conhecimento do todo, concluimos
exatamente sobre ¢ que deve ocorrer em uma parte.



CIENCIA ESTATISTICA

E facil perceber que um processo de indugdo nao pode ser exato. Ao induzir, portanto,
estamos sempre sujeitos a ecro. A Estatistica Indutiva, entretanto, ird nos dizer até que
ponto poderemos estar errando em nossas indugdes e com que probabilidade. Esse fato é
fundamental para que uma indugdo {ou inferéncia) possa ser considerada estatistica, e faz
parte dos objetivos da Estatistica Indutiva.

Em suma, a Estatistica Indutiva busca obter resultados sobre as populagoes a partir das
amostras, dizendo também qual a precisao desses resultados e com que probabilidade se
pode confiar nas conclusdes obtidas. Evidentemente, a forma como as indugdes serdo
realizadas ita depender de cada tipo de problema, conforme sera estudado posteriormente.

E intuitivo que, quanto maior a amostra, mais precisas e mais confiaveis deverao ser
as indugdes realizadas sobre a popula¢do. Levando esse raciocinio ao extremo, concluiriamos
que os resultados mais perfeitos seriam obtidos pelo exame completo de toda a populagao,
a0 qual se denomina censo ou recenseamento. Essa conclusdo é vélida em teoria, mas na
pratica, muitas vezes, ndo se verifica. De fato, o emprego de amostras pode ser feito de
modo tal que se obtenham resultados confidveis, em termos praticos equivalentes, ou até
mesmo meihores do que os que seriam conseguidos através de um censo. %]

Ocorre, em realidade, que diversas razoes levam, em geral. a necessidade de recorrer-
se apenas aos elementos de uma amostra. Entre elas, podemos citar o custo do levantamento
de dados e o tempo necessdrio para realiza-lo, especialmente se a populagio for muito
grande. Ou, entdo, podemos nao ter acesso facil ou possivel a todos os elementos da
populagdo, etc.

Além das razdes citadas, deve-se mencionar o fato de que muitas vezes nem mesmo é
necessario examinar toda a populagéo para se chegar as conclusdes desejadas. Desde que o
tamanho da amostra necessdria seja convenientemente determinado, indugdes suficien-
remente precisas e confidveis podem ser realizadas, nio havendo necessidade de se onerar
o0 estudo estatistico pelo exame de uma amostra maior ou de toda a populagao.

Deve-se mencionar que a teoria da Estatistica Indutiva recorre intensamente a conceitos
e resultados do Célculo de Probabilidades. Esse ramo da Matemdrica é, porranto, funda-
mental 20 estudo da Estatistica Indutiva.

Por outro lado, antes de iniciar qualquer andlise dos dados através dos métodos da
Estatistica Indutiva, é preciso organizar os dados da amostra, o que € feito com as técnicas
da Estatistica Descritiva.

Um outro problema que surge paralelamente é o de amostragem. £ claro que, s nossas
conclusdes referentes 4 populagao vao se basear no resultado de amostras, certos cuidados
bésicos devem ser tomados no processo de obtengao dessas amostras, ou seja, no processo
de amostragem. Muitas vezes, erros grosseiros e conclusdes falsas ocorrem devido a falhas
na amostragem. Esse problema serd tratado com maior destaque no Cap. 3.

Em resumo, um estudo estatistico complero que recorra as técnicas da Estatistica Indutiva
ira envolver também, direta ou indiretamente, topicos de Estatistica Descritiva, Célcuto de
Probabilidades e Amostragem. Logo, para se desenvolver um curso completo e razoavel de
Estatistica, todos esses assuntos devem ser abordados em maior ou menor grau, dentro de
uma seqiiéncia, conforme indicado no diagrama da Fig. 1.1.

P! Essa Gltima afirmagio pode parecer paradoxal. Citemos, como ilustragio, 0 caso em que uma amostra
poderia ser examinada por uma equipe de alto nivel, fornecendo resultados confiaveis, a0 passo que, para
fazer o censo, deveriamos recorrer a uma equipe bem maior, cujo nivel médio seria mais baixo, diminuindo
a confianga nos dados obtidos ¢ levando a um resultado global de menor confiabilidade.
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Amostragem

Calculo de
Probabilidades

Estatistica
Descritiva

Estatistica
Figura 1.1 Esquema Indutiva
geral de um curso de
Estatistica

Em verdade, a ordem em que se apresentam os trés assuntos necessarios a boa compre-
ensdo da Estatistica Indutiva ndo € o mais importante, a nosso ver. No presente texto,
pressupomos um conhecimento prévio, por parte do leitor, dos conceitos basicos do Calculo
de Probabilidades.l*] A propésito, é comum fazer-se certa confusdo entre a Estatistica € o
Calculo de Probabilidades. No entanto este ultimo é um ramo da Matemarica cujo interesse
direto ndo esta, como no caso da Estatistica, relacionado com dados experimentais obser-
vados. Como a Estatistica, o Célculo de Probabilidades tem também grande importancia e
inimeras aplicagbes. Entretanto, no presente texto, estamos intereéssados apenas em uma
das suas aplicagdes, provavelmente a mais importante de todas: nos problemas de Estatistica
Indutiva.

Um resumo das principais definigdes e férmulas do Célculo de Probabilidades € dado no
Apéndice 1. Por sua vez, 0s Caps. 2 e 3 do texto tratam, respectivamente, dos problemas da
Estatistica Descritiva (a uma variavel) e de Amostragem. Com isso, julgamos que o estudante
estara em condigdes de acompanhar as técnicas de Estatistica Indutiva que serao apresentadas
e discutidas no restante do volume.

141 Uma bibliografia razoavelmente grande sobre o assunto pode ser encontrada em portugués, em particular
a Ref. 5. de nossa co-auteria. que serviu de subsidio para o resumo apresentado no Apéndice 1.



Estatistica
Descritiva

2.1 INTRODUCAO -~ TIPOS DE VARIAVEIS

Vimos, no Cap. 1, que a Estatistica trabalha com informagdes referentes a conjuntos de
elementos observados. Nos problemas de Estatistica Indutiva, esses elementos constituem
uma amostra retirada da populagao que se deseja estudar. Em muitos casos, entretanto, o
conjunto observado pode constituir a populagao inteira.

Do ponto de vista do presente capitulo, sera praticamente irrelevante se o conjunto de
elementos observados constitui uma amostra ou toda a populagao. De qualquer modo, uma
vez dispondo-se dos resultados observados, o passo seguinte deverd ser, necessariamente,
organizar as informagdes contidas nesses resultados. Esse é ¢ papel da Estatistica Descritiva,
cujas técnicas serao vistas a seguir.

No entanto, € preciso antes, de mais nada, que se tenha(m) bem definida(s) qual(is)
a(s) caracteristica(s) de interesse que deverd(ao) ser verificada(s). Ou seja, nao iremos
trabalhar estatisticamente com os elementos existentes, mas com alguma(s) caracteristica(s)
desses elementos que seja{m) fundamental(is) ao nosso estudo. Por exemplo, ¢ conjunto
de elementos a ser estudado pode ser a populagdo de uma cidade. Este é o conjunto dos
elementos, fisicamente definidos e considerados.

E claro, porém, que nio iremos nem poderemos fazer qualquer tratamento matematico
com as pessoas que formam esse conjunto. E preciso definir qual(is) caracteristica(s) dessas
pessoas nos interessa{m) averiguar. Essa caracteristica podera ser, digamos, a idade das
pessoas. A idade é uma variavel cujos valores, dados numericamente em alguma escala de
unidade, dependerao dos elementos considerados. Ou seja, se houver n elementos fisicamente
considerados no estudo, esses elementos fornecerdo n valores da varidvel idade, os quais
serao entao tratados convenientemente pela Estatistica Descritiva. Vemos, portanto, que
iremos sempre trabalhar com os valores de alguma varidvel de interesse, e nao com 0s
elementos originalmente considerados. A escolha da(s) variavel(is) de interesse dependera,
em cada caso, dos objetivos do estudo estatistico em questio.

No presente capitulo, vamos apenas tratar do caso de variaveis unidimensionais, ou
seja, quando apenas uma caracteristica de interesse esta associada a cada elemento do con-
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junto examinado. Existem casos em que duas ou mais ¢aracteristicas devem ser simultanea-
mente estudadas, alguns dos quais serdo vistos em capitulos posteriores.

A caracteristica de interesse podera ser qualitativa ou quantitativa. Teremos, portanto,
varidvels qualitativas ou quantitativas. A variavel sera qualitativa quando resultar de
uma classificacao por tipos ou atributos, como nos exemplos que seguem.

a) Populagao: moradores de uma cidade.

Variavel: cor dos olhos (pretos, castanhos, azuis, etc.).
by Populagao: pegas produzidas por uma maquina.
Variavel: qualidade (perfeita ou defeituosa).
¢) Populagao: 6bitos em um hospital, nos dltimos cinco anos.
Variavel: causa mortis (moléstias cardiovasculares, cinceres, moléstias do

aparelho digestivo, et¢).

dy Populagzo: candidatos a um exame vestibular.
Variavel: sexo (masculino ou feminino).

A varidvel serd quantitativa quando seus valores forem expressos em numeros. As
varidveis quantitativas podem ser subdividas em quantitativas discresas e quantitativas
continuas. Essa classificagao corresponde aos conceitos matematicos de discreto e continuo.
Assim, uma variavel continua sera aquela que, teoricamente, pode assumir qualquer valor
num certo intervalo razoavel de variagdo. A variavel discreta, ao contrario, pode assumir
apenas valores pertencentes a um conjunto enumeravel,

Apresentamos a seguir exemplos de varidveis quantitativas discretas.

a) Populagdo:  casais residentes em uma cidade.

Variavel: numero de filhos.

b) Populagao: as jogadas possiveis com um dado.
Variavel: o ponto obtido em cada jogada.

¢) Populagdo:  aparelhos produzidos em uma linha de montagem.
Varidvel: numero de defeitos por unidade.

Essas variaveis s@o todas discretas, pois seus possiveis valores sao apenas numeros
inteiros nao-negativos, havendo, ainda, no caso (b), a restrigdo de estarem compreendidos
entre 1 e 6.

Como varidveis quantitativas continuas, temos os exemplos que seguem.

a) Populagdio:  pessoas residentes em uma cidade.

Variavel: idade.

b) Populagdo:  sabonetes de certa marca e tipo.
Variavel: peso liquido.

¢) Populagéo: pegas produzidas por uma maquina.
Variavel: diametro externo.

d) Populagao:  industrias de uma cidade.
Variavel: indice de liquidez.
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Pelos exemplos apresentados, podemos perceber que os valores das variaveis discretas
sao obtidos mediante alguma forma de contagem, ao passo que os valores das variaveis
continuas resultam, em geral, de uma medigdo, sendo fregilentemente dados em alguma
unidade de medida.

Outra diferenga entre os dois tipos de variaveis quantitativas estd na interpretagao de
seus valores. Assim. a interpretagao de um valor de uma variavel discreta é dada exatamente
por esse mesmo valor. Quando dizemos que um casal tem dois filhos, isso significa que o
casal tem exatamente dois filhos.

A interpretacao de um valor de uma variavel continua, ao contrario, é a de que se trata
de um valor aproximado. Isso decorre do fato de ndo existirem instrumentos de medida
capazes de oferecer precisao absoluta, e, mesmo que existissem, ndo haveria interesse nem
sentido em se querer determinar uma grandeza continua com todas as suas casas decimais.
Logo, se, a0 executarmos a medi¢do de algum valor de uma variavel continua, estamos
sempre fazendo uma aproximacéo, resulta que qualquer valor apresentado de uma variavel
continua devera ser interpretado como uma aproximagao compativel com o nivel de precisao
e com o critério utilizado ao medir.

Por exemplo, se o didmetro exteno de uma pe¢a, medido em milimetros, for dado por
12,78 mm, deveremos considerar que o valor exato desse diametro sera algum valor entre
12,775 e 12,785 mm, que foi aproximado para 12,78 mm devido ao fato de a precisdo
adotada na medida ser apenas de centésimos de milimetros.

Uma convengao litil adotada no presente texto é a de ser a precisao da medida automa-
ticamente indicada pelo niimero de casas decimais com que se escrevem os valores da va-
ridvel. Assim, um valor 12,80 indica que a varidvel em questio foi medida com a precisdo
de centésimos, nao sendo exatamente o0 mesmo que 12,8, valor correspondente a uma
precis@o de décimos.

Notemos que, normalmente, a aproximagao implicita ao se ¢onsiderar cada valor de
uma variavel continua serd de, no maximo, metade da precisdo com que os dados sao
medidos. Assim, no exemplo precedente, supusemos que a precisdo da medida era de
centésimos de milimetros; segue-se que os resultados apresentados com essa preciso serdo,
na verdade, valores aproximados, e essa aproximagao sera de, no maximo, cinco milésimos
de milimetros para mais ou para menos. (!

Apbs observar as diferencas mencionadas entre as variaveis quantitativas discretas e
continuas, o leitor podera ficar surpreso ac verificar que as técnicas da Estatistica Descritiva
serao praticamente idénticas em ambos os casos. Isso se deve, no entanto, ao fato de,
formalmente, os dados referentes a varidveis discretas ou continuas serem analogos, pois
os valores da variavel continua serdao sempre apresentados dentro de um certo grau de
aproximagao. Assim, apenas na interpretagao e descrigao grafica dos resultados é que havera
diferencas a serem consideradas, conforme veremos.

A Estatistica Descritiva pode descrever os dados através de gréficos, distribui¢des de
freqliéncia ou medidas associadas a essas distribui¢des, conforme veremos a seguir.

1] Uma excegdo seria, por exemplo, o caso da variavel idade, medida em anos completos. Um valor como
18 corresponderia ao intervalo 18 |— 19.
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2.2 TECNICAS DE DESCRICAO GRAFICA

O primeiro passo para se descrever graficamente um conjunto de dados observados é verificar
2s_frequéncias dos diversos valores existentes da variavel.

Definimos a freqiiéncia de um dado valor de uma variavel (qualitativa ou quantitati-
va) como o namero de vezes que esse valor foi observado. Denotaremos a freqaéncia do
i-ésimo valor observado por f;. Sendo 7 o numero total de elementos observados, verifica-
se imediatamente que

I-lf n, (2- 1)
onde £ € o nimero de diferentes valores existentes da variavel.

A associagao das respectivas freqliéncias a todos os diferentes valores observados de-
fine a distribuicdo de_fregiiéncias do conjunto de valores observados. Alternativamente,
poderemos usar as fregiéncias relativas. Definimos a freqiiéncia relativa, ou proporgao de
um dado valor de uma variavel (qualitativa ou quantitativa), como o quociente de sua
freqiiéncia pelo namero total de elementos observados. Ou seja, denotando por p;a freqiiéncia
relativa ou propor¢ao do /~ésimo elemento observado, temos

= L (2.2)
E claro que

Thpi=1 (2.3)

2.2.1 Descricdo gréafica das varidveis qualitativas

No caso de varidveis qualitativas, a descri¢ao grafica é muito simples, bastando computar
as freqiiéncias ou freqiiéncias relativas das diversas classificagdes existentes, elaborando, a
seguir, um gréfico conveniente. Esse grafico podera ser um diagrama de barras, um diagrama
circular ou outro qualquer tipo de diagrama equivalente.

Tomemos, como exemplo, um grupo de 135 candidatos a vagas em um curso de pés-
graduagdo, classificados segundo sua formagao especifica de graduagdo, conforme a
Tab. 2.1. As duas colunas referentes ao nimero de pessoas contém, respectivamente, as

EYE !w T ',1 (F & &-‘)/gobspe&ﬁ’dhw‘duaﬁo 1'; , o

_ Namero de pessoas
Formagao .

Frequéncias %
Engenheiros 38 28,1
Economistas 30 22,2
Adminjstradores 35 25,9

Contadores 15 11,1 N

Outros 17 12,7
Total 135 100,0
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Administradores
Contadores
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freqliéncias e as freqliéncias relativas, dadas em porcentagens, em que a formagio académica
se distribui entre esses candidatos. A varidvel qualitativa considerada no presente exemplo
é dada por essa formagao, e as freqiiéncias relativas observadas definem a distribuigao de
freqGéncias que essa variavel apresentou.

Esses dados podem ser graficamente representados de diversas formas. Assim, na Fig.
2.1, eles estao representados por meio de um diagrama de barras e, na Fig. 2.2, por um
diagrama circular. A vantagem da representagdo grafica estd em possibilitar uma rapida
impressao visual de como se distribuem as freqiiéncias ou as fregiiéncias relativas no conjunto
de elementos examinados.

Entretanto ha a mencionar ainda a possibilidade de se considerarem distribuigdes
segundo outros critérios que nao propriamente a freqiéncia ou a freqiiéncia relativa das
observagdes. Como exemplo, tomemos as superficies das cinco regides geograficas que

Administradores: Economistas:
25,9% 22,2%

Contadores:
11,1%

- Engenheiros:
28.1%

Figura 2.2 Diagrarna circulsr.
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compdem o Brasil, apresentadas na Tab. 2.2, conforme dados do IBGE (Instituto Brasileiro
de Geografia e Estatistica). Calculando-se as porcentagens correspondentes, pode-se construir
o diagrama circular dado na Fig. 2.3.

Tabela 2.2 Regioes geogréficas do Brasil
Regido Superficie (km?)
Norte 3.869.637,9
Cenmro-oeste 1.612.077.2
Nordeste 1.561.177,8
Sudeste 027.286,2
Sul 5772140
Total 8.547.393.1

Figura 2.3 Diagrama circular.

Sudeste
10.8%

Centro-oeste
KT 18.9%

2.2.2 Descricao gréfica das variaveis quantitativas discretas

No caso das varidveis quantitativas discretas, a representagao grafica sera também, nor-
malmente, feita por meio de um diagrama de barras. A diferenga em relagéo ao caso ante-
rior esta em que, sendo a variavel quantitativa, seus valores numéricos podem ser representa-
dos num eixo de abscissas, o que facilita a representagdo. Note-se que, aqui, existe uma enu-
merac¢ao natural dos valores da variavel, o que nao havia no caso das variaveis qualitativas.

A construgdo do diagrama de barras é feita semelhantemente ao exemplo anterior,
desde que se disponha da tabela de freqiiéncias. Esta, por sua vez, pode ser facilmente
construida se conhecemos todos os valores da varidvel no conjunto de dados. Como iremos
marcar no eixo das abscissas os valores da variavel, resulta que, nesse caso, as barras do
diagrama serao verticais.
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Vamos, a titulo de exemplo, representar graficamente o conjunto dado a seguir, cons-
rituido hipoteticamente por vinte valores da varidvel “nimero de defeitos por unidade”,
obtidos a partir de aparethos retirados de¢ uma linha de montagem. Sejam os seguintes os
valores obtidos:

2 4 2 1 2
3 1 0 S 1
0 1 1 2 0
1 3 0 1 2

Usando a letra x para designar os diferentes valores da variavel, podemos construir a
distribuigao de freqiiéncias dada na Tab. 2.3, a partir da qual elaboramos o diagrama de
barras correspondente, dado pela Fig. 2.4.

Tabela 2.3 Diswibuigio de freqiiéncias
X S 4
0 4 0,20
1 7 0.35
2 S 0,25
3 2 0,10
4 1 0,05
5 1 0,08
20 1,00

O diagrama de barras, conforme ja mencionamos, mostra a distribuigio das freqtiéncias
no conjunto de dados. Tratando-se de varidveis quantitativas, uma outra forma de
representagao grafica é também possivel, tendo, s vezes, interesse, com base nas fFegaéncias

Figurs 2.4 Diagrems de P
'bar-ras. A

X

0O 2N W d O o N
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acumuladas, as quais denotaremos por £;. A freqiiéncia acumulada, em qualquer ponto do
eixo das abscissas, é definida como a soma das freqiiéncias de todos os valores menores ou
iguais ao valor correspondente a esse ponto. Analogamente. teriamos as freqliéncias relativas
acumuladas.

Tabela 2.4 Frequéncias e freqli€ncias relativas acumuladas
X F; Pl

0 4 0,20

1 11 0,55

2 16 0,80

3 18 0.90

4 19 0,95

S 20 1,00

Voltando ao exemplo, podemos facilmente verificar que as freqiéncias e as freqiiéncias
relativas acumuladas correspondentes aos valores notaveis da variavel sdo as dadas na
Tab. 2.4. A partir dessa tabela, foi construido ¢ grdfico das freqiéncias acumuladas, dado
na Fig. 2.5.

f Figura 2.5 Gréfico das freqoéricies acumuladss.
A
R T
"""""""""""""""""""""" T— H
- i i : §
.................... —_— : g i
10 : 5 5 : :
T SR T
: : 5 : : : -
) 1 2 3 4 S

2.2.3 Descricdo grafica das variaveis quantitativas continuas —
classes de freqiiéncias

No caso das variaveis quantitativas continuas, o procedimento até a obtengao da tabela de
frequéncias pode ser analogo ao visto no caso anterior. Entretanto o diagrama de barras
nao mais se presta a correta representagao da distribuigao de freqiiéncias, devido a natureza
continua da variavel. Examinemos um exemplo: tomemos a amostra a seguir, constituida
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por 25 valores da varidvel “didmetro de pegas produzidas por uma maquina~, dados em
milimetros:

21,5 214 218 21,5 21,6
21,7 21,6 21,4 21,2 21,7
21,3 21,5 20,7 214 214
21,5 219 21,6 21,3 215
121,47 21,5 21,6 21,9 21,5

Na Tab. 2.5 temos esses mesmos dados organizados em termos de fregiiéncias e de
freqiéncias relativas, simples e acumuladas.

Tabela 2.5 Distribuigio das freqiéncias e das freqiéncias acumuladas
X fi F pi P
21,2 1 1 0,04 0,04
21.3 2 3 0,08 0,12
21,4 5 8 0,20 0,32
21,5 7 15 0,28 0,60
21,6 4 19 0,16 0,76
21,7 3 22 0,12 0.88
21,8 1 23 0,04 0,92
21,9 2 25 0,08 1,00
25 1,00

Ao passarmos a representagao grafica, porém, devemos lembrar a correta interpretagio
dos valores das varidveis continuas. Assim, por exemplo, sabemos que a freqiiéncia 5
associada ao valor 21,4 significa, na verdade, que temos cinco valores compreendidos
entre os limites 21,35 e 21,45, que foram aproximados, no processo de medigao, para
21,4. Logo, uma representa¢io grafica correta devera associar a freqiéncia 5 ao intervalo
21,35—21,45. Isso se faz por meio de uma figura formada com retdngulos cujas areas
representam as freqliéncias dos diversos intervalos existentes. Tal figura chama-se hisco-
grama. Na Fig. 2.6, temos o histograma cormrespondente ao presente exemplo.

Vemos que, no caso das varidveis continuas, as freqiiéncias serdo, na verdade, associadas
aintervalos de variagio da variavel e ndo a valores individuais. A tais intervalos chamaremos
classes de freqi@éncias. As classes de freqliéncias sao comumente representadas pelos seus
pontos médios, conforme vimos no presente exemplo.

Uma outra representa¢ao grafica que, como o histograma, pode ser feita no caso de
variaveis continuas é dada pelo poligono de fregiéncias, que se obtém unindo-se os pontos
médios dos patamares. Para completar a figura, consideram-se duas classes laterais com
frequiéncia nula.?] Na Fig. 2.7, temos o poligono de freqiiéncias correspondente a0 histograma
visto, o qual é reproduzido em linhas interrompidas.

12 Uma excegdio bastante comum a essa regra aparece no caso de varidveis essencialmente positivas cujo
histograma se inicia no valor zero, pois ndo haveria sentido em se considerar um intervalo com valores negativos.
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f Figura 2.6 Histograma do exemplo spresentsdo no texto.
A

7

6

S

4

3

24

1 s

0- P . . PSR P

212 21,3 21.4 215 216 21.7 21,8 21.8

Podemos ainda construir o poligono de_frequéncias acumuladas. Este é tragado sim-
plesmente verificando-se as freqiiéncias acumuladas ao final de cada uma das classes. Pode
ser construido em termos das freqiéncias ou frequéncias relativas. O poligono de freqliéncias
relativas acurnuladas correspondente ao presente exemplo é dado na Fig. 2.8, tendo sido
obtido a partir das freqliéncias relativas acumuladas dadas na Tab. 2.5.

No exemplo anterior vimos que, no caso das varidveis continuas, a consideragdo de
classes de frequéncias é fundamental para a correta representagao grafica: Naquele exemplo,
as classes consideradas tinham por pontos médios os préprios valores originais do conjunto
de dados disponiveis. Ou seja, as classes surgiram naturalmente ¢como decorréncia da
interpretagio dos valores da variavel continua. Essas classes, no exemplo visto, foram
suficientes para a obtengio de uma representagao grafica satisfatoria.

Muitas vezes, entretanto, uma representagdo satisfatéria dos dados somente ¢
conseguida pelo seu agrupamento em classes de freqliéncias que englobam diversos valores

F Figura 2.7 Pofigono de frequénciss.
A
5 o :
: A
4 * A
L N\
1 - ; NN\
0 /{ { I— | s

- . = X
21.1 21.2 21.3 21,4 21,5 21.6 21,7 21,8 21,9 220
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P’ Figura 2.8 Poligono de freqoéncias relstivas scumuladss.
A

1.0 _--..--...-.... -------------------------------------------------

0.7
0.6
0.5
0.4
0,3 1
0.2
0.1

. M P

21,15 21,25 21.35 2145 21,55 2165 21,75 21.85 2195

da varidvel. A freqiéncia de cada classe serd, nesse caso, igual a soma das freqiiéncias de
todos os valores existentes dentro da classe. !

O procedimento descrito corresponde a uma diminui¢do proposital da precisao com que
o0s dados foram computados. Ou seja, propositalmente deixamos de lado uma parcela da
informagdo ¢ontida nos dados originais tendo em vista obter uma representagao mais
adequada.

O problema pratico a resolver, em tais casos, € 0 de determinar qual o namero de
classes a constituiz, qual o tamanho ou amplitude dessas classes ¢ quais os seus limites. £
claro que, por simplificagdo, recomenda-se, em muitos casos, a construgio de classes de
mesma amplitude. Usaremos a seguinte notagao:

n, nimero total de dados disponiveis;
&, numero de classes;
£, amplitude das classes, quando supostas todas iguais.

A questdo do nimero de classes é teoricamente controvertida. Diversos autores apre-
sentam solugoes diferentes. Entretanto, com um pouco de bom-senso e experiéncia, chega-
se sem grande dificuldade a valores satisfatdrios para £, £ ¢ para os limites das classes. A
obtengao de solugdes simples €, em geral, desejavel. A Fig. 2.9 € um diagrama que pode ser
usado para a determinagao do namero aproximado de classes, fornecendo resultados
satisfatorios em muitos casos. Entretanto ndo se recomenda o agrupamento em classes
quando o namero de valores € muito pequeno, digamos, menor que 25.

Pl Esse procedimento também pode ser aplicado no caso de variaveis discretas, a fim de se obter uma
representagao mais conveniente.



ESTATISTICA DESCRITIVA

18

I

16 RARARRARE;
m

14

12

=y
[w]

Nomero de classes
©

6
H 10
4
I
3 H { i
1 IHII-‘ 1
i
iy
04 2 345 10 20 50 100 .200 - 500 1000

Nimero de lefturas

Figura 2.8 Diagrama para a determinagdo do nimero de classes de freglénciss.

Vvamos definir a amplitude do conjunto de dados como sendo a diferenca enire o maior
¢ 0 menor dos valores observados. Vamos designa-la por . E claro que, uma vez fixado &,
resulta

h

n
x|

Entretanto é importante notar que a amplitude das classes nao devera ser fracionaria
em relagéo a precisdao com que os dados sdo apresentados, pois isso impossibilitaria uma
correta subdivisdo em classes.
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Notemos também que os limites das classes sdo, muitas vezes, apresentados sob formas
que nao correspendem ao significado real dos valores contidos na classe. Dizemos, entio,
que temos /imites aparentes. Em tais ¢asos, pode ser conveniente a determinagao dos limites
reais das classes. Essa questao sera ilustrada no exemplo que damos a seguir.

Tomemos como exemplo o conjunto de valores que segue, que SUpOremos sejam cin-
qiienta determinagdes do tempo (em segundos) gasto por um funcionario para preencher
um certo tipo de formulario:

61 65 43 53 35 51 58 55 59 56
52 53 62 49 68 51 50 67 62 64
83 56 48 50 61 44 64 53 54 55
48 54 57 41 54 71 57 53 46 48
5§ 46 57 54 48 63 49 55 52 51

E facil ver que a distribuicdo de frequéncias diretamente obtida a partir desses dados
seria dada por uma tabela razoavelmente extensa. A representagao grafica dessa distribuigzo,
apresentada na Fig. 2.10, deixa de ser conveniente para esses dados.

Figura 2.10
Histogrema dos f
dados nao- A
agrupados em
classes.

S

4

3

2 —

1 o

0 X

Vamos agora adotar um agrupamento com sete classes de amplitude %2 = 5. Na Tab. 2.6
sdo dados os limites das classes ¢ as freq@iéncias respectivas.(*) Nessa tabela, apresentamos
os limites das classes dados de trés maneiras equivalentes. As duas primeiras s@o formas
usualmente empregadas e correspondem a limites aparentes. A terceira indica os limites
reais dessas classes. Note-se que ndo ha possibilidade de divida quanto a classe & qual
cada elemento pertence. ‘

[1] A maneira mais simples de obter as freqGéncias das classes a partir do conjunto de dados &, a nosso ver,
percorrendo os dados uma Gnica vez e assinalando, para cada classe, os elementos nela contidos.
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Tabela 2.6 Agrupamento em classes de freqliéncias
Classes
Limites aparentes - . fi
Primeira notagdo | Segunda notagao Limites reals

4045 40— 44 39,5—44.5 3
4550 45—49 44,5 —49.5 8

50 55 50— 54 49,5 — 54,5 16
5560 55--59 54,5 — 59,5 12

60 65 60 — 64 59,5 —64,5 7
65170 65 — 69 64,5 — 69,5 3
7075 70—74 69.5 — 74,5 1

50

O histograma e o poligono de freqiéncias correspondentes ao agrupamento feito sio
dados na Fig. 2.11. Vemos que essa representagdo grafica é muito mais apropriada do que
a anteriormente obtida. [¥]

f Figura 2.11 Representagdo grafica dos dados agrupados.

.- \
o /

2] / \\\
1L

335 445 495 545 9595 645 695 745

151 Muitas vezes, o poligono de freqiiéncias obtido sugere o tragado de uma curva continua. Em outras
palavras, se os dados provém de uma amostra. ¢les estdo sugerindo qual seria. aproximadamente, a
distribuicdo da populagdo, para a qual poderiamos adotar algum modelo ideal de distribuigdo. Um
modelo freqientemente usado € o da distribuicao normal, estudada pelo Calculo de Probabilidades e
apresentada no Ap. 1.
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2.2.4 Exercicios de aplicacdo

1.

Os dados que seguem representam as idades, em anos completos, de todas as criangas
atendidas em um certo dia por um posto de puericultura. Construa ¢ histograma, o
poligono de frequéncias e o poligono de freqGéncias acumuladas para esses dados.

1 4 0 1 1 7 3 2 0
0 1 4 0 5 2 1 3 3

Durante o més de setembro de certo ano, o nimero de acidentes por dia em certo trecho
de rodovia apresentou a seguinte estatistica:

2 0 1 2 3 1 6 1 0 0
1 2 2 1 2 0 1 4 2 3
o] 1 0 2 1 2 4 1 1 1
Represente graficamente esses dados por meio de dois diagramas distintos.

Construa o poligono de freqliéncias relativas acumuladas para os dados da Tab. 2.6.

Temos a seguir as notas médias obtidas por oitenta candidatos a um exame vestibular.
Agrupe convenientemente esses valores em classes de igual amplitude e construa os
correspondentes histograma, poligono de freqiiéncias e poligono de freqiiéncias relativas
acumuladas.

64 73 44 10 43 31 951 4 25 53
51 36 47 45 65 79 58 45 54 73
28 38 42 49 19 49 65 32 33 11
57 25 39 2 40 22 5 60 44 3
8 3 65 50 38 9 56 21 9 57
15 28 48 47 68 6 34 12 65 28
59 8 54 84 45 39 41 43 41 38
52 63 40 16 52 44 46 59 22 15

De uma analise de balango em cinqilenta industrias, obtiveram-se os valores seguintes
para seus coeficientes de liquidez. Agrupe os dados em classes de igual amplitude e
construa o histograma, o poligono de freqliéncias e o poligono de freqliéncias relativas
acumuladas. .

29 75 50 11,6 27 79 188 38 85 4.4
129 33 74 63 26 69 56 124 160 2,7
63 44 131 48 10,0 04 55 162 23 95
45 106 32 87 90 39 92 84 08 46
156 71 178 45 10,5 53 11,8 23 24 7,5
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2.3 CARACTERISTICAS NUMERICAS DE UMA DISTRIBUICAO
DE FREQUENCIAS

Além da descrigdo grafica, muitas vezes é necessario sumariar certas caracteristicas das
distribuigdes de freqiéncias por meio de certas quantidades que iremos estudar a seguir.
Tais quantidades sdo usualmente denominadas de medidas da distribui¢ao de freqiiéncias.
por procurarem quantificar alguns de seus aspectos de interesse.

Temos, assim, as chamadas medidas de posi¢do, de dispersdo, de assimetria e de
achactamento ou curtose. As medidas de posigdo e de dispersdo sao, sem duvida, as mais
importantes, tendo grande aplica¢do em problemas de Estatistica Indutiva. Como veremos,
servem para localizar as distribuigdes e caracterizar sua variabilidade. As medidas de
assimetria e de achatamento ajudam a caracterizar a forma das distribuigoes.

2.3.1 Medidas de posicao

As medidas de posi¢ao servem para localizar a distribui¢do de freqiiéncias sobre o eixo de
variagao da varidvel em questdo. Estudaremos trés tipos de medidas de posicao: a média, a
mediana e a moda.

A média e a mediana, como veremos, indicam, por critérios diferentes, o centro da
distribui¢ao de fregliéncias. Por essa razao, costuma-se dizer também que sao medidas de
tendéncia central. A moda, por sua vez, indica a regido de maior concentragao de freqiiéncias
na distribuicao.

A média (aritmética)
Podemos definir varios tipos de média de um conjunto de dados. Neste texto, vamos nos

preocupar exclusivamente com a média aritmética, de todas a mais usada, a qual denotaremos
por X, sendo x; os valores da variavel. (]

Sendo x; (f = 1, 2, ..., n) o conjunto de dados, definimos sua média aritmética ou,
simplesmente, média, por

¥ = 2?:1 xi
X= =L (2.4}

'E facil verificar que, se os dados estiverem dispostos em uma tabela de freqiiéncias
formada por £ linhas, poderemos obter X por

£y f;
X = z‘:lnxl = Zf-lxipf" (2.5)

11 Qutros tipos de média séo a média geométrica, 7, a média harménica, X5, ¢ a média ponderada, X, dadas

por
Xy =8x, Xy Xn.
- n
eI
izt 1y
= _ZlGXi
= Ziz G0l

» .
2,"'. 16
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Por outro lado, considerando uma distribuigao por classes de freqiiéncias, podemos
definir sua média como o valor obtido pela aplicagao da expressao (2.5), substituindo os x;
pelos pontos médios das classes e considerando 0s f; (ou p7) como as respectivas freqiiéncias
{ou freqiéncias relativas). A média assim calculada para os dados agrupados em classes
devera ser aproximadamente igual a média aritmética exata dos n dados originais.

Dentre as propriedades da média, podemos destacar as seguintes:

a) multiplicando-se todos os valores de uma variavel por uma constante, a média do
conjunto fica multiplicada por essa constante;

b) somando-se ou subtraindo-se uma constante a todos os valores de uma variavel,
a média do conjunto fica acrescida ou diminuida dessa constante.

Utilizando as propriedades citadas, podemos introduzir simplificagdes no calculo da
média, o que sera particularmente Util se os valores x; forem elevados e o calculo precisar
ser feito manualmente. Como hoje é muito comum dispor-se de calculadoras eletrdnicas ou
softwares que realizam esses calculos, ndo nos preocuparemos com essa questdo. Entretanto,
no Ap. 2, ilustramos de que forma esse cilculo poderia ser simplificado mediante uma
codificagdo dos dados.

Como exemplo, vamos calcular a média da distribuigdo em classes de freqiéncias dada
na Tab. 2.6. As classes e as respectivas freqiiéncias s2o reproduzidas na Tab. 2.7.

O e , TR N
Class&s

(limites reais) Ji i xifi
39,5—44,5 3 42 126
44,5 — 49,5 8 47 376
49,5 — 54,5 16 52 832
54,5 —59,5 12 57 689
59,5— 64,5 7 62 434
64,5 — 69,5 3 67 201
69,5 —745 1 72 72

50 2.725

Aplicando (2.5), temos
go2Xfi (2725 o, 5
n 50

A média caracteriza o ¢entro da distribuigdo de freqléncias, sendo, por isso, uma medida
de posigdo. Em uma analogia de massas, a média corresponderia ao ¢entro de gravidade da
distribuigao de freqiiéncias.
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A mediana (/d)

A mediana é uma quantidade que, como a média, também procura caracterizar o centro da
distribuigao de frequéncias, porém de acordo com um critério diferente. Ela é calculada com
base na ordem dos valores que formam ¢ conjunto de dados.

Definimos a mediana de um conjunto de n valores ordenados. sendo n impar, como
igual ao valor de ordem (7 + 1)/2 desse conjunto. Se » for par, a mediana poderia ser
definida como qualquer valor situado entre o de ordem 7/2 e o de ordem (n/2) + 1. Por
simplificagao, para n par, consideraremos a mediana como o valor médio entre os valores
de ordem n/2 ¢ (n/2) + 1 do conjunto de dados.

Vemos que a idéia ligada ao conceito de mediana é dividir o conjunto ordenado de
valores em duas partes com igual nimero de elementos.

De acordo com a definigao precedente, a mediana dos nove valores ja ordenados,
35 36 37 38 40 40 41 43 46,
é igual a 40. E a mediana dos oito valores ja ordenados,
12 14 14 15 16 16 17 20,
éigual a 15,5.

Considerando, agora, uma distribui¢do em classes de freqiiéncias, podemos calcular
um valor para sua mediana pela expressao

md=L,.+(n_/2)_—_F£

= hogn (2.6)

sendo

L; o limite inferior da classe que contém a mediana;

n o numero de elementos do conjunto de dados;

F, asoma das freqiéncias das classes anteriores & que contém a mediana;
JSma @ freqiiéncia da classe que contém a mediana; e

hma a amplitude da classe que contém a mediana.

A expressdo (2.6) resulta da definigdo anterior, admitindo-se que os valores observados

da varidvel tenham se distribuido homogeneamente dentro das diversas classes. Como
exemplo, temos, para os dados da Tab. 2.6,

L,;=495 n=30 Fy=11 f,=16 k=5

o md =495+ 25’1;115 =52,875.

A mediana pode ser usada como alternativa, em relagao & média, para caracterizar o
centro do conjunto de dados. Em certos casos, efetivamente, seu uso é mais conveniente.
Por exemplo, no caso de distribuigdes de rendas, a mediana é, em geral, melhor indicador
central que a média, pois nao softe a influéncia de valores extremos. Como ilustragio,
imaginemos um conjunto de doze pessoas com as seguintes rendas mensais:

2.500 2.700 3.000 3.200
3.300 4.200 4.800 5.000
5.500 6.000 7.000 80.000
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A média desses doze valores € 10.600, 20 passo que sua mediana € 4.500, ndo tendo
sido influenciada pelo valor extremo 80.000, muito distanciado em relagdo aos demais.
vemos, nesse caso, que a mediana fornece uma melhor idéia do centro da distribuicao de
rendas do que a média.

Também no caso de distribuicdes de freqiiéncias que apresentam nos extremos classes
abertas (do tipo “menor que” ou “maior que™), a2 mediana deve ser usada, a0 invés da
média, para a caracterizagio do centro da distribuicdo, pois. em tais casos, o calculo da
média ndo pode, a rigor, ser executado.

A mediana de uma distribui¢do em classes de freqiiéncias pode ser geometricamente
interpretada como o ponto tal que uma vertical por ele tragada divide a drea sob o histograma
em duas partes iguais.

A [déia de mediana, como vimos, € a de dividir o conjunto ordenado de dados em dois
subconjuntos com igual namero de elementos. Essa idéia pode ser generalizada. Temos,
assim, os chamados quartis (@, @>. ©3), cuja idéia é dividir o conjunto ordenado de valores
em quarro subconjuntos com igual nimero de elementos. Sua determinagao seria feita de
modo semelhante & da mediana. O segundo quartil @,, obviamente, é a propria mediana.
Além dos quartis, poderiamos considerar os percentis ou, genericamente, quaisquer fFaceis.

A moda (my)

Definimos a moda (ou modas) de um conjunto de valores como o valor (ou valores) de
maxima freqiiéncia. Assim, no exemplo da Tab. 2.3, a moda é 1 e, no caso da Tab. 2.6, a
classe modal é a 49,5 — 54,5.

No caso de distribuigdes de freqliéncias em classes de mesma amplitude, é comum
definir-se também a moda como um ponto pertencente a classe modal, dado por

- d‘
”70_11+d1+d2h' (2.7

sendo

L; o limite inferior da classe modal,

d, adiferenga entre a freqiiéncia da classe modal e a da classe imediatamente
anterior,

d; a difg.renga entre a freqliéncia da classe modal e a da classe imediatamente
seguinte, e

k  aamplitude das classes.[")

Como exemplo, temos, para 0s dados da Tab. 2.6,
;=495 d;=16-8=8 d,=16-12=4 A=5

8 5.
"My = 49,5+ 2—5=52,833.

A moda é uma medida de posi¢ao, pois indica a regido das maximas freqiiéncias.

(] Esse procedimento tem a limitagio de pressupor a existéncia de uma {inica classe modal ndo-situada num
dos extremos da distribuigio de frequéncias.
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Relagao empirica entre média, mediana e moda
A seguinte relagao empirica em geral subsiste aproximadamente para os conjuntos de dados
observados:
¥-my=3% -md). (2.8)
Essa expressao pode ser apresentada sob diversas formas e indica geometricamente
que a mediana situa-se entre a média e a moda, sendo sua distancia a moda o dobro de sua

distancia 8 média. Sua verificagdo na pratica tende a ser mais perfeita para conjuntos maiores
de dados e sendo a moda calculada com base em dados agrupados em classes de freqiiéncias.

2.3.2 Exercicios de aplicacao

1. Determine a média, a mediana e a moda dos seguintes conjuntos de valores:
a 23 21 15 19 30 1,7 1,2 21
25 13 20 27 08 23 21 17
by 37 38 33 42 35
44 36 28 37 35
33 40 36 35 37

2. Calcule a média, a mediana e a moda da seguinte distribuigao de freqiiéncias:

Classes Frequiéncias
80 — 92 1
93 — 95 2
96 — 98 4
99 — 101 3
102 — 104 6
105 — 107 9
108 — 110 5
111 — 113 4
114 — 116 2
117 — 119 2
120 — 122 2
40 A

3. Determine a média, a mediana e a moda para os exercicios do item 2.2.4, usando os
agrupamentos feitos. Compare os resultados obtidos com os dados, no intuito de verificar
se $30 razodveis.

2.3.3 Medidas de dispersac

A informagdo fornecida pelas medidas de posicio necessita em geral ser complementada
pelas medidas de dispersdo. Estas servem para indicar o quanto os dados se apresentam
dispersos em torno da regido central. Caracterizam, portanto, ¢ grau de variagdo existente
no conjunto de valores. As medidas de dispersdo que nos interessam sio a amplitude, a
varigncia, o desvio-padrao e o coeficiente de variagdo.l®!
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A amplitude (R)

A amplitude, ja mencionada no item 2.2.3, € definida como a diferenga entre o maior e 0
menor valores do conjunto de dados:

R = Xpax = Xun- (2.9)

E claro que o valor de R esta relacionado com a dispersao dos dados. Entretanto, por
depender de apenas dois valores do conjunto de dados, a amplitude contém relativamente
pouca informagdo quanto 2 dispersio. Salvo aplicagdes no controle da qualidade, a ampli-
tude ndo é muito utilizada como medida de dispersao.

A varidncia (s%)
A varidncia de um conjunto de dados é dada por

Ehx = X)¢ .

-
sS(x)=s = g

(2.10)

Se os dados estiverem dispostos em uma tabela de freqiiéncias, poderemos obter s2 por

- zful(xi _E)z-f}
53' e (2.11)

Na defini¢do acima, estamos considerando implicitamente que os dados se referem a
uma amostra. Caso e¢sses dados representassem toda uma populagao, a divisao deveria ser
feita por » ¢ nao por n - 1. A variancia seria, entio, o desvio quadratico médio, ou a média
dos quadrados das diferengas dos valores em relagéo a sua propria média.

A razao pela qual utilizamos n - 1 no denominador da varidncia de dados provenientes
de amostras deve-se a motivos que veremos no Cap. 4, ligados aos problemas da Estatistica
Indutiva.

Por outro lado, analogamente ao que foi visto no caso da média, se os dados constituirem
uma distribuigo por classes de freqliéncias, poderemos calcular sua variancia pela expressao
{2.11), onde x; sdo os pontos médios das classes e /; as respectivas freqiiéncias. A variancia
assim calculada para 0s dados agrupados em classes devera ser aproximadamente igual a
varidncia exata dos » dados originais.[‘]

18] Entre outras medidas de dispersio que, pela sua menor utilizagio, no serdo ratadas neste texto, podemos
citar o desvio médio, Id| = 37.,;;~ X |/n, e a amplitude interquartil, Qs - ;. O desvio médio &, em geral,
aﬁroximadamente igual a 0,8 vezes o desvio-padrio.

%] A rigor, a variincia calculada com base nos dados agrupados tende a ser ligeiramente superior a calculada
com base nos dados originais, em especial no caso de distribuigdes unimodais aproximadamente simétricas.
Isso porque, nesses casos. a tendéncia real em cada classe é a de que os valores originais do conjunto de
dados se situem com mais freqGéncia na metade da classe mais préxima da moda da distribuiggo, a qual
deverd ser proxima da média. Ora, ao substituir todos os valores originais da classe pelo seu ponto médio,
iremos. em geral, majorar a soma dos quadrados das diferengas em relagdo a soma referente a essa classe.
Uma tentativa no sentido de corrigir essa tendéncia é feita pela chamada corregdo de Sheppard para a variandia,
aqual, em primeira aproximagio, indica que se deve subtrair #%/12 da varidncia calculada com base nos dados
agyupados, Tal consideracao é baseada em distribuigdes aproximadamente normais. Para maiores esclarecimentos,
veja, por exemplo, a Ref. 16. Na Ref. 4 s3o tratados casos que se distanciam da normalidade.
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Como exemplo, vamos executar o calculo da varidncia de um conjunto pequeno de
dados, formado pelos cinco valores seguintes:

15 12 10 17 16

E facil ver que X = 14. A Tab. 2.8 mostra o calculo do numerador de sZ. Logo.

T
| Tabela 2.8 Caloulo de X (x;- %)
X; X=X (=X
15 1 1
12 -2 4
10 -4 16
17
16 2
34

Deve-se, no entanto, notar que as expressdes (2.10) e (2.11) n3o s3o, em geral, as
mais apropriadas para o calculo da varidncia, pois X, contrariamente 20 que OCOIreu no
exemplo anterior, é quase sempre um valor fracionario, 0 que viria a dificultar o cdlculo
manual das quantidades (x; - X)?, além de introduzir, possiveimente, um erro sistematco.
Notando que

T X = x - 2%, + X)) =S xF - 2X S +nxt =

2 2
=Zx,«2-22—:"—le +,,[_Z:_:J =Y x?- (Zx)”

n

[10]

podemos substituir a expressao (2.10) pela forma abaixo, em geral mais conveniente para
o calculo pratico:

_Eax-(Shax) /n

Z 2.12
st ) (2.12)
Da mesma forma, a express3o (2.11) pode ser escrita
2
Si _ Zf.ﬂxzﬁ—-(}:f.lz,-.ﬁ) /n . (2.13)

n-1

119 0 termo (T x3)/n pode também ser escrito nas formas Xx; ou %2, mas a do texto &, em geral, a mais
conveniente.
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A variancia tem, entre outras, as seguintes propriedades:

a) multiplicando-se todos os valores de uma varidvel por uma constante, a variancia
do conjunto fica multiplicada pele quadrado dessa constante;

b) somando-se ou subtraindo-se uma constante a todos os valores de uma variavel,
a variancia nao se altera.

Essas propriedades permitem introduzir simplificagdes tteis no calculo da variancia.
Uma delas, é claro. consiste em subtrair de todos os valores do conjunto de dados uma
constante conveniente antes de se realizar o calculo, pois, pela segunda propriedade, o
resultado ndo sera afetado.

A codificacdo dos dados, apresentada no Ap. 2, é também Uil na simplificacdc dos
cilculos, quando executados manualmente.

Como exemplo, vamos calcular a variancia da distribuicdo em classes de freqliéncias
dada na Tab. 2.6, para a qual ja calculamos a média. Para tanto, basta acrescentarmos uma
coluna a Tab. 2.7, na qual serdo calculados os valores de x? £ pelo produto direto das
colunas x; e x;_fi. A Tab. 2.9 ilustra esse célculo. Logo,

o S fi-(Ex /) In _150.775-(2.725 /50
* n-1 49

A varidncia ¢ uma medida de dispersao extremamente importante na teoria estatistica.
Do ponto de vista pratico, ela tem o inconveniente de se expressar numa unidade quadratica
em relagdo 4 da varidvel em questao. Esse inconveniente € sanado com a definigao do
desvio-padrio.

=46,17.

Tabela2.9 Clawlodavariincia . i uuictc &R
aumd;sfsfeals) S X xufi A
39.5— 44,5 3 42 126 5.202
44,5—49,5 8 47 376 17.672
49,5545 16 52 832 43.264
54,5— 59,5 12 57 689 38.988
59,5 — 64,5 7 62 434 26908
64,5— 69,5 3 67 201 13.467
69,5 — 74,5 1 72 72 5.184
50 2725 | 150.775

O desvio-padrio (s)

Definimos o desvio-padrdo como a raiz quadrada positiva da varidncia. O calculo do desvio-
padrao é feito através da varisncia, ou seja,

Sy=tys? . (2.14)



28 ESTATISTICA DESCRITIVA
- - ... - . - --. - - - - - - - - -

0O desvio-padrao se expressa na mesma unidade da variavel, sendo, por isso, de maior
interesse que a variancia nas aplicagdes praticas. Além disso, ele é mais realistico para
efeito da comparagdo de dispersdes.

Relagao empirica entre desvio-padrao e amplitude

Na quase totalidade dos casos praticos, o desvio-padrdo supera um sexto da amplitude e
inferior a um tergo da amplitude, isto €,

§<s<§. (2.15)

Essa relagdo ¢ util até mesmo para a verificagao de erros grosseiros no calculo do
desvio-padrdo. Nesse exemplo resolvido, temos

R=71-41=30"1 5=.4617 =6,7% §=°—0§4.4:

e esta verificada a relagao empirica.

O coeficiente de variagao (¢v)

O coeficiente de variagao € definido como o quociente entre o desvio-padrio e a média,
sendo freqlientemente expresso em porcentagem:

colx)= -‘;’-. (2.16)

Sua vantagem ¢é caracterizar a dispersao dos dados em termos relativos a seu valor
médio. Assim, uma pequena dispersdo absoluta pode ser, na verdade, consideravel quando
comparada com a ordem de grandeza dos valores da variavel e vice-versa. Quando consi-
deramos o coeficiente de variacdo, enganos de interpretagio desse tipo szo evitados.

Além disso, por ser adimensional, o coeficiente de variagao fornece uma maneira de se
compararem as dispersdes de varidveis cujas unidades sio irredutiveis. No exemplo visto,

S _ 679 4 125=12.5%.

o) =% =545

2.3.4 Exercicios de aplicacdo
Calcule as medidas de dispersdo acima vistas para os exercicios anteriormente propostos.
VAN

2.3.5 Momentos de uma distribuicdo de fregiiéncias*
Definimos 0 momento de ordem ¢ de um conjunto de dados como

I

n

M, (2.17)

[11) Notar que a amplitude das classes constituidas & 35. Sempre se verifica uma diferenga entre os dois
valores.
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Definimos 0 momento de ordem ¢ centrado em relagao a uma constante @ como

z?=1(xl' '_a)( .

MF =
e n

(2.18)

Especial interesse tem o caso do momento centrado em relagédo a X, o qual designaremos
simplesmente por momento centrado, dado por

.z!n=|(x[ - f){ .

m, =
’ n

(2.19)

Conforme ja vimos nos casos da média e da variancia, as expressoes precedentes podem
ser reescritas levando-se em consideragao as freqiiéncias dos diferentes valores existentes.
Temos, entao, respectivamente,

£
u, =Tl (2.20)
£
MF = ——-——Z"ﬂ("fn‘ N (2.21)
k —
m, = Zl':'l(xf -x)l../;‘ . (2.22)

n

Estas 1ltimas expressoes podem também ser usadas no caso de dados agrupados em
classes de frequéncias, analogamente ao visto em 2.3.1 e 2.3.5. E facil ver que

M1=f; m1=0;
_n-1 (2.23)
n

m 52

N

Interessa-nos particularmente saber calcular os momentos centrados de terceira e de.
quarta ordem. Aplicando-se a defini¢do e fazendo algumas transformagdes, chega-se as
expressoes

m +27°, (2.24)

= 2‘f/”ml 'rls -3x ZF:] x'fz
n n

-3x*. (2.25)

n 4 n
m = =1 Xy —4% zl”:l xfs + 6).-'2 Zi:] 'rlz
n n n

Havendo freqiiéncias a considerar, as expressdes equivalentes sdo as seguintes:

2 x3f Sk Rf
my = zr:lr‘:l,fL_sx 2’=1;;.'2-ﬁ +2x3‘ (2.26)
k £ 4
my = Zie1 :lﬁ-ﬁ —47 2 :'J Ji 672 zf&;'; Ji_azs 02, (2.27)

2 No calculo de m, para dados agrupados em classes, a corregio de Sheppard consiste em subtrair

$A%% < 4T A1
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2.3.6 Medidas de assimetria*

Essas medidas procuram caracterizar como e quanto a distribuicao de freqiéncias se afasta
da condigdo de simetria. As distribuicGes alongadas a direita sao ditas positivamente
assimétricas, ¢ as alongadas a esquerda, negativamente assiméiricas. As medidas de
assimetria, conforme sejam positivas, negativas ou aproximadamente nulas, procuram indicar
o tipo de distribui¢do quanto a esse aspecto. Na Fig. 2.12 sao mostrados os dois tipos de
assimetria.

Figura 2.12 — —

Assimetria

positiva e
assimetria
negstiva.

O momento centrado de terceira ordem pode ser usado como medida da assimetria de
uma distribui¢do. Entretanto € mais conveniente a utilizagio de uma medida adimensional,
0 que leva a defini¢do do coeficiente de assimetria, obtido pelo quociente de m; pelo cubo
do desvio-padrao, ou seja,

Positiva Negativa

as = T;; (2.28)

Esse coeficiente indica o sentido da assimetria e, sendo adimensional, pode ser usado
para comparar diversos casos. Seu calculo pode ser feito utilizando-se os dados codificados,
o que simplifica bastante o trabalho e n40 altera seu valor, pois a codificagdo afeta igualmente
o numerador e o denominador.

No exemplo que vimos acompanhando, referente aos dados da Tab. 2.6, reproduzidos
na Tab. 2.7, o calculo de m; exige apenas que se acrescente a essa ultima tabela mais uma
coluna para o calculo de x3_£.

No Ap. 2, mostramos ¢ calculo de m3 usando dados codificados, por razdes de
simplicidade de calculos, tendo resultado as = 0,310.

Outra medida da assimetria é dada pelo indice de assimetria de Pearson, definido
como segue:

A== (2.29)

No nosso exemplo, temos
X=545 m,=52833 s5,=679
.4 545-~52,833 _
~A= 575 =0,246.

Quando 4l < 0,15, podemos considerar a distribuicao como praticamente simétrica.
Por outro lado, costuma-se considerar a assimetria como moderada se 0,15 <4l < 1, e forte
se Al > 1.
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2.3.7 Medidas de achatamento ou curtose*

Como o proprio nome indica, essas medidas procuram caracterizar a forma da distribuigao
guanto a seu achatamento. O termo médio de comparagdo é dado pela distribuicao normal.
modelo teérico de distribui¢ao estudado pelo Caiculo de Probabilidades!'3]. Assim, quanto a
seu achatamento, a distribuicdo normal é dita mesocirtica. As distribuicdes mais achatadas
que a normal sdo ditas platicurticas e as menos achatadas sao ditas leptocdrticas. Na Fig.
2.13 sao representados os trés tipos de distribuigao, por simplifica¢do em termos de
distribui¢des continuas aa invés de histogramas.

VAN

Platicurtica Mesocurtica Leptocdrtica
(normal)

Figura 2.13 Distribuicfes pisticdrtica, mesocurtica e leptoctrtica.

A caracteriza¢do do achatamento de uma disuibuigéo $6 tem sentido, em termos préticos,
se a distribuigao for pelo menos aproximadamente simétrica. Entre as possiveis medidas de
achatamento, mencionaremos apenas o cogficiente de curtose, obtido pelo quociente do
momento centrado de quarta ordem pelo quadrado da varidncia, ou seja,

g, =28 (2.30)
s
Esse coeficiente é adimensional, sendo menor que ttés para as distribuigdes platicirticas,
igual a trés para uma distribuigdo mesocirtica ¢ maior que trés para as distribuigdes
leptociirticas. 4]

Analogamente ao caso de as, 0 calculo de a4 pode ser feito utilizando-se os dados
codificados, sem que seu valor seja afetado. No Ap. 2, apresentamos o calculo de 4 usando
dados codificados, com resultado @4 = 2,21, revelando uma distribuigao ligeiramente
platicarica.

2.3.8 Exercicios de aplicacio

Calcule os coeficientes a3 e a4 e o indice de assimetria de Pearson para os exercicios 1, 4 ¢
5 do item 2.2.4, e para os dados das Tabs. 2.3 ¢ 2.5. Compare os resultados obtidos com as
representagdes graficas respectivas. No caso dos exercicios 4 e 5 do item 2.2.4, use os
agrupamentos em classes feitos ao resolvé-los.

[13] Veja o Ap. 1.
[141 Alguns autores preferem utilizar o chamado cogficiente de excesso, definido como @, ~ 3, a fim de fixar
© zero como referéncia mesocurtica.
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2.4 EXERCICIOS COMPLEMENTARES
1.

3.

ESTATISTICA DESCRITIVA

Uma estatistica feita nas quarenta lojas de uma cidade, tendo em vista um estudo sobre
0 numero de empregados no comércio, mostrou 0s seguintes numeros de¢ empregados
existentes em cada loja:

S 8 10 4 2 3 2 3 2 10
2 2 3 5 7 1 12 26 5 3
2 5 3 3 19 9 S 4 1 2
6 14 1 3 6 18 2 4 2 8

Construa a tabela de freqiiéncias, o respectivo grafico e o grafico das freqiiéncias acumu-
ladas.

Represente graficamente o seguinte conjunto de dados:

22,6 238 279 289 284 344 41,7 24,6
234 204 269 264 279 235 31,6 23.1
26,3 293 204 294 31,8 248 238 23,0
29,3 46,1 239 235 339 361 324 27.8
26,6 22,7 253 259 32,1 27,5 362 27,5
23,8 23,0 27,0 256 256 288 284 257
22,4 250 240 26,1 355 359 223 317

Trinta embalagens plésticas de mel foram pesadas com precisao de decigramas. Os
pesos, apds convenientemente agrupados, forneceram a seguinte distribuicdo de
freqiéncias (em gramas):’

X; S
31,5 1
32,5 5
33,5 11
34,5 8
35,5 3
36,5 2

Construa o poligono de freqiiéncias relativas acumuladas para os dados.

Dados os dez valores seguintes, calcule sua média, mediana, moda, varidncia, desvio-
padrao e coeficiente de variagio:

75 717 80 70 78
82 85 72 77 82

>
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5. Ensaios de uma amostra ao acaso de quarenta corpos de prova de concreto forneceram
as seguintes resisténcias & ruptura:

64 61 65 43 45 54 51 74
30 100 91 75 78 68 80 69
72 27 40 93 99 94 78 72
59 78 95 62 42 96 100 95
81 84 78 103 98 60 84 91

Agrupe os dados em classes de fregiiéncias e construa o histograma, o poligono de
freqliéncias e o poligono de freqiiéncias acumuladas.

6. Calcule a média, a mediana, a moda e o desvio-padrao para os dados:

a) do exercicio 1:
b) do exercicio 2;
¢) do exercicio 3;
d) do exercicio 4;
e) do exercicio 5. (£)

7. Agrupe convenientemente os dados a seguir em classes de freqiiéncias e construa o
poligono de freqiiéncias acumuladas. Com os dados assim agrupados, calcule a média,
a mediana, a moda e o desvio-padrao.

170 182 173 184 170 162 174 160 175 171
185 155 169 176 171 172 182 177 187 178
176 187 179 163 180 159 170 188 166 168
176 169 172 179 176 177 172 175 181 172
164 173 173 165 164 172 166 184 167 181

8. Os nimeros seguintes representam as notas de Estatistica de trinta alunos. Construa o
histograma, o poligono de freqiéncias acumuladas e calcule a média e o desvio-padrao
dos dados. A variavel é continua ou discreta?

5,5 3,0 4,0 4,5 7,0
6,5 3,5 4,5 3.0 7.5
4,5 0.0 4,5 3.5 4,5
7,0 9,0 6,0 4,0 5,0
8,0 9.5 4,5 4,5 4,5
2,5 2,0 5,0 6,0 4,5
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9. Medindo-se o didmetro externo de uma engrenagem, foram obtidos valores, em
milimetros, de acordo com a seguinte distribuigao:

Classes JSi
1001 — 1010 3
1011 - 1020 12
1021 — 1030 28
1031 — 1040 82
1041 — 1050 74
1051 — 1060 30
1061 — 1070 17 Calcule a média, o desvio-padrao e
1071 — 1080 4 2 mediana desse lore de pegas.

10. Um certo indice econdmico, necessariamente maior que 1, foi determinado para um
conjunto de n empresas analisadas. Os resultados sdo dados a seguir. Calcule a média,
a mediana ¢ o desvio-padrao desses dados. Determine também um valor para a moda
usando a relagdo empirica vigente entre esta, a média e a mediana.

Classes Freqiéncias
1,00 — 1,07 14
1,07 — 1,14 22
1,14 —1,21 16
1,21 — 1,28 13
1,28 — 1,35 7
1,35 — 1,42 3
1,42 — 1,49 4
1,49 — 1,56 1 JAN

11. Uma amostra apresentou a seguinte distribuigio de freqiiéncias:

Classes Frequéncias
85 —94 3

95 — 104 11

105 — 114 15

115 — 124 21

125 — 134 24

135 — 144 13

145 — 154

Calcule a média, a mediana, a moda e
155 — 164 5 0 desvio-padrao. A
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12. Dada a distribuigao de freqiéncias que segue, determine a mediana ¢ a proporgdo de
elementos maiores que quatro, supondo: (a) variavel discreta e (b) varidvel continua.

x 12 3 4 5 & 7 8
S 2 4 9 12 10 &8 4 1

O coeficiente de variagdo sera 0 mesmo nos casos (a) e (b)?

13. Os quartis @,, @, e Q5 de uma distribuicao de freqiiéncias correspondem & generalizagdo
da idéia de mediana e dividem as freqliéncias em quatro partes iguais. Numa distribuigao
com seis classes de tamanho 4 cada uma, sendo x, o limite inferior da primeira classe
e as freqliéncias das classes de, pela ordem, 2, 5, 6, 4, 2 e 1, determine @y, > ¢ Q5 em
fungdo de xp e A.

14. Dado o histograma da Fig. 2.14 e sabendo que todas as classes tém igual amphtude
calcule a moda, a mediana ¢ o coeficiente de varia¢do da distribuicao.

15. Mostre que a utilizagdo da expressdo (2.7) do texto para o calculo da moda de uma
distribuigdo em classes de freqiéncias equivale ao procedimento grafico indicado na
Fig. 2.15.

16. Uma amostra de chapas produzidas por uma maquina forneceu as seguintes espessuras,
em milimetros, para os itens examinados:

6,34 6,38 6,40 6,30 6,36 6,36
6,38 6,20 642 6,28 6,38

Ha razdes estatisticas para se afirmar que a distribui¢do das espessuras seja assimétrica?

Figura 2.14
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Figura 2.15
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L

17. Uma amostra de oitenta pegas retiradas de um grande lote forneceu a seguinte distri-

bui¢do de comprimentos:

Classes  jbgolutas smples
50 — 60 1
60 — 70 3
70 — 80 6
80 — 90 15
90 — 100 25
100 — 110 20
110 — 120 7
120 — 130 3

A especifica¢do para esse tipo de material exige que o comprimento médio das pecas
esteja compreendido entre 92 € 96 mm, que o coeficiente de variagfio seja inferior a
20% e que a distribuigdo dos comprimentos seja simétrica. Quais dessas exigéncias

parecem nao estar satisfeitas no presente caso?

18. Uma distribuicao de freqliéncias ¢ constituida por cinco classes de igual amplitude cujas
frequéncias relativas sao, respectivamente, 20%, 37,5%, 30%, 10% e 2,5%. Calcule

seu indice de assimetria de Pearson.

19. Calcule o coeficiente de assimetria, o indice de assimetria de Pearson ¢ o coeficiente de
curtose para os dados: a) do exercicio 1; b) do exercicio 4; ¢) do exercicio 10; d) do

exercicio 11; e) do exercicio 12,
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3.1 INTRODUCAC

Ja vimos que a Estatistica Indutiva é a ciéncia que busca tirar conclusdes probabilisticas
sobre as populagdes, com base em resultados verificados em amostras retiradas dessas
populagdes.

No Cap. 2 foram vistas as técnicas usuais para a descri¢ao de um conjunto de dados.
Em problemas de Estatistica Indutiva, tais conjuntos de dados serdo as amostras retiradas
das populagdes de interesse. As maneiras pelas quais, a partir dessas amostras, tiram-se
conclusdes acerca de diversos aspectos das populagGes serao examinadas nos capitulos
subseqiientes.

Entretanto ndo basta que saibamos descrever convenientemente os dados da amostra
e que dominemos perfeitamente as técnicas estatisticas para que possamos executar, com
éxito, um trabalho estatistico completo. Antes de tudo, é preciso garantir que a amostra ou
amostras que serao usadas sejam obtidas por processos adequados. Se erros palmares forem
cometidos no momento de selecionar os elementos da amostra, o trabalho todo ficara
comprometido e os resultados finais serdo provavelmente bastante incorretos. Devemos,
portanto, tomar especial cuidade quanto aos critérios que serdo usados na sele¢io da amostra.

O que € necessario garantir, em suma, é que a amostra seja represensativa da populagao.
Isso significa que, a nao ser por pequenas discrepancias inerentes a aleatoriedade sempre
presente, em maior ou menor grau, no processo de amostragem, a amostra deve ter as
mesmas caracteristicas basicas da populagdo, no que diz respeito a(s) varidvel(is) que
desejamos pesquisar.

A necessidade da representatividade da amostra nao é, acreditamos, dificil de entender.
O que talvez néo seja tao facil é saber quando temos uma amostra representativa ou nao.
Veremos adiante algumas recomendagdes sobre como proceder para garantir, da melhor
forma possivel, a representatividade da amostra.

Os problemas de amostragem podem ser mais ou menos complexos e sutis, dependendo
das populagdes e das variaveis que se deseja estudar. Na industria, onde amostras sao
frequentemente retiradas para efeito de controle da qualidade dos produtos e materiais, em
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geral os problemas de amostragem sao mais simples de resolver. Por outro lado, em pesquisas
sociais, econdmicas ou de opinido, a complexidade dos problemas de amostragem € nor-
malmente bastante grande.

Em tais casos, extremo cuidado deve ser tomado quanto a caracterizagdo da populagao
e ao processo usado para selecionar a amostra. a fim de evitar que os elementos desta
constituam um conjunto com caracteristicas fundamentalmente distintas das da populagao.

No caso de distribuigdo de questionarios, especial atengédo deve ser dada a sua
elaboragéo, visando evitar perguntas capciosas ou inibidoras, o que viria a distorcer os
resultados.

Em resumo, a obteng¢do de soluges adequadas para o problema de amostragem exige,
em geral, muito bom-senso e experiéncia. Além disso. € muitas vezes conveniente que 0
trabalho do estatistico seja complementado pelo de um especialista no assunto em questao.

No presente capitulo, vamos nos limitar as recomendagdes basicas referentes ao problema
de amostragem e a apresentagao das principais técnicas de amostragem. Na pratica, os mais
variados problemas adicionais poderdo surgir, devendo as respectivas solugdes ser pes-
quisadas em cada caso.

3.2 AMOSTRAGEM PROBABILISTICA

Distinguiremos dois tipos de amostragem: a probabilistica e a ndo-probabilistica. A
amostragem serd probabilistica se todos os elementos da populagdo tiverem probabilidade
conhecida, e diferente de zero, de pertencer 2 amostra. Caso contrario. a amostragem sera
nao-probabilistica.

Segundo essa defini¢do, a amostragem probabilistica implica um sorteio com regras
bem determinadas, cuja realizagdo sé sera possivel se a populagdo for finita e totalmente
acessivel.

Como veremos adiante, as técnicas da Estatistica Indutiva pressupdem que as amostras
utilizadas sejam probabilisticas, 0 que muitas vezes nao se pode conseguir No entanto o
bom-senso ira indicar quando o processo de amostragem, embora nao sendo probabilistico,
pode ser, para efeitos praticos, considerado como tal. Isso amplia consideravelmente as
possibilidades de utiliza¢do do método estatistico em geral.

A utilizagdo de uma amostragem probabilistica é a melhor recomendagio que se deve
fazer no sentido de se garantir a representatividade da amostra, pois 0 acaso sera o tnico
responsavel por eventuais discrepancias entre populagdo e amostra, o que € levado em
consideragao pelos métodos de andlise da Estatistica Indutiva.

Urma amostra que naoc seja representativa da populagao é uma amostra viciada. O vicio
embutido nos dados provenientes dessa amostra € o vicio de amostragem. Sua utilizagao
para efeito de inferéncia estatistica quanto a aspectos da populagao levard, por causa disso,
a resultados que ndo correspondem a realidade. Nao ha outra forma de se evitar que isso
ocorra a nao ser procedendo a adequada coleta dos elementos que constituirdo a amostra.

Além disso, alguma introspecgao nos indicara que, a rigor, amostragem probabilistica
s sera possivel em populagdes finitas. Isso nao nos impedira de supor a retirada de amostras
probabilisticas “de populagdo infinitas™, pois estaremos pensando em populagao suficien-
temente grandes para que se comportem como tal.

Damos a seguir algumas das principais técnicas de amostragem probabilistica. Outras
poderdo também ser usadas, como combinagdo ou nao das descritas.
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3.2.1 Amostragem casual simples

Este tipo de amostragem, também chamada de simples ao acaso, aleacoria. casual, simples,
elementar, randémica,\'] etc., é equivalente a um sorteio lotérico. Nela, todos os elementos
da populagdo tém igual probabilidade de pertencer 4 amostra, ¢ todas as possiveis amostras
ém também igual probabilidade de ocorrer.

Sendo N 0 numero de elementos da populagdo e n o numero de elementos da amostra,
cada elemento da populagao tem probabilidade n/V de pertencer a amostra. A essa relagao
n/N denomina-se _fragdo de amostragem. Por outro lado, sendo a amostragem feita sem
reposicdo, o que suporemos em geral, existem (%) possivels amostras, todas igualmente
provaveis.

Na pratica, a amostragem simples ao acaso pode ser realizada numerando-se a populagao
de 1 a WV, sorteando-se, a seguir, por meio de um dispositivo aleatdrio qualquer, 7 nimeros
dessa sequiéncia, 0s quais corresponderao aos elementos sorteados para a amostra.

Na auséncia de algum programa de computador, um instrumento 1til para se realizar o
sorteio acima descrito é a tabela de nimeros ao acaso. Tal tabela é simplesmente constituida
por inumeros digitos que foram obtidos por algum processo equivalente a um sorteio
equiprovavel (ver a Tab. A6.5). llustremos sua utilizagdo com um exemplo.

Seja uma populagdo de 800 elementos, da qual desejamos tirar uma amostra casual
simples de 50 elementos. Consideramos a populagdo numerada de 001 a 800, sendo os
nameros tomados sempre com trés algarismos. A seguir. sortearos um digito qualquer na
nossa tabela, a partir do qual iremos considerar os grupos de trés algarismos subseqien-
temente formados, os quais irdo indicar os elementos da amostra. Assim, se, a partir do
ponto sorteado para inicio do processo, os digitos observados forem

537418023856706 ..,

os elementos sorteados para a amostra serdo os de ordem 537, 418, 023, 706, etc.
Evidentemente, o grupo 856 foi desprezado, pois nao consta da populagao, como seria
também abandonado um grupo que ja tivesse aparecido (a nao ser, € claro, que se desejasse
amostragem com reposi¢ao). Prosseguindo o processo, obtém-se os 50 elementos desejados.
Note-se que a decisdo de abandonar 0s grupos maiores que 800 ou repetidos deve ser
tomada antes de iniciado o processo, prevendo-se ja tais ocorréncias, para evitar eventuais
interferéncias do julgamento pessoal durante a retirada da amostra.

Salvo mengao contraria, as téenicas estatisticas que veremos nos capitulos subsegiientes
pressupdem a utilizagao de uma amostragem casual simples ou algum processo que The seja
equivalent?ilcaso contrario, deverdo ser tomados cuidados adicionais, para a correta anélise
dos dados.

3.2.2 Amostragem sistematica

Quando os elementos da populagio se apresentam ordenados e a retirada dos elementos da
amostra é feita periodicamente, temos uma amostragem sistematica. Assim, por exemplo,
em uma linha de produgdo, podemos, a cada dez itens produzidos, retirar um para pertencer
a uma amostra da produgao diaria.

11 Do inglés random, isto ¢, “acaso”.
[2] A Ref. 3 constitui leitura obrigatdria a esse respeito.
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Ou, entdo, voltando ao exemplo anterior com N = 800, # = 50 e a populagao ja ordenada,
poderiamos adotar ¢ seguinte procedimento: sortear um numero de 1 a 16 (note-se que
800/50 = 16), o qual indicaria o primeiro elemento sorteado para a amostra; os demais
elementos seriam periodicamente retirados de 16 em 16. Equivalentemente, poder-se-iam
considerar os nimeros de 1 a 800 dispostos seqiiencialmente em uma matriz com 50 linhas
€ 16 colunas, sorteando-se a seguir uma coluna, cujos nimeros indicariam os elementos da
amostra. Vemos que, nesse caso, cada elemento da popula¢io ainda teria probabilidade 50/
800 de pertencer a amostra, porém existem agora apenas 16 possiveis amostras.

A principal vantagem da amostragem sistematica esta na grande facilidade na deter-
minagdo dos elementos da amostra. O perigo em adota-la esta na possibilidade de existirem
ciclos de variagao da varidvel de interesse, especialmente se o periodo desses ciclos coincidir
com o periodo de retirada dos elementos da amostra. Por outro lado, se a ordem,dos elementos
na populagdo ndo tiver qualquer relacionamento com a variavel de interesse, entao a
amostragem sistematica tera efeitos equivalentes a casual simples, podendo ser utilizada
sem restrigoes.

3.2.3 Amostragem por conglomerados

Quando a populagdo apresenta uma subdivisao em pequenos grupos, chamados conglo-
merados, é possivel — ¢ muitas vezes conveniente — fazer-se a amostragem por conglo-
merados, a qual consiste em sortear um numero suficiente de conglomerados, cujos ele-
mentos constituirdo a amostra. Ou $eja, as unidades de amostragem, sobre as quais é feito
o0 sorteio, passam a ser os conglomerados ¢ ndo mais os elementos individuais da populagao.
Esse tipo de amostragem é as vezes adotado por motivos de ordem pratica e econdrmica, ou
mesmo por razdes de viabilidade.

3.2.4 Amostragem estratificada

Muitas vezes, a populagao se divide em subpopulagdes ou estratos, sendo razoavel supor
que, de estrato para estrato, a varidvel de interesse apresente um comportamento substan-
cialmente diverso, tendo, entretanto, comportamento razoavelmente homogéneo dentro de
cada estrato. Em tais casos, se o sorteio dos elementos da amostra for realizado sem se
levar em consideragdo a existéncia dos estratos, pode acontecer que os diversos estratos
ndo sejam convenientemente representados na amostra, a qual seria mais influenciada pelas
caracteristicas da variavel nos estratos mais favorecidos pelo sorteio.. Evidentemente, a
tendéncia a ocorréncia de tal fato serd tanto maior quanto menor o tamanho da amostra.
Para evitar isso, pode-se adotar uma amostragem estracificada, cujo uso pode também se
justificar para diminuir o tamanho da amostra sem perda da qualidade da informagéo.

Deve-se notar, porém, que o uso da amostragem estratificada exige um cuidado adicional
no calculo dos valores provenientes da amostra, como a média e a variancia (ver Ref. 3).
Seria contraproducente, portanto, adota-la quando a estratificacio fosse apenas aparente,
ou seja, nao implicando diferentes comportamentos da variavel de interesse, pois complicaria
desnecessariamente 6 processo. -

A amostragem estratificada consiste em especificar quantos elementos da amostra setdo
retirados em cada estrato. E costume considerar trés tipos de amostragem estratificada:
uniforme, proporcional e étima. Na amostragem estratificada uniforme, sorteia-se igual
nimero de elementos em cada estrato. Na proporcional, o numero de elementos sorteados
em cada estrato é proporcional ao niimero de elementos existentes no estrato.
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A amostragem estratificada 6tima, por sua vez, toma, em cada estrato, um nimero de
elementos proporcional ao nimero de elementos do estrato ¢ também a variagio da variavel
de interesse no estrato, medida pelo seu desvio-padrdo. Pretende-se assim otimizar a obtengao
de informagdes sobre a populagio, com base no principio de que, onde a variagao é menor,
menos elementos sao necessarios para bem caracterizar o comportamento da variavel. Dessa
forma, com um menor niimero total de elementos na amostra, conseguir-se-ia uma quantidade
de informagdo equivalente & obtida nos demais casos. As principais dificuldades para a
utilizagao desse tipo de amostragem residem nas complicagdes tedricas relacionadas com a
analise dos dados e em nao podermos, muitas vezes, avaliar de antemao o desvio-padrao
da variavel nos diversos estratos.

Exemplos em que uma amostragem estratificada parece ser recomendavel sao a estra-
tificagdo de uma cidade em bairros, quando se deseja investigar alguma variavel relacio-
nada a renda familiar; a estratificagdo de uma populagao humana em homens e mulheres,
ou por faixas erarias; a estratificagdo de uma populagdo de estudantes conforme suas
especializacoes, etc.

3.2.5 Amostragem midltipla

Numa amostragem multipla, a amostra é retirada em diversas etapas sucessivas. Dependendo
dos resultados observados, etapas suplementares podem ser dispensadas. Esse tipo de
amostragem &, muitas vezes, empregado na inspegao por amostragem, sendo particularmente
imporiante a amostragem dupla. Sua finalidade é diminuir o numero médio de itens
inspecionados a longo prazo, baixando assim o custo da inspegao.

Um caso extremo de amostragem multipla € a amostragem segiencial. A amostra vai
sendo acrescida item por item, até se chegar a uma conclusdo no sentido de se aceitar ou
rejeitar uma dada hipotese. Com a amostragem segiiencial, pretende-se tornar minimo o
numero médio de itens inspecionados a longo prazo.

3.3 AMOSTRAGEM NAO-PROBABILISTICA

Amostras ndo-probabilisticas sdo também, muitas vezes, empregadas em trabalhos
estatisticos, por simplicidade ou por impossibilidade de se obterem amostras probabilisticas,
como seria desejavel. Como em muitos casos os efeitos da utilizagdo de uma amostragem
nao-probabilistica podem ser considerados equivalentes aos de uma amostragem proba-
bilistica, resulta que os processos nao-probabilisticos de amostragem tém também sua
importancia. Sua utilizagao, entretanto, deve ser feita com reservas e com a convicgao de
que nao introduza vicio. Apresentamos a seguir alguns casos de amostragem nao-
probabilistica.

3.3.1 Inacessibilidade a toda a populacao

Esta situagdo ocorre com muita frequiéncia na pratica. Somos entdo forcados a colher a
amostra na parte da populagdo que nos € acessivel. Surge aqui, portanto, uma distingao
entre populagdo-odjeto e populagdo amostrada. A populagao-objeto € aquela que temos
em mente ao realizar o trabalho estatistico. Apenas uma parte dessa populagio, porém, esta
acessivel para que dela retiremos a amostra. Essa parte € a popula¢ao amostrada.

Se as caracteristicas da varidvel de interesse forem as mesmas na popula¢do-objeto ¢
na populagdo amostrada, entao esse tipo de amostragem equivalera a uma amostragem
probabilistica.
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Uma situagdo muito comum em que ficamos diante da inacessibilidade a toda a populagdo
é 0 caso em que parte da populagio nao tem existéncia real, ou seja, uma parte da populagao
é ainda Aipotética. Assim, por exemplo, seja a populagdo que nos interessa constituida por
todas as pegas produzidas por certa maguina. Ora, mesmo estando a maquina em funcio-
namento normal, existe uma parte da populagédo que é formada pelas pegas que ainda vao
ser produzidas. Ou, entdo, se nos interessar a populagio de todos os portadores de febre
tifdide, estaremos diante de um caso semelhante. Deve-se notar que, em geral, estudos
realizados com base nos elementos da populagao amostrada terdo, na verdade, seu interes-
se de aplicagdo voltado para os elementos restantes da populagao-objeto. Esse fato real¢a a
importancia de se estar convencido de que as duas populagoes podem ser consideradas
como tendo as mesmas caracteristicas.

O presente caso de amostragem nao-probabilistica pode ocorrer também quando, embora
se tenha a possibilidade de atingir toda a populagao, retiramos a amostra de uma parte que
seja prontamente acessivel. Assim, se fdssemos recolher uma amostra de um monte de
minério, poderiamos por simplificagdo retirar a amostra de uma camada proxima da superficie
do monte, pois 0 acesso as porgdes interiores seria problematico.

3.3.2 Amostragem a esmo ou sem norma

E a amostragem em que o amostrador, para simplificar o processo, procura ser aleatdrio
sem, no entanto, realizar propriamente o sorteio usando algum dispositivo aleatdrio confiavel.
Por exemplo, se desejarmos retirar uma amostra de 100 parafusos de uma caixa contendo
10.000, evidentemente ndo faremos uma amostragem casual simples, pois seria extre-
mamente trabalhosa, mas procederemos a retirada simplesmente a esmo.

Os resultados da amostragem a esmo s30, em geral, equivalentes aos de uma amostragem
probabilistica se a populagdo é homogénea e se nao existe a possibitidade de o amostrador
ser inconscientemente influenciado por alguma caracteristica dos elementos da populagao.

3.3.3 Populacao formada por material continuo

Nesse caso é impossivel realizar amostragem probabilistica devido a impraticabilidade de
um sorteio rigoroso. Se a populagdo for liquida ou gasosa, o que se costuma fazer, com
resultado satisfatdrio, é homogeneiza-1a e retirar a amostra a esmo. Tal procedimento pode
as vezes, também, ser usado no caso de material sélido.

Outro procedimento que pode ser empregado nesses casos, especialmente quando a
homogeneizagao nao é praticavel, é a enquartagdo, a qual consiste em subdividir a populagao
em diversas partes (a origem do nome pressupde a divisdo em quatro partes), sorteando-se
uma ou mais delas para constituir a amostra ou para delas retirar a amostra.

3.3.4 Amostragens intencionais (no bom sentido)

Enquadram-se aqui os diversos casos em que o amostrador deliberadamente escolhe certos
elementos para pertencer a amostra, por julgar tais elementos bem representativos da
populagao.

O perigo desse tipo de amostragem é obviamente grande, pois 6 amostrador pode
facilmente se equivocar em seu pré-julgamento. Apesar disso, 0 uso de amostragens
intencionais, ou parcialmente intencionais, é bastante freqiiente, ocorrendo em varios tipos
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de situagdes reais, que poderiamos tentar identificar e classificar. Ndo o faremos, porém, por
fugir a nossa finalidade neste texto.

3.3.5 Amostragem por voluntarios

Ocorre, por exemplo, no caso da aplicagio experimental de uma nova droga em pacientes,
quando a ética obriga que haja concordancia dos escolhidos.

3.4 DISTRIBUICOES AMOSTRAIS

O topico que abordaremos agora ¢, de certa forma, uma ponte entre a Estatistica Descritiva
¢ a Estatistica Indutiva. Sua apresentagdo é fundamental para a boa compreensao de como
se controem os métodos estatisticos de analise e interpretagac dos dados, ou seja, 0s métodos
da Estatistica Indutiva. E aqui que o Calculo de Probabilidades vai se apresentar como a
ferramenta basica de que se vale a Estatistica Indutiva para a elaboragao de sua metodologia.

Suporemos, doravante, que as amostras sao representativas das populagdes, ou seja,
que foram obridas por processos probabilisticos ou equivalentes e, salvo mengio em contrario,
por amostrager casual simples. Ora, sendo a amostra aleairia, todos os seus elementos
fornecerao valores aleatdrios da variavel de interesse. Ou seja, a amostra €, para todos os
efeitos, constituida por um conjunto de n valores aleatoriamente obtidos de alguma variavel.

O conceito de distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria, fornecido pelo
Calculo de Probabilidades, sera agora utilizado para caracterizar a distribuigdo dos diversos
valores de uma varidvel em uma popula¢do. Ja comentamos que, quando pensamos em
uma populagio, em verdade nos interessamos pelo conjunto total de valores de alguma
variavel de interesse. Esse conjunto total de valores encerra potencialmente uma variavel
aleatdria, cujos valores se manifestam a partir do instante em que passamos a sortear
elementos dessa populagdo ¢ verificar os valores correspondentes de nossa variavel. Logo,
o conceito de distribui¢ao de probabilidade, muitas vezes apenas associado a idéia dinamica
de variavel aleatéria, pode ser estendido as populagdes, e efetivamente serd usado para
descrevé-las.

Ao retirar uma amostra aleatdria de uma populagao, portanto, estaremos considerando
cada valor da amostra como um valor de uma variavel aleatdria cuja distribuicdo de
probabilidade é a mesma da populagdo no instante da retirada desse elemento para a amostra.
E claro que, se a amostragem for com reposigao, todos os valores da amostra terdo a mesma
distribuigdo de probabilidade ou, em outras palavras, serao igualmente distribuidos.

Os valores da amostra também serdo igualmente distribuidos se a populagao for infinita,
pois, nesse ¢aso, a retirada de alguns elementos nao modificard a distribuigdo de probabilidade
da populagdo. Na pratica, em verdade, nao encontraremos populagdes infinjtas que ndo
sejam hipotéticas. No entanto, podemos considerar como infinita uma populagao suficien-
temente grande para que sua distribui¢do de probabilidade se mantenha inalterada durante
a retirada da amostra.

Em conseqiiéncia do fato de os valores da amostra serem aleatdrios, decorre que qualquer
quantidade calculada em fungdo dos elementos da amostra também serd uma variavel
aleatéria.

Chamaremos os valores calculados em fungaq dos elementos da amostra de estatisticas.
As estatisticas, sendo varidveis aleatérias, terdo alguma distribuicao de probabilidade, com
uma meédia, uma variancia, etc. A distribui¢iio de probabilidade de uma estatistica chama-
se comumente distribuicao amostral ou distribuicéo por amostragem.
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Outra maneira pela qual se pode interpretar a distribuigao de probabilidade de uma
estatistica é considerando a distribuigao da populagao de todos os valores que podem ser
obtidos para essa estatistica, em fungao de todas as amosiras possiveis de ser retiradas da
populagao original.*)

Convencionaremos, doravante, usar simbolos ndo-indexados para os pardmetros popula-
cionais, ao passo que os parametros correspondentes as distribuigdes amostrais conterao
uma indicagao quanto 3 estatistica & qual se referem. Assim, u ird indicar a média de uma
populagao, ou seja, da distribuicao de probabilidades da variavel de interesse na populagao,
enguanto que uy, u{xX) ou £(x) denotarao a média da distribuigao amostral da estatistica
X. Da mesma forma, 6% ou o?(¥) designam a variincia da distribui¢io amostral de ¥ e 62,
a variancia populacional. Note-se que utilizamos, propositalmente, simbolos diferentes para
as medidas da amostra e 0$ Farémetros da populagao, a fim de promover a indispensavel
caracteriza¢do de cada um.[*

Veremos a seguir algumas distribuigdes amostrais que terdo grande utilizagdo nos
capitulos seguintes. Qutras serdo mencionadas e comentadas em outros pontos do texto,
sempre que necessario.

3.4.1 Distribuicdo amostral de X

Determinemos as principais caracteristicas da distribuicao amostral da estatistica X, média
de uma amostra de » elementos.

Sendo a populagdo infinita ou a amostragem feita com reposigao, resulta que os diversos
valores da amostra podem ser considerados valores de variaveis aleatorias independentes,
com a mesma distribui¢do de probabilidade da populagio, portanto com a mesma média u ¢
a mesma varidncia o2 da populagio. Do Calculo de Probabilidades, sabemos que:!*]

a) multiplicando os valores de uma varidvel aleatdria por uma constante, a média
fica multiplicada por essa constante;

b) a média de uma soma de varidveis aleatérias é igual a soma das médias dessas
variaveis.

Lembrando que

FolimX 1
X= P -n(x1+x2+ +X,) (3.1)
e usando as propriedades, temos
- 1 1
BB = L)+ )+t i) = bt == (32)

(3] Usando um conceito matemético freqiente, dada uma populagio de valores, através de sua distribuicio
de probabilidade, e uma estatistica definida em fungao de uma amostra de n elementos, obtida por um
processo de amostragem bem definido, teremos uma distribui¢io amostral gerada por essa populagdo e por
essa estatistica.

(1) Neste rexto, usamos u para a média populacional, contrastando com a média amostral X. Da mesma
forma, o2 designa a varincia populacional (¢ o o desvio-padrdo), a0 passo que 5* designa a variancia
amostral (e s o desvio-padrao).

151 As quatro propriedades mencionadas em seguida sio citadas no Ap.1, em A1.2.4 ¢ A1.2.5. As propriedades
a e ¢ ja foram também apresentadas no Cap. 2, em termos de distribuigdes de freqliéncias.
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Vemos, portanto, que a média em torno da qual devem variar os possiveis valores da
estatistica X € a propria média p da populagao. Um resultado que ndo deixa de ser intuitivo.

Esse resultado é extensivo ao caso de amostragem sem reposigao de populagoes finitas,
pois a aplica¢ao da propriedade (b) ndo exige a independéncia das variaveis x; e todas
essas variaveis tem a mesma distribui¢do de probabilidade quando aprioristicamente
consideradas em relagao ao processo de amostragem.

Quanto a varidncia, o Calculo de Probabilidades nos ensina que:

¢) multiplicando os valores de uma variavel aleatdria por uma constante, a variancia
fica multiplicada pelo quadrado dessa constante;

d) avariincia de uma soma de variaveis aleatérias independentes € igual a soma das
variancias.

Logo, lembrando (3.1) e usando as propriedades, temos

2
oX(X)= [%] [P(x)+ T2 (X5) -+ (X,)] = %[az +0% +-+0%]= nz—l-naz = i (3.3)

n

Vemos, portanto, que a variancia com que se dispersam os possiveis valores da estatistica
X & n vezes menor que a variancia da populagao de onde ¢ retirada a amostra. Isso se deve
& propria esséncia do processo aleatério, que faz com que haja, dentro da amostra, uma
natural compensagao entre valores mais elevados ¢ valores mais baixos, produzindo valores
de X que tendem a ser tanto mais proximos da média gz da populagdo quanto maior o
tamanho da amostra n. Resulta imediatamente que

o(X)=03 = % (3.4)

No caso de amostragem sem reposi¢ao de populagdes finitas, em que a independéncia
entre os valores x; nio se verifica, demonstra-se que

—. o> N-n
CX)="— T (3.5)
onde N é o numero de elementos da populagao ¢ o fator

N-n
N-1

¢é chamado_fator de populagédo_finita. Note-se que esse fator tende a unidade quando o
tamanho da populagdo tende ao infinito. Além disso, sendo esse fator menor que 1, tem-se
que ¢2(¥) serd menor para populagdes finitas que para populagdes supostas infinitamente
grandes.

Quanto a forma da distribuigao amostral de X, seremos também auxiliados por dois
importantes resultados do Calculo de Probabilidades. Esses resultados sao dados pelo “teorema
das combinagdes lineares (de variaveis normais independentes)” e pelo “teorema do limite
central”, ambos enunciados no Ap. 1 (item A1.4.3).

Assim, se a distribui¢iio da populagio for normal, a distribuigdo amostral de ¥ sera
também normal para qualquer tamanho de amostra, devido ao primeiro teorema, pois X
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Figura 3.1 Distribuigso emostral
de X — populagdo normal.

S
6(17)-@

DistribuicSo amostral de X
Distribuicdo da populagdo

]
xy

sera, entdo, uma combinagdo linear de varidveis normais independentes.[®] Na Fig. 3.1,
procuramos representar um caso genérico envolvendo a distribui¢ao amostral de ¥ no caso
de populagado normal.

Por outro lado, se a distribui¢do da populagdo ndo for normal, mas a amostra for
suficientemente grande, resultara, do teorema do limite central, que, no caso de populagio
infinica ou amostragem com reposigao, a distribui¢io amostral de X sera aproximadamente
normal, pois o valor de X resultara de uma soma de um nimero grande de vataveis aleatorias
independentes. Sendo aproximada, essa concluséo é extensivel ao caso de amostragem
sem reposigdo de populagdes finitas, porém razoavelmente grandes.

Na prética, uma amostra suficientemente grande para que j& se.possa aproximar a
distribui¢do de X por uma normal no necessita ser muito grande, especialmente quanto
mais simétrica ou proxima da normalidade for a distribuigao da populagio. Em muitos casos,
uma amostra de quatro ou cinco elementos j4 é suficiente.

Na Fig. 3.2 temos uma distribui¢io populacional ndo-normal e a correspondente
distribuigiio amostral de X para um tamanho de amostra suficientemente grande.

Figura 8.2 Distribuic&o

amostral de X — populsgso o(x) = qo;_,
_n8o-normal e armastra
suficientemente grande.

Distribuigdo amostral de X
Distribuigso da populacio

Y

x
X
x|

16 Note-se que considerar normal a distribuigio da populagio implica, a rigor, admitir que a populagio &
infinita. Entretanto a aplicagdo desse resultado a populagdes finitas é valida, em termos praticos, em muitos
€aso0s.



DISTRBIUICOES AMOSTRAIS 47
- - - - el

3.4.2 Distribuicdes amostrais de fe p’

Consideremos agora a freqliéncia fcom que foi observada alguma caracteristica na amostra.
Essa caracteristica podera ser uma das classificagdes de uma varidvel qualitativa. um ou
mais valores de uma variavel quantitativa discreta, ou o fato de um valor de uma variavel
quantitativa continua cair em um dado intervalo. A freqiéncia /¢ uma estatistica, pois é
determinada em fungdo dos elementos da amostra.

Evidentemente, podemos, para cada elemento da amostra, considerar a ocorréncia de
um sucesso, caso a caracteristica desejada se verifique, e de um fracasso, em caso contrario.
Seja p a probabilidade de ocorréncia de sucesso para cada elemento da amostra. Se a
populacao é infinita ou a amostragem é feita com reposigdo, p é constante para todos os
elementos da amostra, e 0s resultados observados para todos eles serdo independentes.
Nessas condigbes, o Célculo de Probabilidades nos ensina que a distribuigdo amostral de
freqGéncia_f sera uma distribui¢do binomial de parametros n e p, seguindo-se. pelas
propriedades da distribui¢do binomial, que

u(f)=np, (3.6)

a(f)=np(-p). (3.7)

A freqliéncia relativa p’, por sua vez, sendo simplesmente o quociente de fpelo tamanho
da amostra n, terd média e variancia que sdo facilmente obtidas pela aplicagio das
propriedades (a) e (¢), vistas em 3.4.1. Assim, temos

w1 L)< Lur=Lno=p. (5.8)

- =L o2 fy=Lnpt-py= 2122
o)=L )= o= - p)= B2, 3:9)

O tpo de distribui¢do de p” continua, para todos os efeitos, sendo uma distribuigao
binomial, porém cujos possiveis valores foram comprimidos entre O e 1 com intervalos de
1/, ao invés de variarem de O a n segundo os nimeros naturais, ¢ que ocorre na distribuigao
binomial propriamente dita.

Sendo a amostra suficientemente grande, podemos aproximar as distribuigoes de £ e p*
por distribuigbes normais de mesma média e mesmo desvio-padrao. Em termos praticos, em
geral, podemos considerar que a amostra serd suficientemente grande, para efeito dessa
aproximagao, senpz5en(l -p) 2 5.

3.4.3 Graus de liberdade de uma estatistica
Afirmamos em 2.3.3 que a varidncia de uma amostra deve ser calculada por

n 12
SZ(X)___zi:I(xi_x) (3.10)
n-1

ou por expressoes equivalentes. A razdo pela qual se recomenda usar 2 - 1 ao invés de 7 no
denominador da expressdo sera apresentada no Cap. 4. No entanto antecipamos que a
necessidade dessa corregdo esta relacionada com o numero de graus de liberdade dessa
estatistica. A questdo dos graus de liberdade é, possivelmente, abstrata, mas procuraremos
ilustra-la melhor a seguir.
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Tomemos, por exemplo, as estatisticas X = $%.,x;/n ¢ I, (x; - )2/n. V"] Essas estatis-
ticas tém n graus de [iberdade e tal fato pode ser entendido ¢como indicando haver » valores
x; livres que devem ser considerados para podermos calcular o valor da estatistica. Em
outras palavras, se desconhecermos quaisquer dos valores x; da amostra, ndo poderemos
determinar o valor da estatistica, pois todos os valores da amostra s3o livres, podendo
variar aleatoriamente.

Ja a estatistica s2(x). conforme definida na expressdo (3.10), por usar X ao invés do
parametro populacional g, tem um grau de liberdade a menos. Isso porque o calculo dessa
estatistica pressupde que anteriormente ja se tenha calculado X, para o que usamos ja uma
vez todos os valores da amostra, 0s guais estariam sendo usados pela segunda vez para o
cdleulo de s2.18) Ora, no momento de usarmos novamente os valores da amostra para o
célculo de 52, esses valores tém apenas 7 - 1 graus de liberdade, pois, dados quaisquer
n -1 deles, o valor restante estara perfeitamente determinado, pelo fato de ja conhecermos
sua média aritmética X, ndo sendo, portanto, livre.

Outra interpreta¢do poderd ser dada geometricamente, se considerarmos os n valores
de uma amostra como comrespondendo a um ponto num espago n-dimensional. O valor de
uma estatistica qualquer definida em fungio dos valores dessa amostra pode ser considerado
fungdo do ponto correspondente nesse espago. Se, para o calculo dessa estatistica, vamos
verificar pela primeira vez os valores da amostra, teremos n graus de liberdade, ou seja, o
ponto comrespondente tem a possibilidade de se deslocar conforme as n diregdes do espago.
Se, porém, como no caso de 5%, ja conhecemos X, isso implica uma restrigao linear entre os
n valeres, pois

Xy + Xy +e+ Xy =NX.

Ora, essa é a expressao de um hiperplano no espago n-dimensional, significando que o
ponto considerado deve estar sobre esse hiperplano, tendo, pois, um grau de liberdade a
menos. A introdugao de outras restri¢des levaria a perda de mais graus de liberdade. Por
outro lado, torna-se claro que os valores da amostra podem ser usados para ¢ cilculo de
estatisticas independentes no maximo n vezes, apés o que nao haveria mais graus de
liberdade e, portanto, qualquer consulta a amostra seria desnecesséria. Adotaremos o simbolo
v para denotar o nimero de graus de liberdade de uma estatistica.

3.4.4 Distribuicdo amostral de s? — distribuicges x? ©!
Ja sabemos que a variancia de uma amostra deve ser calculada por (3:10),

ha(x =X

200 =
s = n-1

ou por outras expressdes equivalentes.

A distribui¢ao amostral da estatistica s2(x), conforme definida em (3.10), estd
relacionada com uma familia de distribui¢des de probabilidades de grande importincia em
diversos problemas de Estatistica Indutiva, que s3o as distribuigdes tipo x?. Devemos,

[7] Essa estatistica serd comentada no capitulo seguinte.

18] Na express3o citada no texto, a necessidade de conhecermos ¥ esti evidente, porém as demais expressdes
para o calculo de 52, como (2.12) e a (2.13) também contém ¥, embora implicitamente, conforme frisamos
anteriormente.

(8] Pronuncia-se “qui quadrado™.
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portanto, preliminarmente, apresentar ao leitor essa familia de distribuigdes. Diremos que a
estatistica

2
Xi—pY v -
yl= 11[40_‘1) =3, 22, (3.11)

onde x; sao valores aleatdrios independentemente retirados de uma populacdo normal de
média u e desvio-padrio o, tem distribuicao x2 com v graus de liberdade. Tal denominagéo
deve-se a Karl Pearson. Os valores z;em (3.11) sdo os correspondentes valores da variavel
normal reduzida.['?! Podemos, portanto, considerar a distribuicdo da variavel x? com v
graus de liberdade como a soma dos quadrados de v valores independentes da variavel
normal reduzida.

Do fato de que u(2?) = 1,['!] segue-se que

#xd) = u(Z2 27) =vuz]) = v. (3. 12)
Poder-se-ia também mostrar que
oy =2v (3.13)

e que a moda da distribuigao de x2 é v - 2, para v > 2. Além disso, como a variavel 5
resulta de uma soma de varidveis independentes e igualmente distribuidas, segue-se do
teorema do limite central que a familia de distribuigdes do tipo x? tende a distribuigao nor-
mal quando o numero de graus de liberdade aumenta.

Outra importante propriedade das distribui¢des tipo * € sua aditividade. Essa propriedade
significa que a soma de duas variaveis independentes com distribuigdes y* com vy e v,
graus de liberdade terd também distribuicio y? com v; + v, graus de liberdade. Essa
propriedade decorre imediatamente da defini¢ao da distribuigao x2, conforme expressa pela
relagdo (3.11).

A Fig. 3.3 mostra algumas distribui¢des da familia x°. Por outro lado, a Tab. A6.2
fornece valores das variaveis y2, para v = 1, 2, ..., 30, em fungio de valores notaveis da
probabilidade correspondente a cauda a direita determinada na respectiva distribuigdo.[*2]

Assim, por exemplo, se entrarmos na Tab. A6.2 com £ = 10% e v = 3, leremos o valor
x3 =6,251. Isso significa que a probabilidade de um valor aleatério da variavel xZ ser maior
do que 6,251 é 10%. Para v > 30, os valores de x2 poderao ser obtidos pelo uso de
aproximagoes. Recomendamos a seguinte:

4 (13]

x%z‘{l-%ﬁ\[g—?v] . (3.14)

(1] Veja A1.4.4, no Ap. 1.

(11] A demonstragio desse fato consiste em provar, de acordo com (A1.29), que r-fz’Te“’ 2z =1.

(12] A expressio analitica das funcdes densidade de probabilidade das disribuices 2 € dada no Ap. 4,
juntamente com as das distribuigdes ¢ e F, definidas a seguir.
{13] £ssa aproximagio ¢ melhor que o outro método, proposto anteriormente por Fisher, que consiste em se

tomar zJ =4(z+v2v-1 ).
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Figura 3.3
Distribuictes 2.

onde z é o valor da varidvel normal reduzida que corresponde em probabilidade ao x2
desejado, isto é, tal que a probabilidade a direita de z seja igual a probabilidade a direita de
2. nas respectivas distribuigoes.

O conhecimento das distribuicdes ? nos leva & determinagdo da distribui¢do amostral
da estatistica s2, conforme segue. Pode-se demonstrar que a estatistica

IV Y7 (x -7
):?ﬂ(x’ax) =Z"‘(§’2 X, (3.15)

obtida por substituigdo de u por ¥ na expressdo (3.11), tem distribuigdo do tipo x* com
n - 1 graus de liberdade. Logo, podemos escrever

P =-XP? n-1 Thx-X° (n-1
A= 1(02 ) -2 e az)si. (3.16)
donde resulta
0'2 -
Sk == Xn-t- (3.17)

Vemos, pois, que, a menos de uma constante, a estatistica s2, varidncia de uma amostra
extraida de populagdo normalmente distribuida, se distribui conforme uma distribui¢ao do
tipo x2 com n - 1 graus de liberdade.

Examinando a expressdo (3.17) e lembrando o resultado obtido em (3.12), compro-
vamos que s2, conforme definido em (3.10), tem por média

2
i) = Z )= =, (3.18)
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Por outro lado, temos também, de (3.13) e da propriedade expressa em (A1.40), que

4
o¥(s?)= o*xd)= (n"— 2An~1)= (3.19)

(n-1)* 1 n-1’
3.4.5 Distribuicdes t de Student "4

Suponhamos que, a partir de uma amostra de » valores retirados de uma populagao normal
de média u e desvio-padrdo o, fosse definida a estatistica

z=22K

T o/n

Como a distribuigdo amostral de X seria precisamente normal, com média u e desvio-
padrdo o/n, segue-se que essa estatistica teria simplesmente distribuigio normal reduzida,
o que justifica o uso do simbolo z em (3.20).

Entretanto, se usarmos em (3.20) o desvio-padrao da amostra, obteremos uma estatistica
cuja distribuigdo nao mais é normal. De fato, conforme mostrou Student, a estatistica

(3.20)

X-p
t= 3.21
s, /n (5-21)

distribui-se simetricamente, com média 0, porém ndo normalmente. E claro que, para
amostras grandes, s, deve ser proximo de o, ¢ as correspondentes distribui¢des ¢ devem
estar proximas da normal reduzida. Vemos, pois, que existe uma familia de distribui¢es ¢
cuja forma tende a distribuigdo normal reduzida quando » cresce. Note-se que a estatistica
definida em (3.21) tem n — 1 graus de liberdade, o que justificaria sua denotagao por z,.;.

A Fig. 3.4 procura ilustrar comparativamente uma distribuigao ¢ e a distribuigao nor-
mal reduzida z. Vemos que uma distribui¢do ¢ genérica é mais alongada que a normal
reduzida.

Por outro lado, a Tab. A6.3 fornece valores de ¢ em fungdo de diversos valores do
numero de graus de liberdade v e de probabilidades notaveis, correspondentes a cauda a

Figura 3.4 Distribuicso t e distribuicso
normal reduzica.
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] w, 5. Gosset, estatistico inglés que publicou seus trabalhos sob o pseuddnimo de Student.
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direita na respectiva distribuigdo.!'] Assim, por exemplo. entrando-se na tabela ¢om a
probabilidade £ = 0,025 e v = 50, lemos o valor 5, = 2,009. Iss0 significa, dada a simetria
das distribuicdes ¢, que P(fso > 2,009) = P(£s50 < -2,009) = 0,025. Note-se que esse valor
de 55 € ja muito proximo do correspondente valor £ = 2 = 1.960.

E importante notar que a expressao (3.21) pode ser escrita

X-u o -4
bo 1= ——=z=, 3.22
Py St (3.22)

Relembrando (3.17), temos, portanto,

ou, mais genericamente,

t, =2 [—"2- . (3.24)
x:

Es;g expressao nos mostra o relacionamento existente entre as distribuigdes ¢ de Stu-
dente .

3.4.6 Distribuicdes F de Snedecor

Suponhamos que duas amostras independentes retiradas de populagdes normais fornegam
variancias amostrais s7 e 53, e que desejemos conhecer a distribui¢doamostral do quociente
s¥/s3. Isso sera possivel através do conhecimento das distribui¢des F de Snedecor.[16]

Define-se a variavel F com v, graus de liberdade no numerador e v, graus de liberdade
no denominador, ou, simplesmente, 7, 1,, por

X n
X% v

Fv= (3.25)

onde, conforme a prépria notagdo indica, xZ designa uma variavel aleatdria com distribui-

¢d0 x? com v; graus de liberdade. As distribuigdes y2 consideradas devem ser independentes.

Evidentemente, a defini¢do geral precedente engloba uma familia de distribuigdes de
probabilidade para cada par de valores (v, v,). Na Tab, A6.4, temos os valores da variavel
Fque determinam caudas a direita com probabilidades 0,5; 1; 2,5; 5 e 10%, fornecidos para
diversos pares de valores de v, e v,.

Assim, por exernplo, se entrarmos na Tab. A6.4 com P= 5%, v, =5 & v, = 20, leremos
o valor F=2,71. Isso quer dizer que, na distribui¢io F com 5 graus de liberdade no numerador
¢ 20 graus de liberdade no denominador, a probabilidade de se obter um valor aleatério
superior a 2,71 € igual a 5%, conforme esquematizado na Fig. 3.5.

1151 830 muito difundidas, também, tabelas em que a probabilidade de entrada refere-se a duas caudas simé-
tricas da distribuicdo. Recomendamos ao leitor algum cuidado para evitar equivocos no uso das tabelas de ¢.
[¢] G, Snedecor adaptou convenientemente essas distribuicdes. j4 estudadas antes sob outra forma por
Fisher. Ele adotou a denotagac £ em homenagem ao grande estatistico inglés R. A_ Fisher, que desenvolveu
diversos métodos com vistas 3 aplicagdo em expecimentos agricolas.
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A Figura 3.5 UOistribuicso F de Snedecor:

5%

a] 1 2,71 Fs20

Imaginemos agora que de duas populagdes normais com mesma varidncia s> (ou, o
que seria equivalente, de uma mesma populagdo normal), sejam extraidas duas amostras
independentes com, respectivamente, 7, ¢ 7, elementos e tomemos o quociente s#/s% das
variancias dessas amostras. Utilizando a expressao (3.17), podemos concluir que a
distribuicdo amostral desse quociente serd uma distribui¢2o £, - 1, p, - 1, POIS

st [/ -Daaa _ xaa /(-0 _
3 Tl D

As distribuigdes x?, ¢ e F s3o de grande importincia para a solugio dos problemas de
Estatistica Indutiva, conforme veremos nos capitulos subseqiientes.

(3.26)

3.4.7 Relacdes particulares entre as distribuicdes z, ¢, 2 e F**

Vimos em 3.4.5 que a familia de distribuigdes ¢ de Student converge para a distribuigao
normal padronizada de z quando v cresce. Logo, a distribui¢ao z equivale a distribuigao £...
Esse fato é facilmente visivel da observagao dos valores de ¢, dados na Tab. A6.3. Vimos
também, em 3.4.4, que a distribuigao de 2 surge de uma soma de v valores independentes
de 2. Logo, a distribuigdo de x2 equivale  distribui¢do do quadrado de z.
Quanto a distribuigdo F, temos, da defini¢do (3.25), que
R, =xf:—§. (3.27)

2

Como 2 = 2%, temos, lembrando (3.24), que a distribui¢ao F ,, equivale a distribui¢do
do quadrado de ¢,,.

Por outro lado, lembrando, de (3.12), que u(x2) = v e, aplicando & (3.25) um resultado
do Calculo de Probabilidades conhecido como a lef forte dos grandes ndmeros,['™) temos
que, quando v; tende ao infinito, a distribuigao de £y, ,, tende & de xi,/w

Fo=2u (3.28)

Em particular, a distribui¢o de 7; .. equivale a de 2, ou 2°.

['7] Essa lei afirma que, em geral, quando ~ tende ao infinito, os valores de uma estatistica tendem para a

sua média tedrica. No presente caso, y2, — v» € 0 quociente xn/votendea 1.
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3.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Suponha gue vocé vai retirar uma amostra casual simples de 30 elementos a partir de
uma populagdo constituida por 120 elementos, usando o procedimento descrito em
8.2.1. Levando em conta que 2 probabilidade de cada grupo de trés algarismos precisar
ser abandonado por formar um numero superior a 120 é 0,88, o que retardaria em
demasia o processo, sugira uma forma valida de acelera-lo.

2. Indique como seria possivel retirar uma amostra sistematica de 35 elementos a partir
de uma populagio ordenada formada por 2.590 elementos. Na ordenagao geral, qual
dos elementos abaixo seria escolhido para pertencer 3 amostra, sabendo-se que o
elemento de ordem 1.546 a ela pertence?

1.028°;

242°;

636°:

2.323%

1.841°. _.

3. Uma populagdo se encontra dividida em trés estratos, com tamanhos, respectivamente,
Ny =80,N,=120 e M5 =60. Ao se realizar uma amostragem estratificada proporcional.
doze elementos da amostra foram retirados do primeiro estrato. Qual o nimero total de
elementos da amostra? FaN

4. Uma amostragem entre os moradores de uma cidade é realizada da seguinte forma: em
cada subdistrito, sorteia-se um certo nimero de quarteirdes proporcional & area do
subdistrito; de cada quarteirdo, sdo sorteadas cinco residéncias, cujos moradores séo
entrevistados.

a) Essa amostra seréd representativa da populagao ou podera apresentar algum vicio?
b) Que tipos de amostragem foram usados no procedimento?

5. Uma industria especializada em montagem de grandes equipamentos industriais recebeu
setenta dispositivos de controle do fornecedor A e outros trinta dispositivos do mesmo
tipo do fornecedor B. O aspecto relevante que se deseja controlar, relativo a esses
dispositivos, € a resisténcia elétrica de certo componente critico. Vamos admitir que os
cem dispositivos recebidos foram numerados de um a cem ao darem entrada no almo-
xarifado, e que os setenta primeiros foram os recebidos do fornecedor A. Vamos admitir,
também, que os valores reais da variavel de interesse (a resisténcia elétrica do com-
ponente critico) dos cem dispositivos recebidos sejam os dados seguintes, respec-
tivamente na ordem de entrada no almoxarifado (18-se segundo as linhas, tal como se
1€ um livro):
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b)

0

@

38 34 34 34 31 36 35 32 37
34 30 37 36 33 34 34 32 39
33 33 34 31 32 36 33 29 36
35 34 33 31 35 35 35 37 32
34 36 35 34 33 32 38 34 33
32 34 35 37 35 35 30 35 34
36 33 34 33 32 31 37 35 34
40 40 42 39 38 40 40 40 40
41 45 41 40 39 41 41 40 42
40 41 40 40 42 39 39 38 40

Uma amostra simples ao acaso de dez dispositivos foi retirada da populacgdo de
cem dispositivos, com auxilio dos nimeros aleatérios da Tab. A6.5. O processo de
urilizagao da tabela foi 0 usual, com inicio no digito situado na interse¢ao da quinta
linha com a oitava coluna da referida tabela. A seguir, foi calculada a resisténcia
elétrica média da amostra de dez dispositivos. Que valor vocé acha que foi obtido
para essa média?

Suponha agora que se pensasse em fazer amostragem estratificada. Em sua opiniao,
seria isso razoavel, no caso? Caso afirmativo, indique como vocé procederia, ainda
utilizando os numeros aleatdrios. Suponha que o nimero total de dispositivos a
examinar na amostra continue sendo dez.

Suponha agora que tivesse sido utilizada amostragem estratificada uniforme, num
total ainda de dez dispositivos examinados, e que tivessem sido obtidos, no primeiro
e no segundo estratos, respectivamente, ¥, = 33,8 e X, = 40,2. Em quanto vocé
estimaria a média da populagao de cem dispositivos?

Suponha agora que, dos setenta dispositivos provenientes do fornecedor A, tenha
sido colhida uma amostra sistematica de dez dispositivos, sendo constante o periodo
de retirada dos elementos para a amostra ¢ sendo conhecido que o segundo
dispositivo a entrar no almoxarifado (cujo valor da resisténcia elétrica é 38)
pertencia a essa amostra. Calcule a média dos valores da resisténcia elétrica
observados nessa amostra. VAN

6. A média e a varidncia de uma populagao eqiiiprovavel, cujos possiveis valores sao os
inteiros 1, 2, 3 e 4, sdo p=2,5 e o® = 1,25. Considere a distribuicio amostral de X para
amostras de n = 2 elementos e determine sua média e variancia, supondo:

a)
b)

populagdo infinita;
populagéo finita formada por doze elementos ¢ amostragem com reposigao.

Verifique a validade das expressées (3.2) e (3.3) do texto.
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7.

10.

Resolva o problema anterior supondo amostragem sem reposi¢do e populagao finita
formada por:

a) doze elementos;
b) quatro elementos.
Verifique a validade das expressoes (3.2) ¢ (3.5) do texto, em cada caso.

. Para qualquer um dos casos (a} ou (b} do exercicio 6, construa a distribuigao amostral

de X supondo agora n = 3. Faga o grafico dessa distribuigao e interprete sua forma.

. Para a mesma situagao descrita no exeicicio 6, construa a distribuicao amostral das

amplitudes das amostras.

Uma populagao eqliiprovavel] de valores inteiros que podem variar de 0 a 99 tem média
u=49.,5 e desvio-padrao o= 29. Usando a tabela de niimeros ao acaso para simular a
obtengdo de valores dessa populagdo, retire uma amostra de n = 25. Calcule sua média
e desvio-padrao. Obtenha, por processo anilogo, mais cinco amostras aleatérias dessa
populagao e calcule suas médias. Calcule o desvio-padrao da amostra formada pelos
seis vatores de X obtidos e compare com o desvio-padrao da primeira amostra retirada.
Como interpretar o resultado dessa comparagao?



Estimacdo de
parametros

4.1 INTRODUCAO

Passamos, a partir de agora, a considerar problemas de Estatistica Indutiva. Conforme vimos
no Cap. 1, o objetivo da Estatistica Indutiva é tirar conclusdes probabilisticas sobre aspectos
das populagdes, com base na observagdo de amostras extraidas dessas populagdes, visando
a tomada de decisdes. Para chegarmos ao ponto de poder abordar tais problemas, foi
necessario que recorréssemos a diversos conceitos basicos do Calculo de Probabilidades e
vissemos como tratar os conjuntos de dados através da Estatistica Descritiva. Doravante,
os conjuntos de dados disponiveis serdo considerados como amostras representativas
retiradas das populagdes de interesse. Essas amostras servirdao de base para as inferéncias
que serao feitas acerca das respectivas populagdes.

Os problemas de Estatistica Indutiva podem ser considerados subdivididos em dois grandes
grupos: os problemas de estimagao e os de testes de hipdteses. Neste capitulo vamos nos ocupar
dos primeiros apenas no que diz respeito a estimagao de parametros de uma distribui¢do
populacional. Qutros tipos de problema de estimagao serdo vistos, por exemplo, no Cap. 8.

O Calculo de Probabilidades nos fornece varios modelos de distribuigao tedrica, tais
como binominal, hipergeométrica, de Poisson, normal, etc.[] Tais modelos representam,
em verdade, familias de distribuigdes que dependem de um ou mais pardmetros basicos.
Assim, por exemplo, uma distribui¢do normal s6 ficara perfeitamente caracterizada se
conhecermos, direta ou indiretamente, seus dois parametros bésicos, 4 e 6. Ora, quando
descrevemos uma populagio estatistica, fazemos isso por meio de algum modelo tedrico de
distribuigao de probabilidades, cujos parametros, portanto, devem ser estimados da melhor
forma possivel com base nos resultados amostrais.

Devemos notar que o proprio fato de tentarmos descrever uma populagao de valores
por meio de um modelo tedrico ja implica um procedimento de natureza semelhante ao da
estimagao. Entretanto chamaremos a tentativa de se caracterizar a forma da distribuigao da
populacdo de problema de especificacio, terminologia introduzida por Fisher.[?]

01 Ver o Ap. 1.
2] sir R. A. Fisher, estatistico inglés. Ver nota 16 na pagina 52.
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Assim, quando admitimos que a populagao de todos os diametros das pegas produzidas
por uma maquina € convenientemente descrita por um modelo normal (o que nem sempre
€ verdade), estamos especificando a forma da distribuigao dos valores da variavel na
populagio. Estamos procedendo analogamente quando admitimos que o nimero de defeitos
por aparelho de televisao produzido em certa linha de montagem é uma variavel que se
comporta segundo um modelo de Poisson.

Evidentemente, a tarefa de especificagao da forma da distribuicao da populagio pode
ser orientada pela conveniente representacdo grafica dos dados da amostra disponivel. Por
outro lado, existem testes que permitem avaliar a representatividade do modelo teérico
proposto para a populagdo, os quais serao estudados no Cap. 6. Entretanto o que nos preocupa
por ora € o problema da estimacao dos pardmetros do modelo adotado para a representagao
da populacio, modelo que suporemos, em varios casos, conhecido.t’]

Tomemos o seguinte exemplo: suponhamos que, em uma cidade com N habitantes,
exista uma propor¢ao p de analfabetos. Se dessa cidade retirarmos uma amostra aleatéria
de n habitantes, saberemos, teoricamente, calcular a probabilidade de que haja entre eles x
analfabetos. Isso seria feito pela aplicagdo do modelo hipergeométrico de distribuigao de
probabilidade ou, com boa aproximagio, para n << N, pelo modelo binomial. Esse seria,
tipicamente, um problema de Calculo de Probabilidade. Note-se, porém, que, para resolver o
problema, deveriamos conhecer o parametro populacional p.

O problema real que muitas vezes enfrentamos, enwetanto, surge quando desconhecemos
o parametro populacional. Devemos ento estima-lo, usando, para tanto. a evidéncia ex-
perimental. Assim, no exemplo citado, se a amostra de rz habitantes apresentou x analfabetos,
precisamos saber de que forma esse fato devera ser usado no sentido de obtermos uma
estimativa para p, ou a determinagao de uma faixa de valores na qual p estara contido com
certa probabilidade. Esse problema pode ser resolvido com base no conhecimento da
distribui¢ao de probabilidade da variavel x.

Em resumo, vamos, no presente capitulo, supor que os valores na populagdo se
distribuam segundo um dado modelo de distribuigio de probabilidade cujos parametros,
entretanto, s3o desconhecidos e, portanto, necessitam ser estimados.

Vamos distinguir dois casos de estimagao de parametros: por ponto e por intervalo. No
primeiro caso, procederemos a estimativa do parametro populacional através de um Unico
valor estimado, ao passo que, no segundo, construiremos um intervalo, o gual devera, com
probabilidade conhecida, conter o parametro. Uma suposi¢do fundamental é a de que as
amostras sao probabilisticas. O protesso de amostragem sera, salvo mengao em contrario,
suposto como sendo o de amostragem casual simples ou equivalente.

4.2 ESTIMADOR E ESTIMATIVA

Chamamos de estimador a quantidade, calculada em fungao dos elementos da amostra, que
sera usada no processo de estimag¢do do parametro desejado. O estimador é. como vemos,
uma estatistica. Serd, portanto, uma variavel aleatdria caracterizada por uma distribuigdo
de probabilidade e seus respectivos parametros proprios. E chamaremos de estimativa cada
particular valor assumido por um estimador. Usaremos a seguinte notagao:

6 = parametro a ser estimado; 7= um estimador de 6; £ = uma dada estimativa.

%1 Essa suposigao & plausivel, pois, em muitos casos, podemos antecipar, com razodvel precisao, um modelo
para a distribuigao da populagao, quer por meio de consideracdes tedricas. quer pela experiéncia pratica. Os
exemplos citados no paragrafo anterior sdo tipicos de diswribuigdes em geral confirmadas pela pratica.



ESTIMADOR E ESTIMATIVA 59
T S

A estimagdo por ponto consistird simplesmente em, a falta de melhor informagio, adotar
a estimativa disponivel como sendo o valor do parametro. A idéia €, em sua esséncia,
extremamente simples, porém a qualidade dos resultados ird depender fundamentalmente
da conveniente escolha do estimador. Assim, dentre os varios estimadores razoaveis que
poderemos imaginar para um determinado parametro, deveremos ter a preocupagao de
escolher aquele que melhor satisfaga as propriedades de um bom estimador. As principais
entre essas propriedades serdo vistas a seguir.

4.2.1 Propriedades dos estimadores!“!
Justeza ou nao-tendenciosidade

Diremos que um estimador 7 é justo (ou ndo-tendencioso, ou nao-viciado, ou nao-viesado)
se sua média (ou expectancia) for o proprio pardmetro que se pretende estimar, isto é,

ul)=8 (4.1)

Isso significa que os valores aleatdrios de 7" ocorrerao em tomo do valor do pardmetro 8, o
que é, obviamente, desejavel.

A adogao de um estimador gue nao seja justo nos levara a incorrer no vicio de estimacado,
ou viés. De fato, se a média da distribuigdo amostral do estimador ndo é igual ao valor do
parametro, esse estimador formecerd estimativas em tormo de outro valor que nao o parametro,
configurando estimativas viciadas, ou viesadas.

Consisténcia
Diremos que um estimador 7 € consistente se

lim, .. P T-0|2€)=0 (4.2)

para todo £ > 0. Isso significa, em termos praticos, que, sendo o estimador consistente,
pode-se, com amostras suficientemente grandes, tornar o erro de estimagdo tio pequeno
quanto se queira. Por outro lado, se o estimador for justo, a condigao de consisténcia equi-
vale a dizer que sua variancia tende a zero quando o tamanho da amostra tende a infinito,
isto é,

lim,_,.. c*(7)=0. (4.3)

Vemos que, para estimadores justos ¢ consistentes, podemos obter estimativas tao
proéximas quanto desejamos do valor real do parametro, desde que aumentemos suficien-
temente o tamanho da amostra. Nessas condigoes, supondo o caso-limite de uma amostra
infinitamente grande,[%] a estimativa obtida iria coincidir exatamente com o paridmetro
estimado.

(] Ao definir essas propriedades, estaremos pressupondo uma fungzio de perda quadrética associada ao erro
de estimag3o. Para maiores esclarecimentos, veja, por exemplo, a Ref. 15.

%) Estamos imaginando, claro, ¢ caso de uma populagio infinita. Sendo finita a popula¢iio, uma estimativa
exata seria teoricamente obtida apenas se fizéssemos a amostra se tornar igual a populagio inteira.
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Eficiéncia

Dados dois estimadores, T; e T3, a serem usados na estimagéo de um mesmo pardmetro 8,
diremos que 7 é mais eficiente que 7> como estimador de 6 se, para 0 mesmo tamanho de
amostra,

(T - 67 ] < u[(7; - 67']. (4.9)

Se 7, e T, forem estimadores justos de 8, essa condigdo indicard que a variancia de 7 é
menor que a variancia de 7.

Se 7, é mais eficiente que 75 como estimador do pardmetro g, podemos definir a relagéo

M]. (4.5)

#(T> - 6)°]

como sendo a eficiéncia de 75 em relagdo a 7, como estimador de 6. Se os estimadores 7 ¢
T, forem ambos justos, a eficiéncia relativa se reduzira ao quociente das respectivas
varancias.

Uma medida absoluta da eficiéncia pode ser conseguida por meio da comparagéo com o
estimador mais eficiente do pardmetro em questao. Logicamente, o estimador mais eficiente
possivel tera eficiéncia absoluta igual a 1, ou 100%. Tal estimador sera dito simplesmente
“eficiente™.

Suficiéncia
Em poucas palavras, diremos que um estimador € suficiente se contém o méximo possivel
de informagao com referéncia ao par&metro por ele estimado.

Evidentemente, nos problemas de estimagao devemos procurar trabalhar com estima-
dores justos, consistentes, da maior eficiéncia possivel e, de preferéncia, suficientes.

4.2.2 Critérios para a escolha dos estimadores* *

Alguns eritérios t&m sido propostos com a finalidade de resolver o problema de como escolher
os estimadores mais adequados. Dentre eles, citaremos os métodos (ou principios) da maxima
verossimilhanga, dos momentos ¢ de Bayes.

Método da maxima verossimilhanga

Esse método — possivelmente aquele que tem sido mais empregado — fornece em geral
estimadores consistentes, assintéticamente eficientes e com distribuigao assintoticamente
normal. :

A esséncia do método consiste em adotar para o parametro o valor que maximize a
JSungao de verossimilhanga correspondente ao resultado obtido na amostra. Esclarecemos
esse ponto a seguir.

Retirada uma amostra de uma populagdo, a configuragido dessa amostra ird, ¢ claro,
depender das caracteristicas da populagio e, particularmente, do valor do patdmetro desco-
nhecido @ que se deseja estimar. Consideremos agora a probabilidade, ou densidade de
probabilidade, conforme o caso, de que uma particular amostra seja obtida. Essa probabilidade
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ou densidade de probabilidade ira depender, evidentemente, da amostra considerada e do
valor do parametro 8 da populagio. Fixada a amostra, essa probabilidade ou densidade de
probabilidade sera funcado de 8, dita fungdo de verossimilhanga correspondente a essa par-
ticular amostra. Essa fungao admite, em geral, um tinico ponto de maximo, o qual fornecera
a estimativa de maxima verossimilhan¢a do parametro 6.

Suponhamos, por exemplo, que uma caixa contenha dez bolas, das quais S séc pretas
e 10 - $ sao brancas. Uma amostra de quatro bolas com reposigao ¢é retirada dessa caixa,
verificando-se que ela contém trés bolas brancas e uma bola preta. Vamos estimar o parametro
5 pelo método da maxima verossimilhanga. Para tanto, devemos determinar a fungdo de
verossimilhanca correspondente ao resultado amostral obtide, a qual sera dada pelas
probabilidades de, em uma amostra de » = 4, sair exatamente uma bola preta, dadas em
fungdo do parametro desconhecido S. Essas probabilidades podem ser obtidas pela aplicagio
da distribui¢ao binomial, ou pelo calculo direto. Designando por £(5) a fun¢do de verossimi-
lhanga, temos
S5(10-5V _ 1 3
£(S) 410( s J 55555105, (4.6)

Na Tab. 4.1 temos os valores de £(5) caiculados para todos os possiveis valores de 5,
verificando-se imediatamente que o valor de maxima verossimilhanga é = 3. o qual sera,
pois, a nossa estimativa.

Tabela 4.1 Funcdo de verossimilhanga
() s £)

0 0 6 384/2.500
1 729/2.500 7 189/2.500
2 1.024/2.500 8 64/2.500
3 1.029/2.500 9 9/2.500
4 864/2.500 10 0
5 625/2.500

Analisemos outro exemplo. Suponhamos que uma distribuigao populacional ¢ uniforme
entre 0 e M. Desejando-se estimar o pardmetro M, uma amostra aleatdria de n valores
¢ retirada dessa populagdo. Seja xpay 0 maior valor obtido nessa amostra. Evidentemente,
M 2 xmay. A fungao densidade de probabilidade da distribui¢ao uniforme que estamos
considerando é

_/'(x):%. OsxsM. (4-7)

Sendo a amostra aleatdria, seus diversos valores serdo independentes, a todos corres-
pondendo a mesma densidade de probabilidade. Portanto a fungdo de verossimilhanga cor-
respondente a2 uma amostra genérica sera dada pelo produto puro e simples das densidades
de cada valor da amostra, isto é,

LMY= (—]n =—. (4.8)
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Essa fungao se maximiza para o menor valor possivel de M; logo. concluimos que o estimador
de maxima verossimithanga para A7 sera Xpmay.

Nos exemplos precedentes, vimos como realizar a estimagdo aplicando o método da
maxima verossimilhanga. E importante notar que certas premissas a respeito da populagao
foram utilizadas. Assim, no primeiro exemplo, partimos do conhecimento do nurnero de
bolas na caixa e do fato de que havia bolas brancas e pretas, e recaimos. ao considerar a
fungao de verossimilhanga, em uma distribui¢ao binomial ¢com parametros V= 10 e S a ser
estimado. No segundo exemplo, partimos do conhecimento da forma da distribui¢do
populacional e da hipdtese adicional de que seu extremo inferior era conhecido.

Método dos momentos

Esse método foi 0 primeiro a ser proposto e usado (Pearson, 1894). Consiste em supor que
os momentos da distribuicao da populagdo coincidem com os da amostra. Expressando os
parametros populacionais a estimar em fungao dos momentos de menor ordem, obtém-se
um sistema de equagdes cuja solucao fornece as estimativas desejadas. Esse método produz,
em geral, estimadores consistentes, mas que, muitas vezes, nao sdo os mais eficientes.

Método de Bayes

Esse método baseia-se na existéncia de uma fungio de perda associada ao erro da estimativa,
e também na consideragdo de uma distribuicao @ prior? para os possiveis valores do
pardmetro. Serd adotada a estimativa que minimize o valor médio ou expectancia da perda,
calculado com base na distribui¢do resultante para o pardmetro apés ¢ conhecimento dos
valores da amostra.

Em verdade, a filosofia embutida no Método de Bayes, por permitir a incorporagéo do
conhecimento prévio em geral existente e também por permitir que se trabalhe com amostras
muito pequenas, teve grande impulso nas ultimas décadas, chegando-se mesmo a oferecer
uma distinta visao da Estatistica como ciéncia. Assim, fala-se em Estatistica Bayesiana, em
contrapartida & Estatistica Cldssica, conforme abordada neste livro. Em nossa visao ha, na
verdade, uma complementagio de conceitos e situagdes, e ndo um conflito. Com efeito, a
esséncia do método € bastante realistica quanto a considerar sempre uma fungo de perda
associada 4 estimativa, ¢ ao admitir uma especificagao do modelo de distribuicao do parametro
que pode ser afetada, até certo ponto, pela evidéncia amostral. A principal barreira para um
desenvolvimento maior da chamada Indu¢do Bayesiana tem sido as dificuldades tedricas
resultantes da aplica¢ido do método. Nossa opinido é de que a idéia contida no método é
valida, mas que ndo se deve chegar ao extremo de alguns de seus mais entusiastas adeptos,
que condenam todas as demais filosofias e procedimentos relacionados com o método
estatistico em geral. A realidade pratica é quem nos auroriza a emitir essa opiniao.

Uma das principais aplicagdes das idéias contidas no Método de Bayes é a Andlise
Estaristica da Decisao, com diversas aplicagdes no campo empresarial.(®]

Damos, no Ap. 3, uma ilustra¢ao da utilizagio do Método de Bayes, referente a0 mesmo
exemplo discreto utilizado para ilustrar 0 método da méxima verossimilhanga.

] Ver, a respeito. a Ref. 1.
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4.2.3 Exercicios de aplicacdo* *

1. Modifique a expressao (4.6) para o caso de extragdes sem reposigao e determine, nesse
caso, a estimativa de maxima verossimilhanga para S.

2. Escreva as expressdes genéricas das fungdes de verossimilhanga de amostras de n
elementos extraidas de populagdes com distribuigao:
a) binomial (r, p);
by de Poisson (u);
¢) normal (4, o);
d) exponencial (4).

3. Mostre que, para populagdes normais: (a) se a varidncia o® é conhecida, X é o estimador
de méaxima verossimilhanga de y; (b) se u é conhecida, ¥(x; - £)%/n é o estimador de
maxima verossimilhanga de o®. [Sugestdo: maximize o logaritmo da funcio de
verossimilhanga, em cada caso.]

4. Sabe-se que, de quatro aparelhos retirados de uma linha de produgdo, trés nao apre-
sentaram qualquer defeito. Admitindo-se que o nimero de defeitos por aparelho se
distribua segundo 0 modelo de Poisson, qual a estimativa de maxima verossimilhanga
para o nimero médio de defeitos por aparelho produzido?

4.3 ESTIMACAO POR PONTO

A estimagao por ponto consiste em, conforme ja mencionado, fornecer a melhor estimativa
possivel para o parametro. Este sera, pois, estimado através de um valor Gnico, o qual
corresponde a um ponto sobre o eixo de variagdo da variavel.

Para proceder & estimagdo por ponto, portanto, devemos escolher o melhor estimador
possivel, colher a amostra ¢, em fungao de seus elementos, verificar a estimativa obtida.
Damos a seguir algumas consideragdes sobre os procedimentos para a estimag¢éo por ponto
dos parametros usuais.

4.3.1 Estimacao por ponto da média da populagao

O melhor estimador de que dispomos para a média da populagiio € a média da amostra x.
Com efeito, X é um estimador justo de g, pois, conforme vimos no Cap. 3, u(X) = . Sendo
justo, X serd também consistente, pois, no caso de populagdo infinita ou amostragem com
reposi¢ao, resulta de (3.3) que

-

lim,_,.c*(x)=lim,_,. - =0. (4.9)

Por outro lado, no caso de amostragem sem reposigdo de populagao finita, chegamos a
um resultado idéntico, pois, de (3.5), temos que

ozN-rz=

umn—oﬂaz(f)‘:umn—ol\"n— N -1

0. (4.10)

Pode-se também demonstrar que X é eficiente e suficiente como estimador de u. Outros
estimadores poderiam ser considerados para y, todos, porém, de menor eficiéncia. Na pratica,
usa-se, as vezes, a mediana da amostra, especialmente quando a média X nao pode ser
calculada (caso de classes abertas nos extremos). A mediana da amostra é um estimador
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justo da mediana da populagio. Para populagdes simétricas, média e mediana coincidem, e

a mediana da amostra é estimador justo da média da populagao. A consisténcia seria também

verificada. Sua eficiéncia, porém, seria da ordem de 64%. Com efeito, para populagdes normais

e amostras grandes, o%(md) = no?/2n; logo, a eficiéncia de md como estimador de x sera
Xy  &*/n 2

=———==20,064. 4.11
o?(md) me®/2n = (%.11)

4.3.2 Estimacg3o por ponto da varidncia da populagao

Quando conhecemos a média u da populagdo, devemos estimar sua varidncia através da
estatistica

o Zbow? L2 o (4.12)

n n

que sera o estimador justo, consistente e eficiente, no caso. Da mesma forma, considerando
as freqiiéncias envolvidas, teriamos

JERID Y A CT /D > AL s/ NS (4.13)
n n

Essa expressao seria também usada no cilculo da varidncia de toda uma populagao
finita, caso em que a média dos dados, calculada pela expressdo usual de X, seria a propria
média populacional.

Supondo agora que p seja desconhecida, o que, em geral, ocorre.na pratica, devemos
usar sua estimativa X, média da amostra, recaindo nas expressées (2.10), (2.11), (2.12)
ou (2.13), conforme o caso. Pode-se perceber agora a principal razéo de se usar 7 - 1 no
denominador dessas expressdes, ao invés de simplesmente e naturalmente n (como ja se
fez, historicamente), pois isso leva & defini¢io de um estimador justo para ¢2, devido ao
resultado (3.18).

A consisténcia de s2 segue-se diretamente do resultado (3.19), pois

lim,,_,-o*(sﬁ)=lim,,_,,.%=0. (4.14)

4.3.3 Estimac¢ao por ponto do desvic-padrao da populacio

Embora $%, conforme definido em (2.10), seja um estimador justo da variancia populacional
o2, sua raiz quadrada s nao é estimador justo do desvio-padrao populacional o. Esse fato
pode ser facilmente demonstrado por absurdo, pois, se u(s) = o, resultaria que

o2(s) = u(s3) - [s)F = 0% -6% =0, ] (4.15)

0 que nao tem sentido. A mesma coisa ocorre no caso em que u é conhecida.

0 vicio de s como estimador de o, entretanto, tende assintoticamente a zero. Logo,
para amostras grandes, podemos, por simplificagao, adotar como estimativa o proprio desvio-
padrao da amostra, calculado pela raiz quadrada da varidncia amostral. -~

(7) Foi usada aqui a expressao (A1.36).
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Para amostras pequenas. € conveniente corrigir o vicio do estimador s mediante um
coeficiente que designaremos por ¢3!8), adotando-se a estatistica

1 (E (4 - X
§, = == T 4.16
LIS (4.16)

A Tab. 4.2 fornece alguns valores de ¢; e de seus inversos.

" Tabela 4.2 Valores de ¢; e de seus inversos

n s /65
2 0,399 2,506
3 0.591 1,693
4 0,691 1,447
5 0,752 1,329

6 0,793 1.261
7 0,822 1,216
8 0,844 1,185
9 0,852 1,160
10 0,875 1,143
12 0,896 1,115
15 0,917 1,091
20 0,937 1,067
25 0,950 1,052
50 0,975 1,025
100 0,998 1,002

4,3.4 Estimagdo por panto de uma propor¢ao papulacional

Se desejarmos estimar a proporgao p de elementos da populagdo com uma dada caracteristica,
usaremos como estimador a proporgao ou freqiiéncia relativa p° com que essa caracteristica
foi observada na amostra. Tal procedimento, além de intuitivo, corresponde a adotar um
estimador justo, consistente, eficiente e suficiente.

Que o’ é estimador justo de p resulta imediatamente de que u(p") = p, conforme mostrado
em (3.8). Por outro lado, a consisténcia de p’ segue-se do resultado (3.9), pois

lim,.... 6%(p) = lim,.. 222 =0, (4.17)

O resultado (3.9) é valido para populagdes infinitas ou amostragem com reposicao,

mas a consisténcia de p* é verificada mesmo para o caso de amostragem sem reposigao de

populagZo finita. Sendo a populagao finita, poderiamos querer estimar por ponto ¢ nimero

de elementos da populagido que apresentasse a caracteristica em questao. E claro que esse
namero seria simplesmente estimado por Ap’, onde & € o tamanho da populagao.

18] Utilizamos o simbolo ¢ para distinguir do coeficiente ¢,, usado no Controle Estatistico da Qualidade,
baseado em desvio-padrao com n no denominador.



66 ESTIMACAD DE PARAMETROS
e e

4.3.5 Estimagdo por ponto com base em diversas amastras

Suponhamos que dispomos de % amostras. Cada amostra ira fomecer uma estimativa para
um dado parametro, e essas estimativas irao diferir entre si, mesmo que as amostras sejam
provenientes de uma mesma populagao, pois resuitam de um processo aleatorio. Entretanto
podemos, em geral, combinar esses resultados, de modo a oferecer uma estimativa Unica
para o parametro em questao, quando aplicavel.

No caso de estimagao da média u ou de uma propor¢ao p, sé tera sentido combinar as
estimativas se todas as amostras forem provenientes de uma mesma populag¢do, ou de
populagdes infinitas com mesma média e mesma proporcao p. Podemos entéo, simplesmente,
fundir as diversas amostras em uma inica amostra maior, usando a média ¥ e a frequéncia
relativa p’ fornecidas por essa amostra. Isso equivale a calcular a média ponderada das
diversas médias e frequiéncias relativas amostrais tomando como pesos de H:onderagéo 0s
tamanhos das respectivas amostras, o que s¢ pode perceber com facilidade.[®!

No caso de estimagéo da variincia o2 e do desvio-padrio o, podemos também imaginar
os dados originais reunidos em uma unica amostra maior, desde que as amostras sejam
provenientes de uma mesma popula¢do ou de populagdes de mesma média e variancia.
Entretanto o procedimento de se tomar a média (ponderada em relagdo aos tamanhos das
amostras) dos diversos resultados das amostras individuais ndo iria mais fornecer um
resultado final idéntico nem seria o mais adequado.

No caso de g2, se desejamos realizar a estimagdo usando as varidncias das diversas
amostras, devemos realizar a ponderagao usando como pesos os graus de liberdade de cada
amostra (o que, afinal, também é feito nos casos de u e p). Ou seja, adotamos como estimativa
de ¢ a quantidade s2, dada por

22 =St +(m ~1)sF + -+ (7 = D5 el (4.18)
4 M+t -k ) ’

Deve-se notar que também essa estimativa nao serd idéntica a que se obteria através
da reunido dos dados em urna amostra Uinica, embora ambos os processos sejam validos
nas condigdes mencionadas.

A estimativa 57 tem a vantagem de poder ser utilizada se as diversas amostras provierem
de populagdes com médias diferentes, porém com mesma varidncia o2, Nesse caso, evi-
dentemente, nao teria sentido reunir as diversas amostras em uma unica amostra maior.

Se as amostras forem razoavelmente grandes, poderemos adotar Vs7 como uma boa
estimativa para o desvio-padrao o, nos casos discutidos. Por outro lado, se tivermos amostras
pequenas de mesmo tamanho, a estimativa justa de o serd simplesmente 2 média aritmética
dos desvios-padréo corrigidos, calculados pela expressio (4.16).

6] Deixamos a demonstragio dessa afirmativa a cargo dos leitores interessados.
(191 A razdo para esse procedimento ests em valer para s7 a relagio, expressa por (3.16) e (3.17), co
familia de diswibuigdes x2. De fato, 57 € um estimador justo de o2, o que resulta de u(s?) = o% €
propriedades da média. Por outro lado, a expressdo (4.18) pode ser escrita
gmemssng-b) _gu (05

P S ialT T
onde, de acordo com (3.16), as parcelas do segundo membro t8m distribuigdes x 2., e s3o independentes.
Portanto, devido 4 aditividade do x 2, o primeiro membro tem distribuicdo y 4, onde =¥ n;. Inversamente,
podemos escrever a relagdo 5 .

Sp= T;‘EE < Xn-k.

ma
das
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4.4 ESTIMACAO POR INTERVALO

Vimos no item precedente como se procede para obter boas estimativas por ponto dos para-
metros da populagdo. As estimativas por ponto 530, em geral, utilizadas quando necessitamos,
ao menos aproximadamente, conhecer ¢ valor do pardmetro para utiliza-lo em uma expressao
analitica qualquer. Entretanto, se a determinagao de um dado pardmetro € a meta final do
estudo estatistico em pauta, a estimagao por ponto sera, em geral, insuficiente, pois a proba-
bilidade de a estimativa adotada vir a coincidir com o verdadeiro valor do parametro é nula
ou praticamente nula. Isso decorre de os estimadores serem variaveis aleatdrias, muitas
vezes continuas; logo, as estimativas obtidas quase certamente serdo distintas do valor do
parametro. Ou seja, é quase certo que estejamos cometendo um erro de estimagdo, quando
procedemos a estimagao por ponto de um parametro populacional.

E, pois, ao contrario do vicio de amostragem, que pode ser evitado pelo uso de
amostragem probabilistica, e do vicio de estimagdo, que se elude adotando um estimador
justo, praticamente inevitavel que tenhamos que conviver com o erro de estimagéo.

Devido a esse fato, surge a idéia de se construir um intervalo em torno da estimativa
por ponto, de modo a que esse intervalo tenha uma probabilidade conhecida de conter o
verdadeiro valor do parametro. Essa ¢ a idéia da estimagao por intervalo, a qual configura
um problema tipico de Estatistica Indutiva, pois iremos fazer afirmagdes probabilisticas acerca
dos possiveis valores de um pardmetro da populagao.

Ao intervalo que, com probabilidade conhecida, devera conter o valor real do parametro
chamaremos intervalo de confianca para esse pardmetro. A probabilidade, que designaremos
por 1 - &, de que um intervalo de confianga contenha o valor do parametro chamaremos
nivel ou grau de confianga do respectivo intervalo. Vemos que « serd a probabilidade de
erro na estimagao por intervalo, isto &, a probabilidade de errarmos ao afirmar que o valor
do parametro esta contido no intervalo de confianca.

Salvo mengdo em contrario, suporemos 0$ intervalos de confianga simétricos em
probabilidade, isto é, tais que a probabilidade de o pardmetro ficar fora do intervalo & sua
esquerda é igual a probabilidade de ficar fora & direita, ambas iguais a o/2. Entretanto deve
ficar claro que a constru¢do de intervalos de confian¢a assimétricos em probabilidade é
perfeitamente possivel (¢ a maneira de fazé-lo torar-se-a evidente a2 quem acompanhar a
dedugdo que segue), podendo-se inclusive chegar ao caso extremo de considerar toda a
probabilidade & de erro de um Gnico lado do intervalo, quando se estard adotando um valor
minimo ou um valor méximo para o parametro, com a confian¢a adotada.

Deve-se frisar também que o intervalo de confianga, sendo construido com base na
estimativa por ponts, € aleatdrio, ao, passo que o pardmetro € suposto uma constante da
populag3o. Assim, ¢ intervalo conterd ou nao o parametro, com probabilidades 1 - @ e a,
sendo, a rigor, incorreto falarmos em “probabilidade de o pardmetro cair no intervalo™.

Veremos em seguida como construir intervalos de confianga para os parametros usuais.
Consideraremos, em nossa exposi¢io, apenas os casos de populacdo infinita. Por
aproximacio, os resultados serao validos para os casos de populagao finita bastante grande
e fragéo de amostragem pequena. Os casos de populagao finita poderdo, em geral, ser tratados
aplicando-se & expressdo de varidncia amostral o fator de populagao finita visto em (3.5).
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4.4.1 Intervalo de confian¢a para a média da populacdo quando o &
conhecido

Vamos subdividir o estudo do intervalo de confianga para a média x da populacdo em dois
casos: quando o, desvio-padrao da populagio, é conhecido, e quando ¢ é desconhecido.
Iniciemos pelo primeiro caso.

Suporemos que a distribuigdo amostral do estimador X é normal. Conforme vimos em
3.4.1, isso ocorrera se a populagao for normalmente distribuida ou, caso contrario, com boa
aproximagao, se a amostra for suficientemente grande.

Devemos construir um intervalo em torno de ¥ de forma tal que esse intervalo contenha
o valor do parametro com confianga 1 — c.['] Esse intervalo, sendo simétrico em proba-
bilidade, sera também geometricamente simétrico em relagdo a %, devido a simetria da
distribuigdo amostral, no caso. Os simbolos empregados serao:

L. média da populagdo:

%, média da amostra;

o, desvio-padrdo da populagao;

n, tamanho da amostra;

o, semi-amplitude do intervalo de confianga.

Adotaremos também, doravante, a convengio segundo a qual z» denotara o particular
valor da varidvel normal reduzida = que determina uma cauda a direita de sua distribuicio
com probabilidade P. Essa convengao € extensivel a qualquer outra varidvel considerada. A
Fig. 4.1 ilustra graficamente a conven¢do aqui introduzida.

O intervalo que desejamos construir serd de forma X £ €,. Necessitamos apenas
determinar ¢, de modo tal que esse intervalo tenha nivel de confian¢a 1 ~ . Para tanto.
imaginemos, na distribuigdo por amostragem de X, dois pontos, u - € € i + €o, SIMELICos
em relagdo a média u da distribuigao, de tal modo que a probabilidade de X situar-se entre
esses dois pontos seja igual a 1 — o Embora p seja 0 pardmetro desconhecido, podemos
representar graficamente essa situagio, o que é feito na Fig. 4.2. Logo, por construgio,

Pp-eysxsu+e)=1-a. (4.19)

Figura 4.1 Significado de z,.

(1) A confianga, como vimos, traduz a probabilidade de que o intervalo de confianga contenha o parimetro.
Para enfatizar que se trata de uma estimagio por intervalo, damos preferéncia ao uso do termo conffanga ao
invés de probabilidade.
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Figura 4.2 Distribuic8o amostra! de X.

x|

M+ e n U+ e

A desigualdade entre parénteses implica

L—ESX e XSU+éy
USX+e, & X-eys;
E-eos“$}+e0:

o Plx-gspsX+85)=1-a. (4.20)

Logo, X — ey & X + €5 20 os limites do intervalo de confianga simétrico em probabilidade
que desejavamos obter. A determina¢io de e, se resume num problema elementar de aplicagao
dos conceitos do Calculo de Probabilidades envolvendo o uso da variavel normal padronizada
21121 pe fato, refererindo-nos ao ponto u + &, da distribuigio amostral de ¥, cujo desvio-
padrdo, conforme sabemos, é o/Vn, temos

ute)-u_

c/n alz:

g
=€y =Za/277. (4.21)

Portanto a expressdo do intervalo de confianga para a média u da populagdo, ao nivel
de confianga 1 - e, é dada por

f:tza,zj% . (4.22)

A interpretagdo desse intervalo estd consubstanciada na expressdo (4.20), onde &g €
dado pela (4.21), ou seja,

13
P[f—l,,zj‘-5#5f+za,z g }:1-—(1[ ] (423)
: e -

112] yeja a expressfio (A1.63).
(131 A expressdo entre parénteses ¢ comumente apresentado como a formula do intervalo de confianga. A
mesma observagao se aplica aos intervalos adiante considerados.
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Exempla L |

Considerando-se que uma amostra de cem elementos extraida de uma populagao
aproximadamente normal, cujo desvio-padrio € igual a 2,0, fomeceu média
X = 35,6, construir um intervalo de 95% de confianga para a média dessa
populagdo.

G
Sem divida, podemos considerar a distribuigdo de X como praticamente nor-
mal. O unico dado faltante para aplicarmos a expressdo (4.22) seria Z,n.
Na Tab. A6.1 da distribuigdo normal reduzida vemos, porém, imediatamente,
que 22 = Z3 59 = 1,96. Logo,
o 20
€ =196 =0,392
© v100

e o intervalo de confianga serd 35,6 + 0,392, indicando que

P(35,208 < ;1< 35,992) = 0,95.

4.4.2 Intervalo de confianca para a média da populacdo quando o &
desconhecido

Vejamos agora como proceder para construir o intervalo de confianga para a média u da
populagdo quando o desvio-padrao populacional é também desconhecido, o que, em geral,
ocorre nos problemas praticos.

Ora, se desconhecemos ¢, devemos estimar seu valor com base na amostra disponivel.
Devemos adotar como estimativa o desvio-padrao da amostra, definido por

’ 2
S.l’ = 22!]%5‘11 ) (4.24)

Entretanto a subtitui¢do pura e simples de o por s, na expressao 4.22 certamente leva-
ria a um grau de incerteza maior na construgao do intervalo de confianga, pois s, é apenas
uma estimativa de o, sujeito, portanto, a incidéncia do erro de estimagdo. Ha, portanto, que
se proceder a uma corre¢ao desse intervalo, a qual, certamente, faré o intervalo crescer em
amplitude, para compensar o efeito dessa maior incerteza. Essa corregéo € feita mediante o
uso da distribuigio ¢ de Student com n ~ 1 graus de liberdade, apresentada em 3.4.5.014] De
fato, a expressdo (3.22) fornece o seguinte relacionamento entre as varidveis £ e z:

e
toap =Zr s (4.25)

onde n - 1 € o numero de graus de liberdade da estatistica s.

[4)Antes'de W. S. Gosset haver dado sua importante contribuicio & teoria estatistica com a introdugio da
distribuicio £ de Student, considerava-se, pelo conhecimento empirico, que o intervalo de confianga para
quando o€ desconhecido podia ser, com boa aproximagdo, calculado pela expressdo (4.22) substituindo-se
o por s, para amostras grandes, assim entendidas se # > 30. De fato, vemos na Tab. A.6.3-que, nessa
condicdo, os valores do ¢ de Student ja sao bastante préximos dos de 2, justificando esse procedimento.
Consideramos, entretanto, que, apés a introdugao da distribuigio ¢ de Student, essa distingdo entre amostras
grandes e pequenas deixou de fazer sentido.
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Ora, a expressdo {4.22) pode ser escrita

- g S,

Xt2Z4 r T (4.26)

Logo, do anteriormente exposto, resulta de imediato a expressao do intervalo de
confianga para ¢ quando ¢ é desconhecido:

- S
Xl alzﬁ" (4.27)

Assim, o fato de sermos obrigados a usar ¢ desvio-padrao da amostra ao invés de o
leva-nos a trabalhar com ¢,_, a0 invés de z. A interpretagdo do intervalo obtido é que:

= S, = s
P[x—t,,_L 0,27%5;1 SX 40, a,;ﬁ]:l-a. (4.28)
Exemplo
Considerando-se que uma amostra de quatro elementos extraida de uma
populagio com distribui¢io normal forneceu média ¥ = 8,20 e desvio-padrdo
Sy = 0,40, construir um intervalo de 99% de confianga para a média dessa
populagao.
Solucao

Na Tab. A6.3, temos £, -1, o2 = {3 0.5% = 5.841. Logo,

0,40 _

eo =[n-1'“l2f 5 8417!"—1,168

e o intervalo de confianga serd
8,20 £ 1,168,
- indicando qué

P(7,032 S < 9,368) = 0,99.

4.4.3 Intervalo de confianca para a variancia da populagao

Consideremos agora o problema da construgio do intervalo de conﬁanga ao nivel 1 -
para a variancia o2 da populagiio. O conhecimento das distribuicdes x2, vistas no capltulo
anterior, serd fundamental para esse propdsito.

Consideremos, na distribuicio x2_,, os dois particulares valores x4 _1. 1 -2 € X3- 1. a2 POI
construcdo, esses valores sdo tais que

PR g S Ko S Xy an)=1-a. (4.29)
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Ora, a relagdo (3.16) permite escrever as desigualdades entre parénteses como

1)5

Aot iear2 S (z S Xoo), a2 (4.30)

vamos dividir todos 0s membros pela quantidade positiva (# - 1)s2, e, apos, tomar os
inversos. Lembrando que as desigualdades devem ser invertidas, temos

(”'l”zsazs (n-1)s? (4.31)
).’3-1 al2 ).’nz-l 1-a/2

0 que acontecera com probabilidade 1 - a. Logo as quantidades expressas em (4.31) sao
os limites do intervalo de confianga para o2, ao nivel de confian¢a 1 — a. A expressdo
(4.31) pode também ser escrita na forma

-_— -.—-2
Z?H(x! I)Z SO.Z < Zf:l(x‘ x) . (452)

Lotar Xn-1, 1-ar2

AS expressoes (4.31) e (4.32) sao exatas no caso de populagdes normalmente
distribuidas, conforme imposto na definigao da distribuigio x 2, vista em (3.11).

Exemplo L~ _--- -

Uma amostra de onze elementos, extraida de uma populagdo com distribuigdo
normal, forneceu varidncia s = 7,08. Construir um intervalo de 90% de
- conﬁa.nga para a variancia dessa populag3o.

SLIWGEL
Na Tab. A6. 2 para 10 graus de liberdade, temos:
! "ﬂ!
Xi-1 1-os2 -Xzo 95% =3, 940

. Z‘rza-'l.alz —Xzos% =18, 307
Logo os lumtes do mtervalo de confianga, dados na expressdo (4.31), serdo:
o 10 7, 08
18 307

10.7,08
3940 180

indicando que
P(3,87<062518,0)=0,90."

.

3,87,

_ .
4.4.4 Intervalo de confianca para o desviopadrdo da populacdo

Vimos em 4.3.3 que o desvio-padréo da amostra, s, ndo é um estimador justo do desvio-
padrao da popula¢ao, o, e que, por essa razao, deveriamos introduzir uma corregao,
especialmente no caso de amostras pequenas. Entretanto, se desejarmos um intervalo de
confianga ao nivel 1 — @, para o parametro ¢, nao sera necessario investigar a distribuigao
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por amostragem do correto estimador de ¢, pois decorre imediatamente do resultado obtido
em 4.4.3 que, com probabilidade 1 - a, temos

. 2
\/("'135 sas‘/ (2-1)s” (4.33)

2 p) .
Xn-1er2 Xn-1. 1-a/2

Um método aproximado pode ser usado, alternativamente, no caso de amostras grandes
(n> 30. digamos). Consiste em construir o intervalo de confianga para o usando a expressao

s [15]

Stza/zm. (4.34)

4.4.5 Intervalo de confian¢a para uma proporgdo populacional

Foi visto em 3.4.2 que uma freqliéncia relativa amostral p* apresenta uma distribuigéo do
tipo binomial, cuja média é o proprio parametro populacional p e cuja varidncia é dada por
p(1-p)/n.Sendonp 2 5en(l-p)25, podemos em geral aproximar essa distribuigao pela
distribuicio normal. Como desconhecemos p, adotaremos como condicoes de aproximagao
np25en(l-p)zs.

Portanto, sendo a amostra suficientemente grande para satisfazer as condigdes prece-
dentes e considerando-se que p’ é o estimador que usaremos para p, podemos chegar a
expressdo do intervalo de confianga para p. O intervalo serd da forma p’ + ¢, e, por um
raciocinio semelhante ao que foi feito no caso da estimagéo de u, chega-se facilmente a

1 —
e =2y 2B (4.35)

Note-se que essa expressio é em tudo anéloga & (4.22), pois o/Vn € 0 desvio-padrio
do estimador X, e \/p(1~ p)/ n & o desvio-padrio do estimador .

O unico obstaculo ainda existente para o calculo de &g ¢sta em que ¢ parametro desco-
nhecido p aparece na expressdo (4.35). Podemos, entretanto, simplesmente, substituir z
por sua estimativa 2. 1ss0 se justifica com boa aproximagdo, pois, sendo a amostra ja
razoavelmente grande para haver satisfeito as condi¢des de aproximagao pela normal, a
estimativa deve ser razoavelmente proxima do valor real do pardmetro. Ademais, o even-
tual erro a mais que poderiamos cometer ao substituir 7 por 2’ seria em boa parte compensado
pelo erro a menos que, entdo, cometeriamos ao substituir 1 - p por 1 - p°, e vice-versa, o
que torna ainda mais justificavel a aproximagao feital!®].

1% Uma justificativa dessa expressio pode ser encontrada, por exemplo, na Ref. 22.

[6] Se as condigdes de aproximagio pela normal nio forem satisfeitas, deve-se, em principio, construir o
intervalo de confianga com base na distribui¢ao binomial. Nao nos detivemos na andlise desse caso por ser
de menor importancia na pratca. Por outro lado, Fisher apresenta uma alternativa para a obtengio do
intervalo na qual se consegue a aproximaggo pela normal com menores tamanhos de amostra, através da
ransformagio 8= arc sen V', O intervalo € entiio construido em termos de 6, cujo desvio-padrao pode ser
considerado como praticamente dado por V820,7/r, realizando-se a transformagao inversa, a seguir. Note-
se também que aqul caberia, a rigor, uma corrego de continuidade, conforme mencionado em A1.4.5, no
Ap. 1. Entretanto tal corregdo nao foi considerada, nem tanto por simplicidade, porém mais porque podem
ser desprezados seus efeitos para amostras grandes e do ponto de vista da manutengao do nivel de confianga
do intervalo.
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Dessa forma, podemos considerar o intervalo de confianga para p, ao nivel de confianga
1 - a. como sendo praticamente dado por

JAEF p(I;m . (4.36)

"p')Spsp'+za,2,/p'“;m]s1-a. (4.37)

significando que

F{p"zalZ Z (

Exemplo
Retirada uma amostra de 1.000 pegas da produgio de uma maquina, verificou-
se que 35 eram defeituosas. Dat, um limite méximo ao nivel de 95% para a
proporcao de defeituosos fornecida por essa maquina.

Solucdo

As condicBes de aproximacdo da distribuigio binomial pela normal estio
satisfeitas. A questdo do limite maximo, mencionada em 4.4, se resolve jogando
todo o risco de erro a para apenas um lado, no caso o superior. Sendo

n=1.000,

=£ 35
4 1000-0035
2, —zs.,;_-1645 .
"~ temos -
az [P’ﬂ p'>. y 'M
e 1.645 : 1000 —00096
eo]mute méoumo de conﬁanga seré )

- 0,035 + 0 0096

sngmﬁcan&% Que )

P(pSD 0446) = o~95
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4.5 TAMANHO DAS AMOSTRAS

Vimos na se¢ao anterior como construir intervalos de confianga para os principais parametros
popu-lacionais. Em todos os casos, supusemos dado o nivel de confianga desses intervalos.
Evidentemente, o nivel de confianca deve ser fixado de acordo com a probabilidade de
acerto que se deseja ter na estimagao por intervalo. Sendo conveniente, o nivel de confianga
pode ser aumentado até tdo proximo de 100% quanto se queira, mas isso resultara em
intervalos de amplitude cada vez maiores, 0 que significa perda de precisao na estimago.

E claro que seria desejavel termos intervalos com alto nivel de confianga e pegpena
amplitude, o que corresponderia a estimarmos o parametro em questao com pequena
probabilidade de erro e grande precisao. Isso, porém, requer uma amostra suficientemente
grande, pois, para 7z fixo, confianga e precisao variam em sentidos opostos.

Veremos a seguir como determinar o tamanho das amostras necessarias nos casos de
estimagao da média ou de uma propor¢do populacional.

vimos, em 4.4.1, que o intervale de confian¢a para a média x da populagao quando o
¢ conhecido tem semi-amplitude dada pela expressao (4.21), a qual reproduzimos aqui:

o =2Zar2 j‘;-

Ora, 0 problema entac resolvido foi, fixados a e n, determinar ¢5. Mas é evidente, da
expressao (4.21), que podemos também resolver dois outros problemas. Assim, fixados ¢
e n, podemos determinar ¢, 0 que equivale a determinar a confianga de um intervalo de
amplitude conhecida. Podemos também, fixados a e ¢y, determinar 7, que é o problema da
determina¢do do tamanho da amostra necesséria para se realizar a estimag¢do por intervalo
com a confianga e a precisdo desejadas. Vemos imediatamente que

2
n= [fd_r/.ﬁ) . (4.38)
€

Essa serd a expressdo usada para a determinagao do tamanho da amostra necessaria,
se ¢ for conhecido.

Nao se conhecendo o desvio-padrao da populagao, deveriamos substitui-lo por sua
estimativa s e usar ¢ de Student na expressao (4.38). Ocorre, porém, que, ndo tendo ainda
sido retirada a amostra, ndo dispomos do valor de s. Temos, entdo, duas alternativas para
resolver a questio. Uma delas consiste em trabalhar com um limitante superior para o valor
de o que, colocado na expressdo (4.38), nos leva a um tamanho de amostra suficiente, em
geral superdimensionada. A alternativa serd colher uma amostra-piloto de n’ elementos
para, com base nela, obtermos uma estimativa s, empregando, a seguir, a expressao

2
n:(f&lﬁﬁ} . (4.39)
L5

Se n < r’, a amostra-piloto ja tera sido suficiente para a estimagdo. Caso contrario,
deveremos retirar, ainda, da gFulagio. 0s elementos necessarios a complementsdgao do
tamanho minimo de amostra.[!

117] A rigor. nesse ultimo caso, a amostra total poderia formnecer uma nova estimativa de s superior a usada
na expressao supra, o que obrigaria a uma nova iteragao no processo, etc.
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EELER

Procedemos de forma analoga se desejamos estimar uma proporgao populacional com
determinada confianga e dada precisao. No caso de populagao suposta infinita, da expressao
(4.35), podemos obter

n= ( ";sz(l p). (4.40)

O obstaculo a determinagao do tamanho da amostra por meio da expressao (4.40) esta
em desconhecermos p e tampouco dispormos de sua estimativa p°, pois a amostra ainda
nao foi colhida. Essa dificuldade pode ser resolvida através de uma amostra-piloto,
analogamente ao caso descrito para a estimagao de u, ou analisando-se 0 comportamento
do fator p(1 - p) para 0 € p < 1. Vé-se facilmente que p(1 — p) é a expressao de uma
parabola cujo ponto de maximo é p = 1/2, conforme ilustrado na Fig. 4.3.

Figura 4.3 1-9
Grafico de p(1 - p). A A P
5 D
3 :
0 0.5 1 =F

Ora, se substituirmos, na expressao (4.40), p(1 - p) por seu maximo valor, 1/4,
seguramente o tamanho de amostra obtido sera suficiente para a estimacgao, qualquer que
seja p. Isso equivale a considerar

2 2
n=(—4—3—z , ] l=(_uw J . (4.41)
& ) 4 \ 2¢

Pelo mesmo raciocinio, se sabemos que seguramente p € pg < 0,5 ou p 2 po > 0,5,
podemos usar o limitante p, ao invés de p, na expressao (4.40), obtendo um tamanho de
amostra suficiente, pois teremos entéo p(1 - p) < po(1 - po), conforme se percebe facilmente
da Fig. 4.3.

Evidentemente, usando-se a expressao {4.41), corre-se o risco de dimensionar uma
amostra bem maior do que a realmente necessaria. Isso ocorrera se p for, na realidade,
préximo de 0 ou 1. Se o custo envolvido for elevado e proporcional ao tamanho da amostra,
sera desejavel evitar que tal fato ocorra, sendo mais prudente a tomada de uma amostra-
piloto. Inversamente, em muitos casos, é preferivel, por simplificagio, proceder conforme
indicado, com base em uma limitag&o superior para o fator p(1 -~ p).
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Exempla |

Qual o tamanho de amostra necessaria para se estimar a média de uma
populagdo infinita cujo desvio-padréo € igual a 4, com 98% de confianca e
precisao de 0,57

50’U¢50 L |

Ao definir a precisdo da estimativa desejada, estamos estabelecendo o erro
maximo que desejamos cometer, com a confianga dada. Logo, essa precisao
equivale numericamente & propria semi-amplitude do intervalo de confianga.
Portanto

2 2
ne [zmdj - (2.326-4) =346,3
& 0.5

Logo, necessitamos de uma amostra de 347 elementos.
. - __|
Exemplo . _________________-_______________________ |

Qual o tamanho de amostra suficiente para estimarmos a proporgio de
defeituosos fornecidos por uma maquina, com precisio de 0,02 e confianga de
95%, sabendo que essa proporgdo seguramente ndo € superior a 0,207

SOl 0 A
De acordo com o anteriormente exXposto, temos

n= [Z”*] 2ol1~ Do) = (109320] 0,20-0,80=1.536,64

Logo, sera suficiente uma amostra de 1.537 elementos.
-

4.6 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. A distribuigio dos diametros de parafusos produzidos por uma certa maguina é normal,
com desvio-padrao igual a 0,17 mm. Uma amostra de seis parafusos retirada ao acaso
da produgdo apresentou os seguintes didmetros (¢ém milimetros):

25,4 25,2 25,6 25,3 25,0 25,4
Construa intervalos de 90, 95 e 99,74% de confianga para o didmetro médio da produgao
dessa méquina. A

2. Suponha que o diametro médio da produgao da maquina citada no exercicio 1 tenha
sido modificado e que uma amostra de vinte pegas tenha sido submetida a um calibre
constituido por um orificio com 20 mm de didmetro. Se sete das pecas da amostra
passaram por esse orificio, dé uma estimativa por ponto para o didmetro médio fornecido
pela maquina. A
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Uma amostra de quinze ¢lementos retirada de uma populagdo normalmente distribuida
forneceu ¥ = 32,4 e s = 2,56. Construa intervalos de 95 ¢ 99% de confianga para:
a) a média da populagdo:

b) a variancia da populagao;

¢) o desvio-padrao da populagdo.

A cronometragem de certa opera¢do forneceu os seguintes valores para diversas
determinagdes (em segundos):

14 16 13 13 15 15

17 14 15 14 16 14

Construa um intervalo de 98% de confianga para o tempo médio dessa operag¢ao. Suponha
que os tempos medidos tenham distribui¢ao normal.

Uma amostra extraida de populagdo normal fomeceu os seguintes valores:
3.0 3.2 3.4 2,8 3.1 2,9 3.0 3.2.

Construa:

a) IC de 95% para a variancia da populagao;

b) IC de 99% para a variancia da popula¢ao;

¢) ICde 95% para a média da populagéo;

d) 1C de 99% para a média da populacéo;

e) se a variancia da populagdo & 0,01, como ficarao (c) e (d)? A

Os valores de uma amostra foram agrupados em classes, resultando a seguinte
distribui¢do de freqliéncias:

Classes Frequéncias
100 — 110 3
110 — 120 8
120 — 130 12
130 — 140 4
140 p—— 150 2
150 |— 160 1

a) Construa um intervalo de 95% de confianga para a média da populagao.

b) Comente a validade desse intervalo, de vez que pode-se facilmente observar que a
distribuigao populacional parece nao ser simétrica.

¢} Dé um limite minimo com 95% de confianga para a proporgao populacional de
valores maiores que 130.

Um universo ¢ unimodal e fortemente assimétrico. Uma amostra de 120 elementos
tirada desse universo forneceu as seguintes estimativas para sua média e desvio-padrio:

X =3011; §=35

E possivel estimar-se, com 95% de confianga, um limite minimo para a média real do
universo? Caso afirmativo, calcule o limite. A
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8.

10.

11.

12.

13.

Considere a frase que segue como uma amostra de palavras da lingua portuguesa e,
com base nela, construa um intervalo de 99% de confianga para ¢ niimero médio de
letras por palavra usada nessa lingua. Admitindo a amostra como representativa da
populagao, o intervalo obtido é exato ou aproximado?

“Se nao for possivel a corregao imediata, o fato deve ser comunicado ao Controle de
Produgao e suspenso o envio de pegas até o recebimento de novas instrugdes.”

. Considerando o conjunto de dados como amostra proveniente de populagdo normal.

construa os intervalos de 95 e 99% de confianga para a média da populago para os
dados dos exercicios 3, 4 e 9 do Cap. 2.

Considerando o conjunto de dados como amostra proveniente de populagdo normal,
construa os intervalos de 95 e 99% de confianca para a varidncia da populagdo para os
dados dos exercicios 3, 4, 9 e 17 do Cap. 2.

Compare 0s resultados fornecidos pelas expressbes (4.33) e (4.34) do intervalo de
confianga para o desvio-padrdo da populagio nos casos n = 10, =30 e 2 = 100. Em
outras palavras, verifique, nesses casos, o comportamento da aproximagao

ZE ‘ n-1

a~

1 - =
-1y Vxia s

E dada a seguinte distribui¢zo de freqfiéncia, representativa dos dados de uma amostra
de cinqiienta elementos:

10— 20 3
20— 30 9
30— 40 15
40 — 50 10
50— 60 8
60— 70 5

50

a) Calcule a média e o desvio-padrao da amostra.
b) Construa um intervalo de 90% de confianca para a média da populagao.

¢} Construa um intervalo de 99% de conflanga para a proporgao populacional de
valores maiores que 45. VAS

Sabe-se que a variagdo das dimensdes fomecidas por uma maquina independem dos
ajustes do valor médio. Duas amostras de dimensdes das pe¢as produzidas forneceram:

amostra 1 — 12,2 12,4 12,1 12,0 12,7 12,4;
amostra 2 — 14,0 13,7 13,9 14,1 13,9.

Estabele¢a um intervalo de 95% de confianga para o desvio-padréo com que a maquina
opera. A
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

Uma moeda abaulada foi jogada 400 vezes, obtendo-se 136 “caras”. Construa intervalos
de 95 e 99% de confianga para a probabilidade do resultado “cara™ nessa moeda.

Uma moeda, reconhecidamente sem vicio, sera langada 400 vezes. Construa intervalos
de 95 e 99% de confianga para 0 numero de “caras™ a ser obtido nesse experimento.
Vocé percebe a diferenga de situagdes entre o caso deste problema e o do problema
anterior?

Numa pesquisa de mercado bem conduzida, 57 dentre 150 entrevistados afirmaram
que seriam compradores de certo produto a ser langado. Sendo a populagdo de
compradores em potenc1a1 formada por 2.000 elementos, dé um limite com 95% de
confianga para o nimero minimo de pessoas que comprarao o produto. :

Qual o tamanho da amostra necessaria para se estimar a média de uma populagdo com
precisio de um décimo do desvio-padrao, e confianga:

a) 95; b) 99%? A

Foram feitas vinte medidas do tempo total gasto para a precipitagdo de um sal, em
segundos, numa dada experiéncia, obtendo-se:

13 15 12 14 17 15 16 15 14 16
17 14 16 15 15 13 14 15 16 15

Esses dados sao suficientes, para estimar o tempo médio gasto na preci-pitagao com
precisdo de meio segundo e 95% de confianga? Caso negativo, qual o tamanho da
amostra adicional necessaria?. FAN

Deseja-se estimar a resisténcia média de certo tipo de pega com precisao de 2 kg e 95%
de confianga. Desconhecendo-se a variabilidade dessa resisténcia, romperam-se cinco
pegas, obtendo-se para elas os seguintes valores de sua resisténcia (em kg):

50 S8 52 49 55

Com base no resultado obtido, determinou-se que deveriam ser rompidas mais quinze
pegas, a fim de se conseguir o resultado desejado. Qual sua opinido a respeito dessa
conclusao?
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20,

21,

0 erro relativo de estimagao ¢ definido como o erro absoluto dividido pelo valor do
parametro a ser estimado.

a) Mostre que, se desejarmos estimar uma proporgao populacional com o erro relativo
fixado, a expressdo (4.40) do texto passa a ser

2
”=[zm‘2] -2
L2 p
onde e, € 0 erro relativo.

b) Qual o tamanho da amostra suficiente para estimar uma proporgao populacional
que sabemos estar contida entre 0,30 e 0,70, com erro relativo maximo de 10% ¢
95% de confianga?

¢) Responda a pergunta anterior admitindo que se exija erro absoluto (e nao-relativo)
méximo de 10%.

d) Interprete a diferenca observada entre as respostas dos itens (b) e (c).

Uma maquina apresenta, no minimo, 90% de pegas boas em sua produgdo. Deseja-se,
através de uma Unica amostra, estimar o diametro médio das pegas produzidas, com
99,9% de certeza de se ter um erro maximo de estimagao igual a 0,1 do desvio-padrao
dos diametros, bem como estimar a verdadeira proporgdo de defeituosos da maquina
com precisiao de 0,02 e, no minimo, $5% de confianga. Qual o tamanho da amostra
necessaria para tanto? A

Um automobilista que atravessa freqiientemente uma ponte notou, apés duzentas
travessias, que, em sessenta delas, o tltimo algarismo de seu odémetro {marcador de
quilometragem) havia mudado sobre a ponte.

a) Dé, com 95% de confianga, um valor maximo para o comprimento da ponte.

b) Seele atravessa a ponte sempre a 60 kimvh, estime ¢ tempo gasto na travessia com
96% de confianga.

¢) Quantas travessias seriam necessarias para se estimar o comprimento da ponte
com 98% de confianga e precisdo de 30 metros? A

. Uma amostra de dez pegas forneceu os seguintes valores de certa dimenséo (em

milimetros):
80,1 80,0 801 798 800 803 79,7 800 802 804

Deseja-se estimar a dimensdo média com erro maximo de 0,05 mm e 98% de confianga,
bem como a proporgao de pegas com dimensao acima de 80 mm, com precisdo de 5% e
90% de confianga. Dimensione a amostra total que se devera tomar. Essa amostra €
necessaria? E suficiente?
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24. Certa produgao de pinos metalicos é submetida a um processo de cementagao, no qual

uma camada externa de maior resisténcia se forma. Sessenta pinos ndo-cementados
tiveram seus pesos medidos em gramas (precisao de décimos) e formeceram a distribuigzo
de freqhiéncias (apds agrupamento em classes) correspondente a tabela que segue.

X 65,2 65,7 662 66,7 67,2 67,7 682 687
S 2 6 9 15 16 7 4 1
a) Construa um intervalo de 95% de confianga para a varidnc¢ia dos pinos nao-
cementados.

b) Estime o erro maximo que seria cometido ao se fazer a estimagdo do numero de
pinos com mais de 67,2 g existentes em um lote de 10.000, com 96% de grau de
confianga.

¢) Supondo que uma amostra de cem pinos cementados tenha fornecido média de
69,20 g e desvio-padrdo de 1,80 g, estime, com 90% de confianca, 0 aumento
médio de peso por pino devido a cementagao.



Jestes de
hipoteses

5.1 INTRODUCAO

Vamos agora abordar o segundo tipo de problema de Estatistica Indutiva, ¢ dos testes de
hipéteses referentes & populagao. Neste capitulo trataremos dos testes ditos paramétricos,
pois se referem a hipéteses sobre parametros populacionais.

Ao contrario do que ocorria nos problemas de estimagao, vamos agora supor que exista
uma hipétese, a qual sera considerada valida até prova em contrério, acerca de um dado
pardmetro da populagdo. Essa hipdtese serd testada com base em resultados amostrais,
sendo aceita ou rejeitada, conforme veremos a seguir.

A questdo de como sdo formuladas hipéteses faz parte do proprio processo de aquisi¢ao
de conhecimento cientifico, Nao nos alongaremos a esse respeito neste livro, mas ilustraremos
alguns casos possiveis. Ha hipéteses provindas de constderagdes tedricas, como a de que a
probabilidade de dar “cara™ no langamento de uma moeda seja igual a 0,5. Outras surgem
de consideragdes empiricas, como a de que o diametro de certas pegas se distribua normal-
mente. Pode haver hipdteses associadas a valores aceitos por tradi¢io, como outras oriundas
de especificagdes fornecidas por fabricantes de produtos ou fornecedores de servigos. Podemos
também, como se verd adiante, formular hipéteses em fungao de situagoes que desejamos
comprovar estatisticamente.

Por partir da consideragao de uma hipotese considerada vigente, o problema dos testes
de hipoteses ¢, sob diversos aspectos, oposto ao problema de estimagéo, em que se parte do
desconhecimento de um certo aspecto da realidade. Entretanto ha também vérios pontos
que $30 comuns aos dois tipos de problemas.

vimos que a estimagao € feita com base em uma variavel convenientemente escolhida,
fun¢do dos elementos da amostra, a qual denominamos estimador. Vimos também critérios
para a escolha de bons estimadores. Ora, também nos problemas de teste de hipdteses,
vamos basear nossas conclusdes em varidveis calculadas a partir da amostra ou amostras
disponiveis. E os mesmos critérios que indicam a conveniéncia de um estimador em problemas
de estimagdo vao agora nos orientar na escolha da varidvel aleatoria de teste adequada,
nao sendo necessario repeti-los.
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Assim, por exemplo, vimos que a média da amostra X € o melhor estimador da média
populacional x. Entdo. pelas mesmas razdes, se desejarmos testar uma hipdtese referente
a0 verdadeiro valor da média u da populagao, a variavel aleatoria de teste mais adequada
sera x.

Por outro lado, as mesmas pressuposicdes acerca da forma da distribui¢do da populagdo
e do processo de amostragem, usadas ao analisar o problema de estimagao, serdo também
consideradas aqui.

5.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Vamos designar por H, a hipdtese existente, a ser testada, e por &, a hipdtese alternati-
va. Nos casos que examinaremos, vamos considerar 4, como hipétese complementar a H,.
O teste ira levar a aceitagio ou rejeicao da hipétese My, o que corresponde, portanto,
respectivamente, a negagao ou afirmagio de Z,. Entretanto, para manter uniformidade,
enunciaremos o resultado final sempre em termos da hipétese H,. ou seja, de aceitar ou
rejeitar H;.

Tomemos um exemplo. Suponhamos que uma industria compre de certo fabricante
parafusos cuja carga média de ruptura por tragao é especificada em 50 kg. O desvio-padrao
das cargas de ruptura € suposto igual a 4 kg e independente do valor médio. O comprador
deseja verificar se um grande lote de parafusos recebidos deve ser considerado satisfatdrio.
Entretanto existe alguma razdo para se temer que esse lote possa ser formado por para-
fusos cuja carga média de ruptura seja algo inferior a 50 kg, o que seria indesejavel. Por
outro lado, o fato de a carga média de ruptura ser eventualmente superior a 50 kg nao
preocupa o comprador, pois, nesse caso, os parafusos seriam de qualidade superior &
especificada. '

O comprador pode, por exemplo, adotar o seguinte critério para decidir se concorda em
aceitar o lote ou se prefere devolvé-lo ao fabricante: tomar uma amostra aleatéria de 25
parafusos do lote e submeté-los a ensaio de ruptura; se a carga média de ruptura observada
nessa amostra for maior ou igual 2 48 kg, ele comprara o lote; caso contrario, ele se recusard
a comprar.

Esse comprador esta testando a hipotese de que a carga média de ruptura dos parafusos
do Jote seja 50 kg, contra a alternativa de que ela seja inferior a 50 kg. Ele esta excluindo,
para simplificar, a hipétese de que a carga média de ruptura seja superior a 50 kg, por
contrariar sua suspeita e porque, ademais, esse fato nao é o que o preocupa, & sua ocorréncia,
se comprovada, levaria também 2 decisdo de comprar o lote.[]

Em resumo, as hipdteses objeto de teste séo
Hg: L= 50 kg,
Hl: n< 50 kg-

Suponhamos que a hipdtese &, seja verdadeira, isto €, a populagdo dos valores da
carga de ruptura tem realmente u = 50 kg. Logo, conforme sabemos, a média X da amostra

1 A citada simplificagio € adotada no texto por representar uma facilitagio (de forma e de raciocinio) que
pode ser feita sem perda de generalidade. Diversos autores, entretanto, preferem nao-utilizé-la. Parz eles, a
formulagio do teste descrito a seguir seria:

Hy: p 250 kg.

Hy: u<50kg.
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Figura 5.1 Distribuicso
amostral de X, se p = 50 kg.

» X (kg)

aleatéria de 25 valores serd uma variavel aleatéria com média também de 50 kg e cujo
desvio-padrao sera

o 4
- = = =0.8 kg.
oF Jn :/25, g

Sabemos também que podemos considerar a distribui¢ao por amostragem de ¥ como
praticamente normal. Temos entdo a situagido indicada na Fig. 5.1, onde « indica a
probabilidade de se obter para X um valor inferior a 48 kg. A probabilidade « pode ser
facilmente determinada através de

48-50
4==%3

valor para o qual a tabela de areas sob a curva normal reduzida (Tab. A6.1) fornece a area
0,4938; logo, « = 0,5 - 0,4938 = 0,0062. Vemos, pois, que existe uma probabilidade
a = 0,0062 de que, mesmo sendo a hipotese H, verdadeira, X assuma valor na faixa que
leva a rejeigao de A, de acordo com o critério adotado. Nesse caso, o comprador iria rejeitar
a hipétese H, sendo ela verdadeira, 0 que consiste no erro fipo /. Sua conseqiiéncia, no
€aso, seria deixar de adquirir um lote perfeitamente satisfatério.

Por outro lado, poderiam ocorrer situagdes em que a hipétese A, fosse falsa, ou seja, na
realidade u < 50 kg, e a média da amostra assumisse um valor major que 48 kg, levando a
aceitagdo de A, O comprador iria, nesse caso, cometer o erro tipo I, que consiste em
aceitar a hipétese Ay sendo ela falsa. Sua conseqiéncia, no ¢aso, sera adquirir um lote
insatisfatério, com prejuizo para a produgdo. Em resumo, em um teste de hipdtese, podem
ocorrer dois tipos de erro:

=-2,50,

erro tipo [ - rejeitar Hy, sendo A, verdadeira;
erro tipo 1] - aceitar Ay, sendo A, falsa.

_ As probabilidades desses dois tipos de erro serdo designadas, respectivamente, por a e
B. A probabilidade « do erro tipo 1 é denominada nivel de significincia do teste, por motivos
que discutiremos adiante.

Os resultados da aplicagdo de um teste de hipoteses e as respectivas probabilidades de
ocorréncia estao condensados na Tab. 5.1.

Deve-se notar que « ¢ § sdo probabilidades condicionadas a realidade. Fica também
claro, da Tab. 5.1, que o erro tipo I $6 podera ser cometido se A, for verdadeira, e o erro tipo
I1, se A, for falsa. Da mesma forma, o erro tipo I s6 podera ser cometido se se rejeitar 4, €
o erro tipo 11, se se aceitar H,.
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Tabela 5.1 Possiveis resultados de um teste de hipéteses e suas probabilidades
o condicionadas i realidade
Realidade
H, verdadeira H, falsa
Aceitar H, Dea??o_ cao)rreta Erro L;)po II
Decisao - —
Rejeitar A, ErrcE ;)po I Decn??o— cg)rrera

A faixa de valores da varidvel de teste que leva a rejeigao de A, é denominada regido
critica (R.C.) do teste. A faixa restante constitui a regido de aceitacdo.

Note-se que, em nosso exemplo, a idéia aparentemente natural de se rejeitar &, caso
X < 50 kg ndo seria, em verdade, recomendavel, pois, nesse caso, a probabilidade & do erro
tipo I seria 50%.

vimos como. no exemplo, fixada a regido critica do teste, determinamos a probabilidade
a do erro tipo 1 através de uma simples manipulagao da distribuicao normal. Inversamente,
dado o, podemos determinar o limite da regido critica. 1ss0 e 0 que em geral se faz na
pratica, direta ou indiretamente, sendo os valores usualmente adotados = 5% e = 1%,

Assim, no mesmo exemplo, se for fixado a = 5%, teremos a situagao dada na Fig. 5.2.
Resulta que X serd determinado de

%, =50
08 '
- %, =50-1,645-0,8 = 48,684 kg -

—Zs%=—1.645 =

Da mesma forma, se for fixado o = 1%, o limite ¥; da regido critica sera determinado de

% -50
-2y =~2,326=220
1% =2 0.8

+ % =50-2,326-0,8=48,139 kg.

Portanto, se o valor observado da média da amostra X for inferior a 48,139 kg,
rejeitaremos a hipotese X, ao nivel a= 1% de significincia. (Isso implica automaticamente
que H, sera também rejeitada se o nivel de significdncia adotado for « = 5%.) Se X for

Figura 5.2 Distribuic§o .
amostral de X se | = 50 kg.

» X (kg)
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superior a 48,684 kg, aceitaremos a hipotese Ay ao nivel a = 5% de significincia. (Isso
implica automaticamente que 4, sera também aceita se o nivel de significancia adotado for
a = 1%.) Se, por outro lado, tivermos 48,139 kg < X < 48,684 kg. a hipdtese H, sera
rejeitada ao nivel a = 5%, porém ndo o serd ao nivel a = 1%. Isso significa que, se admitimos
realizar o teste sujeitos a um risco de 5% de probabilidade de cometer o erro tipo [, a evidéncia
amostral terd sido significativa no sentido de permitir a rejeicdo da hipdtese H,. Se, porém,
houvéssemos exigido um risco de apenas 1% de probabilidade de cometer o erro tipo I, essa
evidéncia, embora talvez sugestiva, ainda nao teria sido significativa a esse nivel de
significincia.

Vemos, através do exemplo anterior, como a decisdo de se aceitar ou rejeitar a hipdtese
testada A, pode depender do nivel de significincia adotado. Um resultado experimentaimente
obtido pode ser ou nao significante, dependendo do « fixado. dai 0 chamarmos de nivel de
significancia. Um resultado significativo a um determinado nivel & nos levard a rejeigao da
hipétese Ay, pois admitiremos que, a menos de um risco pré-fixado a, ele é incompativel
com a hipétese H,.[2)

Por outro lado, se o valor experimental da variavel de teste cair na regido de aceitagao,
nao tera havido, no nivel « considerado, evidéncia significativa suficiente para a rejeigao
da hipotese A, a qual devera, portanto, ser aceita. Note-se que, nesse caso, estariamos
sujeitos a cometer o erro tipo II, cuja probabilidade é um certo 8 de que ainda nao tratamos.
Se providéncias ndo tiverem sido tomadas, conforme veremos em 5.3.3. no sentido de
controlar a probabilidade 8 do erro tipo II, entdo a aceitagao da hipotese Hy nédo sera
acompanhada de uma avaliagao probabilistica da possibilidade de erro, conforme sempre
ocorre no caso de chegar-se a rejeicéo de Ay (pois o nivel de significancia « serd sempre
pré-fixado). A aceitagao de A, portanto, corresponde, em geral, 4 insuficiéncia de evidéncia
experimental, ao nivel de significancia desejado, para se chegar a sua rejeigao. Essa aceitago,
como o proprio termo sugere, ndo deve ser entendida como uma afirmagao de Aj.

Esse caso ocorre freqlientemente na pratica. Tendo em vista isso, a propria terminologia
adotada vem de encontro ao exposto, pois rejeitar € um verbo forte, ao passo que aceitar é
um verbo fraco. Se rejeitamos Ay, € porque estamos estatisticamente convencidos, ao nivel
de significincia a, de que estamos certos, ao passo que, se aceitamos H,, em geral essa
aceitagio nao representa uma afirmagao estatisticamente forte.

Uma analise qualitativa, entretanto, pode ser feita. No nosso exemplo, considerada a
Fig. 5.2, onde ¥ = 48,139 kg, aceitariamos Hp quer X fosse igual a 48,2, 2 48,9 ou a 53,4.
No primeiro caso, a aceitagao se daria em uma situagio em que ficariamos desconfiando de
estarmos cometendo o erro tipo II; no segundo, essa aceitagao praticamente corresponderia
auma comprovagao de A pela igualdade e, no terceiro, a uma situagdo em que aceitariamos
Hy tendo uma forte sugestdo de que, de fato, temos u > 50 kg

Deve-se notar, também, que a gravidade relativa de cada tipo de erro depende do
problema real existente em cada caso. Assim, em nosso exemplo, se o estoque de parafusos
fosse baixo, poderia ser mais grave perder a oportunidade de ficar com um lote bom do que
aceitar um lote nao muito longe de estar dentro da especificagao. Inversamente, deve ser
mais grave aceitar-se um lote bastante fora da especificagao do que injusticar o fornecedor
rejeitando de um lote correto.

121 A idéla implicita nessa frase pode, em termos possivelmente mais simples, ser colocada da seguinte
forma: sendo verdadeira a hipdtese £, a probabilidade de se obter um valor experimental significativamente
incompativel com A, (ou seja, um valor experimental que caia na regido critica) € pequena, fixada em a
Logo, se obtivermos um valor experimental que caiu na regiao critica, serd pouco provavel que a hipdtese A,
seja verdadeira: rejeitamos entio #, ¢com bastante convicgdo, a qual serd tanto maior quanto menor o nivel
a adotado. Deve-se notar que, a rigor, a nao é a probabilidade de erro ao se rejeitar H,.
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0 exemplo introdutorio corresponde a uma situagio freqlientemente encontrada na
pratica. em problemas de aceitagdo ou rejeicdo de lotes submetidos a inspe¢do por
amostragem. O assunto é abordado com mais pormenores nos textos que tratam do Controle
Estatistico de Qualidade. O exemplo ilustra a razdo pela qual, em tais situagdes, as
probabilidades a e 8 dos erros tipo [ e Il sao denominadas, respectivamente, rzsco do produtor
e risco do consumidor. (Com efeito, & é o risco do produtor de ver rejeitado um bom lote
fornecido, e B € o risco do consumidor de aceitar um lote fora da especifica¢do.)

5.3 TESTES DE UMA MEDIA POPULACIONAL

Vamos agora generalizar as idéias expostas no item anterior, aplicando-as aos casos que
podem ocorrer ao se testarem hipdteses sobre a média de uma populagao.

E conveniente lembrar que todos os testes de médias que serdo vistos neste capitulo
pressupdem a normalidade da distribui¢do amostral da variavel de teste X¥. Como sabemos
de 3.4.1, essa suposi¢ao sera rigorosamente valida se a distribui¢do da popula¢ao for nor-
mal e a amostragem aleatdria, e sera valida, em geral, com boa aproximagao, se a amostra
for suficientemente grande.

5.3.1 Testes de uma média com o conhecido

No exemplo introduidrio, foi apresentado um teste de média em que se admitiu conhecido o
desvio-padrdo o da populagdo. Testes semelhantes podem ser generalizados sob a forma:

Ho:  p=pg, B
Hi: u<yy.
A regido critica ira corresponder aos valores X < Xy, sendo X, para a fixado, determinado
por
- a
Xi=po—2Z, . 5.1
1= Ho a 7; ( )

Isso significa que a hipétese A, devera ser rejeitada se

X <o z,,-f; (5.2)
ou, o que ¢ analogo, se
X - lo
~Zy- 5.3
a/iNn e -3)

Pl Conforme frisado anteriormente, a0 adotar essa formaliza¢do, estamos excluindo deliberadarmente ¢ por
simplificagao a possibilidade x> 1, com base no conhecimento de que tal fato levaria 2 mesma decis3o que
a aceitagao pura e simples da hipdtese A,. Diversos autores preferem formalizar 0 mesmo teste como

Ho:  p2po,

Hy: p<pe.
Ver, a propdsito, a nota [5] deste capitulo.
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Chamando
X- Ho [4]
z= , 5.4
o/\n (5:4)
chegamos a conclusdo que devemos rejeitar Ay se
Z€=2,.

Vemos que a quantidade definida em (5.4) resulta da padronizagao do valor ¥
experimentalmente obtido. E a decisdo pode ser tomada simplesmente mediante a comparagao
desse valor padronizado com o valor -z,, o qual depende unicamente do nivel de significancia
adotado e é obtido diretamente nas tabelas da distribuicdo normal. A vantagem de se
formalizar dessa maneira o teste de hipoteses visto sera evidenciada na seqtiéncia do texto.
Veremos que os demais testes, por mais complexos que aparentem ser, resumir-se-ao a uma
comparagao de um valor obtido em fungao dos dados experimentais (uma estatistica,
portanto) e um valor critico tabelado em fungao de e

Nos exemplos de testes de média até agora vistos, consideramos apenas casos em que
a hipétese alternativa H; era do tipo u < yto- E claro que poderemos, simetricamente, considerar
as hipéteses

Ho: p=p,,
Hy:  p>pe-

A perfeita simetria de situacdes nos indica que a regido critica serd, nesse caso,
correspondente aos valores X > X, sendo X, para o fixado, determinado por

T =ty +z,,7% (5.5)

e, por um raciocinio semelhante ao anteriormente feito, chegamos a conclusao de que
devemos rejeitar A, se

2>z,
onde z é calculado, analogamente ao caso anterior, pela expressao (5.4).

Os dois testes considerados até agora sao ditos testes monocaudais ou unilaterais,
pois a hipdtese A, admitia um unico sentido para as possibilidades do pardmetro testado
como alternativa a Hy. Ja foi comentado que tais tipos de teste sdo teis quando apenas nos
interessa identificar um desvio do valor real do parametro essencialmente para menos ou
essencialmente para mais, em relagao ao valor testado.

Ha muitos casos, porém, em que ha interesse em identificar um desvio do valor real do
parametro para menos ou para mais, em relagio ao valor testado. O teste a ser feito deve
set, entdo, bicaudal ou bilateral. No caso do teste de uma média populacional, as hipéteses
a testar serdo, entio,

Hp: p=po,
Hi p=e.

() Note-se que o denominador /¥ é 0 desvio-padrao da variavel de teste X. Ou seja, poderiamos ter escrito
Z = (X - po)/o(X). Comentirio anlogo pode em geral ser feito em todos os testes que recaem no uso da
varidvel normal reduzida.
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Figura 5.3 Regido critica
do teste bilaters!,

Obviamente, nesse caso, rejeitaremos H, se a variavel de teste X assumir um valor
significativamente distinto de yx,, para menos cu para mais.

Sendo « a probabilidade do erro tipo 1, essa probabilidade « devera corresponder a
regiao critica, a qual sera formada por duas caudas da distribuigéo amostral de X, supondo-
se A, verdadeira. Temos, entdo, a situagdo da Fig. 5.3, sendo X, e X, os limites das duas
partes que formam a regigo critica. £ facil verificar que, nesse ¢aso, os dois limites da regiao
critica serdo dados por

X =J‘"O—Zar‘2%- (5.6)
- c .-
X2 =#0+z¢/27;" (5.7

A hipdtese A, sera rejeitada se ocorrer X < X, ou X > X,. Ou seja, se
= c
X <My - Z 72
“2Jn
ou
= o
X > Us+ Zor2 7; .

Levando em consideragdo o valor z, conforme definido pela expressao (5.4), vemos
que essas duas desigualdades equivalem a

Z2<=Zyy OU Z>Zyp,.

Logo, se uma das desigualdades se verificar, rejeitaremos #y ou, o que é 0 mesmo,
rejeitaremos Mg se

|2]> Z4s2-

Os trés casos vistos acham-se resumidos na Tab. 5.2, sendo z dado, em todos eles, pela
expressao (5.4).
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Tabela 52 Testes de uma média com o conhecido

Hipdteses Rejeita-se A, se
Ho =110
Hy: g <y
Ho: p=po
Hy:py>
Hovp=po
Hypz up

z<=2,
z >z,

1zl >z

Exemplo L _ |

0 desvio-padrao de uma populagdo € conhecido e igual a 22 unidades. Se
uma amostra de cem elementos, retirada dessa populagao, forneceux = 115,8,
podemos afirmar que a média dessa populagao ¢ inferior a2 120 unidades, ao
nivel de 5% de significincia? Qual a significancia do resultado obtido, face as
hipéteses testadas?

SoluCa D
Vamos testar as hipSteses

Ho: H =120,
Hy: u<120

pois, se re]eltaxmos H,, poderemos afirmar que a médm da populagdo sera
inferior a 120, no nivel desejado.

Conforme a expmsao (5.4), temos:

_115.8~ 120 -42

--1,91.
22/3100

Ora, Zsy, = 1,645, logo, como z < —Zsg, re]e1tamosH° 20 nivel a = 5%. Portanto
-podemos a.ﬁ_rmar. nesse nivel de significincia, que a média da populaggo é
inferior a 120 unidades.

A significAncia do resultado obtido deverd, obviamente, ser inferior a 5%, e
correspondera a probabilidade da cauda 2 esquerda definida na distribuigio
normal reduzida pelo valor z = - 1,91. Consultando a Tab. A6.1, vemos que a
significancia € de 2,81%. Para niveis & menores que esse va]or o resultado
experimental obtido nio sena &gmﬁcanvo

5.3.2 Testes de uma média com o desconhecido

E muito fregiiente, na pratica, 0 caso em que desejamos testar hipdteses referentes a
média de uma populagio cujo desvio-padrao nos é desconhecido. Se dispomos apenas de
uma amostra de » elementos extraidos dessa populagdo, com base na qual iremos realizar o
teste, devemos entio usar essa mesma amostra para estimar o desvio-padrdo ¢ da populagao.
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Por outro lado, vimos em 3.4.5 que, a0 substituir ¢ por s, na expressao (5.4), a variavel
resultante terd distribuicdo ¢ de Student com n - 1 graus de liberdade. A expressao a ser
usada sera, portanto,

X -y
L,y = . (5.8)
s In
Vemos que a Unica diferenga resultante do fato de desconhecermos o esta em que
iremos trabalhar com valores de ¢ de Student ao invés de z. Como sabemos manipular as
distribuigdes ¢ de Student, o problema esta resolvido. A Tab. 5.3 resume o procedimento a
ser seguido, que é semelhante ao anteriormente visto.

Tabela 5.3 Testes de uma média com ¢ desconhecido

Hipéteses Rejeita-se Ay se
g‘:' ﬁ:ﬁ lha1<={p-1,a
i tr1>n-1a

Z? ﬁ:ﬁg e 11 >ty a2

Em individuos sadios, o consumo renal de oxigénio distribui-se normalmente
em torno de 12 crn®/min. Deseja-se investigar, com base em cinco individuos

- portadores de certa moléstia, se esta tem influéncia no consumo renal médio
de oxigénio. Os consumos medidos para os cinco pacientes foram:

144 12,9 150 137 135
Qual & a conclusdo, 20 nivel de 1% de significincia?

S OIUCE O

: Admitindo que também entre os portadores da moléstia o consumo renal de
oxigénio se distribua normalmente, vamos testar, para os pacientes, as
hipéteses

' Hy: =12 cm®/min
_ Hy: p#12cm®/ min
Note-se que o teste deve ser bilateral, face ao que se deseja investigar. E

_oportuno lembrar que os resultados experimentais ndo devem, em caso algum,
influenciar a decis@o quanto as hipéteses a testar.

O leitor poderé verificar que a amostra de » = 5 valores fornece ¥ = 13,90 e
s%2=0,665. Logo, conforme (5.8): '

_13,90-12

= =5,21.
;}0,665/5

baa={
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Como o valor Critico € &, 0,59 = 4,604, rejeitamos Ap. A evidéncia amostral
indica, a0 nivel de 1% de significancia, que a referida moléstia tem influéncia
no consumo renal médio de oxigénio.

5.3.83 Poder do teste; curvas caracteristicas de operagdo; tamanho
da amostra*

No estudo feito até aqui, operamos exclusivamente com a probabilidade « do erro tipo I, ou
nivel de significancia do teste. Veremos agora como, fixado «, é possivel controlar também
a probabilidade 8 do erro tipo II.

Admitamos, como exemplo, que estdo sendo testadas as hipoteses

Ho: [1=20,
Hy p>20,

sendo o =5 e n = 25. Logo, o = 6/vn = 5/N25 = 1. Supondo-se fixado a = 5%, teremos
2z, = 1,645 e, de acordo com a expressdo (5.5), vemos que o limite da regido critica serd

X, =20+ 1,645-1=21,645.

A hipdtese H, serd. pois, rejeitada se a amostra fornecer X > 21,645 {0 que resultaria
em z > 1,645, é claro).

Como nos interessa agora analisar a probabilidade 8 do erro tipo 11, vamos supor que,
em realidade, a hipdtese testada Ay seja falsa, ou seja, em realidade, u > 20. Ora, essa
suposigdo correspondera a uma infinidade de valores possiveis de y; para cada um desses
possiveis valores que podemos imaginar, ird resultar uma diferente probabilidade de se
cometer o erro tipo IL.

A Fig. 5.4 ilustra graficamente as distribuigdes amostrais de x e as probabilidades § do
erro tipo Il para os valores g =21, g =22 e p = 23, que correspondem a trés dos possiveis
casos de falsidade da hipdtese H,. Note-se que, sendo falsa H,, os valores de 8 correspondem
a probabilidade de se obter ¥ fora da regiao critica. Os valores 8 representados na figura
foram calculados de acordo com as respectivas distribui¢des normais.

Vemos que a probabilidade do erro tipo 1 depende do valor real suposto para o parametro
. sendo grande para pequenos afastamentos em relagio ao valor testado € diminuindo a
medida que o valor real do parametro se afasta dele.

Plotando os valores de 8 em fungio de u para o exemplo analisado, temos a curva
mostrada na Fig. 5.5, denominada curva caracteristica de operac@o (CCO) do teste.

A Fig. 5.5 mostra a particular CCO vélida apenas para o exemplo analisado.
Genericamente, a curva caracteristica de operagao para testes desse tipo costuma ser dada,
para « fixado, em func¢ao da distincia p - py padronizada, isto €, medida em termos do
desvio-padrao da populagdo. Ou seja, designando por & essa distancia padronizada, temos

d=i‘—;ﬁ. (5.9)
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ao 21 R.C.

21.645

Y
X1

20 22 R.C.

21,645

Y
x|

a3 R.C.

20

Figura 5.4 Valores do
erro tipo 1. '

21,645

Em suma, o que se pretende é quantificar o afastamento entre o valor real do parametro
e o valor testado. Assim, quando temos Hy: i > up, a expressao (5.9) exprime precisamente
como obter 4. Dentro dessa idéia, teriamos, para os demais casos,

Hy: y<yo_»d=£90:£. (5.10)
Hpe: #*#o-*d=!£:a&(- (5.11)

Dessa forma, d > 0 exprime a falsidade de H,, e d < O a sua veracidade.

A fim de tornar gerais as CCO, vamos também substituir 8 pela probabilidade de aceitar
H,, a qual designaremos por L(d). Essa probabilidade, ao contrario de 8, faz sentido para



TESTES DE UMA MEDIA POPULACIONAL g5
BRSNS O

0.85 ™~

0.8 \

0.6 \
04 A\

0.2 \

Figura 5.5 Curvs
caracteristica de 0 ' — \ + 1L
operagso. 20 21 22 23 24

valores positivos ou negativos de d. Tal generalizagao tem a vantagem de tornar a curva
utilizdvel, independentemente dos particulares valores de yu, ou o.

Entretanto devemos considerar ainda que a variagio de § ou L(d) em fun¢io de d
depende também, fundamentalmente, do tamanho da amostra n. E facil verificar que,
aumentando n, as curvas da Fig. 5.4 ficariam mais concentradas em tomo das respectivas
médias, obtendo-se menores valores de 8.

Temos, portanto, a rigor, para « fixado, uma familia de curvas caracteristicas de operagao,
cujos aspectos variam com o tamanho da amostra n. Para os testes unilaterais de uma
média com ¢ conhecido, algumas curvas caracteristicas de operagio para a=5% ¢ ¢= 1%
sao dadas na Fig. 5.6.5

Para os correspondentes testes bilaterais, podem-se obter também curvas semelhantes,
apenas ligeiramente diferentes, como consequéncia de ser a regiao critica formada por duas
partes. Tais curvas, para @ = 5% ¢ a = 1%, sdo dadas na Fig. 5.7.

Analogamente, temos também curvas caracteristicas de operagao para os testes de
média com ¢ desconhecido. As Figs. 5.8 e 5.9 fomecem essas curvas, para a=5% e a =
1%, nos casos unilateral e bilateral.

15] Note-se que os gréficos incluem valores de £(d') na faixa para a qual 4 < 0, 0 que corresponde a casos em
que o valor real do pardmetro seria distinto do valor testado, porém coerente com a hipdtese Hp. Ao formalizar
o5 testes monocaudais na forma = versus < ou >, excluimos implicitamente tais casos, mas, conforme
anteriormente frisado, tal exclusdo se deve em grande parte 2 simplicidade de apresentagio do problema.
Nzo ha duvida de que a considerag3o da faixa de valores 4 < 0 se coaduna melhor com a formalizagao que
apresenta as hipdteses H, & A, nas formas < versus > ou 2 versus <, conforme mencionado na nota [1]
deste Capitulo. De qualquer forma, porém, seja H, caracterizada exclusivamente por 4= 0 ou 4 < 0. fica
garantido que a probabilidade de erro tipo I é, no méximo, a. conforme se pode perceber da propria andlise
das curvas. Ja nos testes bicaudais, estas consldexagbec deixam de ter sentido, mesmo porque uma unica
formulagdo existira, ¢ a probabilidade do erro tipo I serd igual a .
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Uma analise das curvas vistas mostra que, nas proximidades do valor testado (d= 0),
a probabilidade de aceitagdo de &, é sempre muito alta, bastante proxima de 1 - o Logo, se
H, vale, porém o parametro € muito proximo do valor testado, a probabilidade de se cometer
o erro tipo Il € bastante elevada. Em compensagdo, ndo haveria em geral gravidade em se
cometer o erro tipo 1l nessa circunstincia, pois a diferenca pratica entre a realidade e a
hipétese testada seria pequena. A gravidade do erro tipo 11 se acentua a medida que o
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Figura 5.6 Curvas csracteristicas de operacBo para o teste de média unilateral com ¢
conhecido; (8) a = 5%, (b} e = 1%.
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verdadeiro valor do parametro se afasta do valor testado pressuposto em A, Nessas
condicdes, aceitar A, pode ser altamente indesejavel, mas, para tais casos, a probabilidade
do erro tipo Il tende a diminuir.

Devemos, pois, estabelecer tecnicamente até que ponto uma divergéncia entre a realidade
e A, pode ser tolerada. Seja i esse ponto ¢ 4° a distancia padronizada correspondente.
Fixamos, entdo, uma probabilidade  maxima de se cometer o erro tipo 1l se 4 2 4, caso em

(a) L(d)
A

)
0z k:a\‘% {\Q °~o\
0 \\ \ x —-d
0 1 2 3 4
(b) Ua

N
\
ARNN
ENNNNEE

o 1 2 3 4

o o
»H [1)]
el

Figura 5.7 Curvas caracteristices de operagdo para o teste de média bilateral com ¢
conhecido; (a]) a = 5%, (b) oo = 1%.
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Figura 5.8 Curvas caracteristicas de operagso para‘ o teste de média unilateral com o
desconhecido; (3} o = 5%, (b] o = 1%,

que esse erro causa preocupa¢do. Com 4” e B, caracterizamos um ponto no grafico das
curvas caracteristicas de operagao. A curva que passa por esse ponto define o tamanho da
amostra necessaria a realizagdo do teste com e, 8 e d° fixados.

As curvas caracteristicas de operacao indicam o poder discriminatério dos testes. Assim,
pela andlise de suas figuras, vimos que, quanto maior a amosira, mais factivel serd
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Figura 5.8 Curvas caracteristicas de operag8o para o teste de média bilateral com o
desconhecido; (8) a = 5%, (b} o = 1%.

distinguirmos, com probabilidade de erro fixada, uma pequena diferenga entre o valor real
do parametro e o valor testado. Graficamente, as curvas que correspondem aos testes mais
poderosos sio as que apresentam maior inclinagao.

Diversos autores preferem apresentar as curvas caracteristicas de operagao sob a forma
de curvas de poder do teste, nas quais se plotam valores de 1 - L(d) em fungao de d.
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Exempla L]

Voltando ao exemplo introdutério deste capitulo, em que a carga média de
ruptura especificada para os parafusos é de 50 kg, sendo o desvio-padrao
dessas cargas igual a 4 kg, suponhamos que o comprador especifique também
que:

a) se o lote satisfaz & especificagdo, o comprador deseja limitar a 5% a
probabilidade de concluir que o lote é insatisfatorio;

b) se o lote tiver uma resisténcia média ligeiramente menor que 50 kg, tal
fato ndo causa preocupagio, porém deseja-se que, se a verdadeira resisténcia
média for inferior a 48 kg, tal fato seja identificado com pelo menos 90%
de probabilidade.

Nessas condigdes, qual o tamanho da amostra minima necesséria ¢ qual o
limite da regiao critica?

So0lUCa0 I
O teste a ser feito serd

Ho: H= 50 kg
H«[! 24 < 50 kg
sendo que as condigbes @e (b) mchcam a= 5% c ﬁ 10%, este associado a

umd’talque : s

d’='Ms_M?O.5. :

. o AR
Entrando na Fig. 5.6 com 8= 0,10"

pelo menos ¢erca de 35 elementos.

Dimensionada a amostra, podemos. através da expressao (5 1) determmar 0
lumte da regiao critica: : :

"= 0,5, Vé. 'se' que a anidstra deveré tér

-

5.3.4 Expressdes analiticas para n*

Expressoes analiticas para a determinagdo do tamanho da amostra podem ser também usadas,
alternativamente as Figs. 5.6 e 5.7. Derivemos uma dessas expressdes. Sejam as hipdteses

Hy:  p=pp,
Hy: p>p,,
com o conhecido e fixados @, 8 ¢ u’. Conforme vimos, a fixagio de u” > yo e?jifi'vale a

admitir que, se o valor real do parametro y for, em verdade, superior a uy, porém ndo
ultrapassando y¢’, ndo nos importaremos em cometer o erro tipo 11, pois a aceitagao de Ay
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em tais casos nao trara consequéncias consideraveis. Se, porém, tivermos, em realidade,
i 2 p’, desejaremos limitar a probabilidade de aceitar /4, nessas condi¢des a umn valor maximo
fixado B. Essa probabilidade sera associada ao ponto -’ e, assim, garantimos que, se u 2 ',

L{d) £ B.

Temos entao que, se u = yo, a probabilidade de se rejeitar A, devera ser a, ¢, se u = p”,
a probabilidade de se aceitar A4, devera ser 8. Admitindo-se que o seja constante com y, tal
situagdo esta mostrada na Fig. 5.10, onde X, é ¢ limite da regiao critica e as curvas
apresentadas representam as distribuigdes amostraisde x se u=ppe se y=pu’.

A expressdo (5.5), ja vista, fornece
X = Mo+ V4 9
2 & FR .
Por outro lado, vemos na Fig. 5.10, que também podemos escrever
= o
Xy=y'—2z . 5.12
2= —2Zg Nl ( )
Logo.
. < g
-2 =fpgt+2Z ,
KB

S =y = (2, +zﬁ)j';-.

2
L Za+Zﬁ -
..n-[ 7 ) . (5.13)

onde
d'=W-y)/o.
Essa expressao nos fornece o tamanho minimo da amostra para satisfazer as condigdes
impostas.

E evidente que a expressdo (5.13) pode ser usada indistintamente para testes unilaterais
a direita ou 4 esquerda. Expressdo semelhante pode ser deduzida para o ¢aso dos testes
bilaterais, obtendo-se

2
n:(i«f_z*_zz] (5. 14)

Y
x)

Figura 5.10 Distribuicdes amostrais de X sepL =pgep = i’
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Sendo desconhecido g, poder-se-ia tomar uma amostra-piloto de 7 elementos, obtendo-
se uma estimativa s. Far-se-ia, entdo, d’ = (4" - go)/s, utilizando-se, conforme ¢ caso, as
expressdes (5.13) ou (5.14), em termos de ¢ de Student com »° - 1 graus de liberdade.

Exemplo |

Utilizar a expressdo (5.13) para a solu¢do do problema proposto no exempio
anterior.

S 0/UCE O I

J& vimos que, no problema citado, tinhamos a= 5% e = 10% e d’ = 0,5.
Logo, utilizando a expressao (5.13), temos

2 2
n =[z§.,, ;'z.gﬁ) 2[1.64504-51.282) =343

Portanto a amostra deverd ter pelo menos 35 elementos.
-~ - ]

5.3.5 Consideragdes importantes

Vimos, nos itens anteriores, 0s aspectos écnicos da realizagio dos testes de uma média
populacional, em seus diversos casos. Neste item faremos algumas constderagoes adicionais
de grande importancia, as quais o estatistico deve ter sempre em mente a fim de néo prejudicar
seu trabalho. Essas consideragoes sao validas para todos os testes em geral.

Foi visto no item 5.3.3 como & possivel, no caso do teste de uma média, determinar o
tamanho da amostra tendo-se em vista o controle dos dois tipos de erros. Entretanto sao
muito comuns o0$ ¢asos em que o tamanho ideal da amostra nao € ou ndo pode ser
determinado com antecipagao. Resulta entdo, conforme ja mencionado anteriormente, que
apenas teremos controle sobre o erro tipo I, cuja probabilidade « € geralmente fixada de
inicio.

Ja o controle sobre o erro tipo I muitas vezes ndo pode ser exercido, ou por ndo ter
havido a determinag¢ao conveniente do tamanho da amostra ou mesmo porque, em testes
mais complicados, a propria técnica de controle do erro tipo Il ndo raro é desconhecida.

Em tais casos, nunca é demais repetir que apenas teremos uma conclusdo estatis-
ticamente forte se o teste levar a rejeicdo da hipétese H,, caso em que eventualmente
poderemos estar cometendo o erro tipo 1. Se a deciszo for a de aceitar Ao, nada poderemos
dizer sobre o risco de estarmos errando; logo, o resultado carece de maior significagao, do
ponto de vista estatistico. A propria terminologia usada indica que estamos “aceitando” e
nio “afirmando” algo. Note-se, ademats, que essa aceitagao refere-se a uma hipéotese ideal
acerca de um aspecto da populagao, hipdtese em geral configurada por igualdades ou
afirmagdes estritas, o que dificilmente sera rigorosamente verdadeiro. A propria necessidade,
vista ao se examinar ¢ problema do tamanho da amostra, de se considerar uma faixa de
valores “aceitaveis™ para o parametro testado esta relacionada com o fato de.que a hipdtese
Hy €, em geral, uma idealizagdo, com praticamente nenhuma probabilidade de ser
rigorosamente verdadeira.
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Um caso freqltente que se inclui entre os considerados é aquele em que a amostra ja
existia quando se teve a idéia de submeté-la a2 um teste. Um cuidado especial que se deve
ter em tais casos esta em evitar que haja influéncia dos resultados verificados na amostra
sobre a maneira de formular as hipdteses a testar.

E extremamente importante frisar que a montagem das hipéteses deve depender apenas
das conclusdes que se deseja obter ou, o que é o mesmo, dos fatos que se deseja apurar, e
jamais de evidéncia amostral ja disponivel.

Por outro lado, a metodologia dos testes de hipoteses, até agora apresentada como uma
ferramenta para a tomada imediata de uma decisdo entre aceitar ou rejeitar Ay, muitas
vezes é usada, mormente em pesquisas, para determinar a significancia de certo resultado,
ou mesmo, dentre diversos resultados, quais os mais significantes.®1 Os préprios softwares
compuracionais, quando tratam dos testes de hipoteses, informam a significancia dos
resultados encontrados, deixando ao arbitrio do usuario utiliza-la como melhor lhe convier.

5.4 TESTES DE UMA VARIANCIA POPULACIONAL *™!

As mesmas idéias apresentadas no caso do teste de uma média podem ser utilizadas para se
realizarem testes envolvendo a variancia da populagdo. Assim, vamos testar as hipoteses

Hof 0'2=0'2.
Hl: é)o‘é.

A varidvel de teste devera ser a variincia da amostra, definida conforme {2.10), pois é o
estimador justo da variancia populacional, conforme visto.

Se a varidncia da amostra 52 for proxima do valor testado ¢%, iremos aceitar 4,. Somente
rejeitaremos a hipétese A, se s for significativamente superior a ¢%. Isso ocorrera se s2 cair
na regido critica, a qual comrespondera a cauda a direita, com probabilidade ¢ na distribuigao
por amostragem de s%, suposta verdadeira a hipdtese Hp. Ou seja, sendo 53 o limite da
regiao critica, rejeitamos A se

s2>s3.

Por outro lado, vimos, pela relagdo (3.16) que, sendo normal a distribui¢ao da populagao,
a quantidade (7 - 1)s%/0? tem distribuigio * com ~ - 1 graus de liberdade. Logo, supondo
verdadeira a hipétese Ay, ou seja, admitindo que a varidncia da populagao é igual ao valor
testado s3, podernos escrever

- 2
(n-l)s” 6?5 =2, (5.15)

Essa quantidade, sendo calculada em funggo da varidncia da amostra, sera por nés
denominada x2_, experimental.

A expressio (5.15) estabelece a relagio existente entre valores de s° e a distribuigao
2%_,. suposta verdadeira a hipotese Ho. Logo, se nessa expressao fizermos s2 = 53, 0

1] ver, a propésito, a observagio final referente a0 exemplo dado em 5.3.1.
71 Um modo alternativo de realizar esses testes é apresentado em 5.7.
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correspondente serd o valor ¥ que determina sobre sua distribui¢ao uma cauda a direita
com probabilidade a, ou seja, 12 _; ., isto é:
n- 152
ol (5.16)
%

Das telagdes precedentes, € imediato que 5% > s3 equivale a 2 > 22, o l0go, podemos
formalizar a condi¢ao de rejeicao de A, como sendo

PEREF AP

onde o x2_, experimental e dado pela expressao (5.15] e o valor critico x2_;. 4 € obtido na
Tab. A6.2 éhretarnente em funcdodev=n-~1lea.

De modo analogo, se as hipdteses testadas forem
Ho: 0'2 =02,
Hl: 0’2 < O’%.
rejeitaremos f, se

2 2
Zn-1 < Xn-1. 1o

Tratando-se do teste bilateral, ou seja,
Hy: =3
H: &*=aZ,
rejeitaremos Hy se
Kot < XEel jeqiz ou PERED CRP

EXEITIP’O P

"Uma amostra de dez elementos extraida de uma populagao suposta normal
forneceu varidncia igual a 12,4. Pergunta-se: esse resultado € suficiente para
se concluir, ao nivel &= 5 % de significancia, que a variéncia dessa populagéo
€& inferior a 257

Solucdo T TP YT
Devemos testar as hipéteses

] Ao formalizar assim esse teste, estamos, analogamente ao que foi feito anteriormente com z e ¢,
realizando a comparagdo entre um valor “padronizado” e um valor tabelado diretamente em fung¢io
de a.
191 £ claro que isso equivale a testar as seguintes hipoteses sobre o desvio-padrio da populagio:

Hg: g= 5v

H: o<b5.
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Temos
(n-1s2 9.12,4
= e T —r— 4, .
toa =24 2 55 464
O valor critico com o qual esse valor experimental deve ser comparado é

2595 = 3.325.

Como o valor experimental nao foi inferior ao valor critico, devemos aceitar
H, e nao podemos concluir, a0 nivel de 5% de significancia, que a varidncia
dessa populagao seja inferior a 25,

-
5.5 TESTES DE UMA PROPORCAO POPULACIONAL

Ja sabemos que, ao realizar indu¢des sobre uma propor¢do populacional p, devemos
nos basear na ]proporgéo observada na amostra p’. Sabemos também que, se nip 2 5 ¢
n(1 - p) 2 5,1% podemos aproximar a distribuigao amostral de p” pela distribuigao normal

de média p e desvio-padrao 4 p(1-p)/n. 1sso nos permite realizar facilmente testes

envolvendo propor¢6es populacionais, de forma analoga ao que foi visto para os testes de
uma média. Assim, por exemplo, sejam as hipéteses

Hy: p=po
Hy: p<po.

Satisfeitas as condigdes npy = 5 € n(1 - po) 2 5, a distribuicao da freqiiéncia relativa p
sera aproximadamente normal, com média {pela hipdtese H,) igual a p, e desvio-padrao

JPo(1- D)/ 7 . Logo, padronizando o valor experimental p’, teremos o Z experimental,

dado por
Po(l=20)/ n

Evidentemente, o mesmo teste pode ser feito também diretamente, em termos da
freqliéncia observada f, por meio da expressdo equivalente

J = np,
Z2= o (5.18)
ano (1-2)
A hipétese A, sera rejeitada se
Z<-2,.

De modo analogo ao ja anteriormente visto, no caso dos testes unilateral a direita e
bilateral, as condigdes de rejei¢do de A, seriam, respectivamente, 2 > Zg € 121 > Zyp.

[19] conforme visto no Cap. 3 (item 3.4.2) e utilizado no Cap. 4 (item 4.4.5).
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Exempla .. |

Desconfiando-se de que uma moeda fosse viciada, realizou-se um experimento
que consistiu em langar essa moeda cem vezes. Obtiveram-se 59 caras e 41
coroas. Ao nivel de 5% de significincia, pode-se afirmar a existéncia de vicio
na moeda?

e e -
As hipoteses a testar referem-se a proporgao p de vezes (ou probabilidade) em
que a moeda da, por exemplo, cara. Se ela nao possui vicio, tal proporgio
deve ser igual a 0,5. Logo, as hipdteses a testar sdo:

Hy: p=0.5,
H: p=#0,5.
A frequiéncia relativa de caras observadas foi
Y = i = .5—9.- =
P= =100 ~ %%
Pela expressao (5.17), temos

0,59-0,50
Z= =
4/0,50(1-0,50)/100

COmO 23 = 23 59 = 1,960, devemos aceitar a hiptese . Logo, a0 nivel
&= 5%, nao ficou comprovada a existéncia de vicio na moeda.

5.5.1 Corregdo de continuidade

O fato de se aproximar a distribuigio binomial, que é discreta, por uma normal, que é
continua, ao se realizar o test¢ de uma proporgio ?opulacional. sugere que, para maior
precisao, seja feita uma corregdo de continuidade. 1)

Essa corregao consiste em escrever as expressdes (5.17) e (5.18), respectivamente,
nas formas dadas por (5.19) e (5.20),

z=(p’—p°):tll'(2n)' (5_19)
JPO(I'PO)/"

z= 6;.22&. (5.20)
nPo(1 ~ D)

Essas expressoes resumem o procedimento segundo o qual, se p* - po > 0 ouf-npy >0,
a corregdo devera ser subtraida do numerador e, se p* — pg < 0 ou f- nps < O, devera ser
somada. A idéia é evitar que a rejeigio de H, seja resultante da aproximagao feita, o que
poderia ocorrer eventualmente quando z fosse bastante proximo do valor critico.

A necessidade dessa corre¢do sera, evidentemente, tanto menor quanto maior o tamanho
da amostra n.

(1] Ver, a respeito, 0 Ap. 1, item A1.4.5.
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5.5.2 Tamanho da amostra

Procedimento anélogo ao visto em 5.3.4 ¢ ilustrado através da Fig. 5.10 pode ser usado
para se obter uma expressdo para o dimensionamento da amostra no caso do teste de uma
propor¢do populacional. Admitindo-se que o tamanho da amostra sera suficiente para se
poder usar a aproximagdo pela normal, chega-se, no caso de testes unilaterais, a

2
e zaJpoa—powszpu-m] ' (5.21)

'-D

onde p’ & o valor da propor¢ao populacional além do qual fixamos em, no maximo, 8 a
probabilidade de cometer o erro tipo 1.

A demonstra¢ao da validade da expressao (5.21) é deixada a cargo do leitor. No caso
bilateral, usar z,, € =.

5.6 COMPARACAO DE DUAS MEDIAS

Vamos agora, nos itens finais deste capitulo, estender a teoria dos testes de hipéteses para
0s casos em que temos duas ou mais amostras, em principio provenientes de populagoes
distintas. Com base nessas amostras, iremos comparar parametros equivalentes das
populagdes envolvidas.['?] Veremos que as idéias fundamentais expostas nos itens
precedentes nao sofrerao alteragdo; apenas a técnica de realizagao dos varios testes se
modificara convenientemente.

Nesta se¢do analisaremos os diversos casos possiveis de 0CorTer ao se compararem as
médias de duas populagdes. Em termos gerais, testaremos hipéteses referentes ao valor real
da diferenga entre duas médias populacionais, ou seja,

Ho: m-py=4,
tendo, em geral, especial interesse o caso A =0, em que se testa a hiptese da igualdade das
duas médias, ou seja, u; = y.

Temos dois casos a considerar: dados emparelhados (ou populacées correlacionadas)
e dados nao-emparelhados (ou populagoes ndo-correlacionadas). Além disso, o caso de
dados ndo-emparelhados serd subdividido em trés subcasos:

a) quando os desvios-padrdo das populagdes sao conhecidos;

b) quando os desvios-padrao das populagbes sio desconhecidos, mas podem ser
Supostos iguais;

¢) quando os desvios-padrao das populagdes sdo desconhecidos e nao podem ser
supostos iguais.

2] Eventualmente, tais testes podem ser usados para verificarmos se as amostras podem ser consideradas
como provenientes de uma mesma populagio.
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5.6.1 Dados emparelhados

Os resultados das duas amostras constituem dados emparelhados quando estao relacionados
dois a dois segundo algum critério que introduz uma influéncia marcante entre os diversos
pares, que supomos, porém, influir igualmente sobre os valores de cada par.

Assim, por exemplo, suponhamos que vinte cobaias sejam submetidas durante uma
semana a uma dieta com certo tipo de ragdo. Os pesos das cobaias sao medidos no inicio e
no fim do tratamento, ¢ desejamos tirar conclusoes sobre 0 aumento médio de peso verificado.
Se os animais forem perfeitamente identificados, teremos duas amostras de valores do tipo
“antes e depois”, e os dados serdo emparelhados, pois cada valor da primeira amostra
estara perfeitamente associado ao respectivo valor da segunda amostra. O critério que garante
o emparelhamento € a identidade de cada cobaia. Note-se que é razoavel esperar que a
identidade de cada animal tenha influéncia nos valores observados de seu peso, porém essa
influéncia deve exercer-se de forma aproximadamente igual dentro de cada par de valores
“antes ¢ depois™; logo, ao se tomarem as diferencas entre os varios pares de valores, a
influéncia individual de cada animal tende a desaparecer, restando apenas os efeitos
produzidos pela ragao.

No mesmo exemplo, se os animais ndo fossem identificados, nao haveria como associar
os valores das duas amostras, ¢ os dados seriam ndo-emparelhados.

E claro que, sempre que possivel e justificavel, devemos promover o emparelhamente
dos dados, pois teremos uma informagfo a mais que nos levara a resultados estatisticamente
mais fortes. Entretanto, se o emparelhamento for promovido sem haver condigdes fisicas
que o justifiquem, podera resultar em perda do poder do teste, sendo, portanto, indesejavel.

Ora, se os dados das duas amostras estdo emparelhados, tem sentido calcularmos as
diferencgas d; correspondentes a cada par de valores, reduzindo assim os dados a2 uma Gnica
amostra de n diferengas. Por outro lado, testar 2 hiptese de que a diferenga entre as médias
das duas populagoes emparelhadas seja igual a um certo valor A equivale a testar a hipétese
de que a média de todas as diferengas (referentes as populagdes) seja igual a A, o que decorre
diretamente das propriedades da média. Ou seja, vamos testar simplesmente a hipdtese

H 0* Hg = A
contra uma alternativa /; que podera corresponder a um teste unilateral ou bilateral,
conforme seja de interesse.

E facil perceber que. ao tomar as diferencas dj, reduzimos o problema ao teste de tnica
média, recaindo no caso resolvidoe em 5.3.2. Logo, a expressdo (5.8) pode ser aplicada a
amostra das diferengas, realizando-se o teste simplesmente através da comparagéo do ¢ de
Student experimental com o valor critico obtido em fungao de & com 2 - 1 graus de liberdade.
Ou seja, calculamos

d-a

, 5.22
Sq /n ( )

lp =
sendo

d amédia da amostra das diferengas;

A o valor testado da média das diferengas nas populagdes;
54 0 desvio-padrao da amostra das diferengas;

r o tamanho da amostra das diferencas;

e testamos esse valor conforme acima indicado.[!3]

[13] Estd implicito que a distribuigio das diferencas é suposta normal. Entretanto o teste é robusto, no sentido
de ser pouco afetado por desvios da normalidade.
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Exemplo L |

Dez cobaias adultas foram submetidas ao tratamento com certa ra¢do durante
uma semana. Os animais foram perfeitamente identificados, tendo sido
‘mantidos, para tanto, em gaiolas individuais. Os pesos, em gramas, no principio
¢ no fim da semana, designados respectivamente por x; e y;, sdo dados a
seguir.

Ao nivel de 1% de significancia, podemos concluir que o uso da ragao contribuiu
para o aumento do peso médio dos animais?

Cobaia - Xy i
1 635 640
2 704 712
3 662 681
4 560 558
5 603 610
6 745 740
7 698 707
8 575 585
9 633 635
10 669 . 682

S0l L& o R —
Considerando d'= y - x, devemos testar as hipSteses

Ho: pg=0,
Hl: Hy > 0.

Usaremos as diferengas d; = y; - x;, as quais, juntamente com seus quadrados,
sdo apresentadas na Tab. 5.4. Podemos, portanto, calcular

- n A .
d:—fﬂiif-=%=-6,6.

n
n 2 2
gpqap- Bl gg BT
si= R - 10 - 49,60,
: -1 9
» Sg=449,60 27,043,
d-o0- 6,6

by =le= = =2,96.
" sy In 7,043/310
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[Tabela 5.4 Valores de d; e d?

X Ji d; dz
635 640 5 25
704 712 8 64
662 681 19 361
560 558 -2 4
603 610 7 49
745 740 -5 25
698 707 9 81
575 585 10 100
633 635 2 4
669 682 13 169

66 882

Como fy. 1 = 2,821, rejeitamos A, ao nivel de 1% de significancia. Logo,
concluimos, a esse nivel, que o uso da raggo contribui para o aumento do
peso médio dos animais.
L . "~ -]
5.6.2 Dados nao-emparelhados — primeiro caso
Se os dados ndo sao emparelhados, nzo tera sentido calcular as diferengas entre-os valores
das duas amostras, e o teste deverd, portanto, ser baseado na diferenga X, — X, entre as

médias das duas amostras. Nesse caso, as duas amostras podem ter tamanhos diferentes,
que denotaremos por 72y € 7.

Supomos, neste primeiro caso, que sao conhecidos os desvios-padrao o; € o, das duas
populagdes envolvidas. Ora, sendo valida a hipotese
Ho: m-ip=4,
podemos, devido a propriedade referente & média de uma diferenca a de variaveis!'4 e a0
resultado (3.2), concluir que
HE =) = p(Xy) - u(K) = — i = A. (5.23)
Por outro lado, admitindo populagbes infinitas, sabemos, de (3.3), que

-, _of -, o3
dx)=—= e oXH)=-2.
2L L)
Nao havendo emparelhamento, as duas amostras devem ser independentes. Logo, devido
a propriedade referente a variancia de uma diferenga de variéveis independentes,!*® temos

LA

24
. (5.24)

a’(fl—fz)=;1il+

[14] Ver a2 expressdo (A1.32), no Ap. 1.
[15] Ver a expressdo (Al.41), no Ap. 1.
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ou, em termos do desvio-padréo,

o(X, - Xy)=yoi /' ny +03/n,. (5.25)

Estamos, como sempre, admitindo a normalidade das distribuig¢oes amostrais de X, e
X,. O teorema das combinagoes lineares de variaveis normais independentes assegura que
sera também normal a distribuigao da variavel de teste Xy - X,. Logo, de maneira semelhante
a vista em 5.3.1, o valor obtido para x| - X, podera ser testado mediante

__(n-X%)-a ]
Noi/n +a3/n,

Um caso particular seria aquele em que as duas populagdes tém o mesmo desvio-
padrao ¢ conhecido, em que a expressao anterior pode ser escrita na forma

= T(ALL;?&'_A_ ) (5.27)
oyl/m+1/n,

Nesse caso, pode-se, sem grande dificuldade, mostrar que, sendo 7, = n; = n, 0
dimensionamento da amostra podera ser feito pelo uso das expressoes (5.13) e (5.14), com
d’= (A’ - A)/ 0, devendo-se tomar para 7 0 dobro do valor fornecido por aguelas expressdes.
Alternativamente, poder-se-iam usar as curvas caracteristicas de operagio, que forneceriam
o valor de n/2. Deve-se notar que, ao se projetar um experimento nas condigdes anteriores,
0 €aso n; = ny = n adquire importancia, pois torna o teste o mais poderoso possivel para
n, + n, fixado.

(5. 26)

Exemplo

Uma méquina automatica enche latas com base no peso liquido, com variabilidade
praticamente constante e independente dos ajustes na média, dada por um desvio-
padrao de 5 g. Duas amosiras, retiradas em dois periodos de trabalho consecutivos,
de dez e de vinte latas, forneceram pesos liquidos médios de, respectivamente,
184,6 ¢ 188,9 g. Desconfia-se que a regulagem da maquina quanto ao peso
médio fornecido possa ter sido modificada entre a coleta das duas amostras. Qual
a conclusao. aos niveis de 5 e 1% de s;gmﬁcéu'tc:a'J

Solucao m
Testaremos as hipoteses
He p-i2=0, _ Hy m=p -
Hy: w—-u=0, Hi: oy #p,.
Como temos ¥ = 184,6 g, X, =.188,9 g, 7, = 10, n; =20 e 6= 5 g, podemos
diretamente calcular, pela expresséo (5.27),
- 184,6-188,9

al/lo+1/2

Para 05 niveis de 5 e 1% de significincia, os valores criticos de z s3o,
respectivamente, 2, s¢, = 1,960 € Zg s, = 2,576. Como |z] = 2,22, podemos rejeitar
Hp a0 nivel o= 5%, porém devemos aceit4-1a ao nivel &= 1%. Logo, a desconfianca
foi confirmada ao nivel de 5%, porém nao ao nivel de 1% de significancia.
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5.6.3 Dados ndo-emparelhados — segundo caso

Supomos agora que ndo sao conhecidos os desvios- -padrac das duas poPuIagoes mas
podemos admitir que esses desvios-padrao sao iguais, ou seja, oy =

Nesse caso, devemos substituir, na expressao (5.27), 0 desvio-padrﬁo desconhecido ¢
por uma sua estimativa. Como temos duas amostras, devemos utilizar os resultados de
ambas ao realizar essa estimagao. Ora, foi visto, no item 4.3.5, que, ao estimar uma varidncia
a partir de diversas amostras, devemos tomar uma média ponderada das variancias amostrais,
usando como pesos os graus de liberdade de cada uma, conforme a expressao (4.18). No
presente caso, essa expressao se reduz a

g2 (=St = (n, ~ )53
4 nAm-2

. (5.28)

onde 5% ¢ 53 s as variancias das duas amostras disponiveis.
Se conhecéssemos &, testariamos A, usando a expressao (5.27), ou seja, mediante
X -X3)-4

= . (5.29)
o1/ n+1/ny

Nao sendo esse o caso, devemos usar o £ de Student relacionado com a estimativa 53,
a qual tem n; + 7~ 2 graus de liberdade. Ou seja, relembrando a relagdo (3.22), vamos
usar

¢ 2o _K-X)-8 o
A+n-2 = = '
Sp a:h/nl+1/n2 s,

ou seja, o teste serd realizado através da estatistica

X =X)-a __ (F-X)-A

(5.30)
sleln,+l/n2 J (1/n1+1/n2)

toen-2 =

Exemplo s

Os dados que seguem referem-se acinco determmaqoes da resménaa de dois
tpos de concreto. Ao-nivel de 5% de significAncia, ha ewdcnaa de que ]
concreto 1 seja mals resistente que o concreto 2?

. -Concreto 1 .. . Concreto 2
54 50
L e 55- 54
e g o
t, 51, 52
87T 53

[16] O teste apresentado em 5.7 poderd, eventualmente, ser usado para se esclarecer essa questio.
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SoluCa0 R

Embora as amostras se¢jam do mesmo tarnanho, 0s dados claramente mostram
nao serem emparelhados. Por outro lado, parece perfeitamente razoavel supor
gue os desvios-padrio sejam pelo menos da mesma ordem de grandeza.
Utilizarernos, pois, o teste através de (5.30).

Calculando a média e a varidncia das duas amostras, obtemos

X, =55,0 s£=75 {n =5)

%, =530 s3=50 (n,=5)

_(m=1)-s+(n=1)-53 _4x7,5+4x50 _7,5+50
-2 8 2

852 =6,25

= 8p=25.

Testaremos as hipdteses
Hy: =g,
. Hey m>p,.
mediante

1043006

%-% ° - 550-530 -
t= 1 2 = J ' -1126-, -
- S/ 41/ ny - 25V1/5+1/5 70 :

O valor critico €

Universidadr de Sio Paulo
Biblioteca da “scola Polltéenjca

: fq;:;'-'z: 5% =g, 5 = 1,860

Logo, aceitamos Ho. Nao h evidéncia.. o i _

5.6.4 Dados ndoc-emparelhados — terceiro caso

Supondo agora que as duas populagdes tenham desvios-padrédo diferentes e desconhecidos,
devemos recorrer a métodos aproximados, mesmo que as populagdes sejam normalmente
distribuidas.

Se as amostras forem suficientemente grandes, uma aproximagao razoavel podera ser
obtida simplesmente substituindo-se as variancias da expressao (5.26) pelas suas estimativas
5% e 53 obtidas nas duas amostras. Resulta a estatistica

r=_H-X)-8 (5.31)
s2/n+st/ny

Como as amostras ja devem ser grandes, a distribui¢fio dessa estatistica, que seria do
tipo ¢ de Student, pode ser aproximada diretamente pela distribuigao normal, fazendo-se a
comparagao com o valor critico conveniente de z.



Caso se deseje maior precisdo ou as amostras ndo sejam grandes, pode-se trabalhar
com a mesma estatistica £ fornecida pela expressao (5.31), fazendo-se, porém, a comparagio
de seu valor com um valor critico convenientemente corrigido.

O método conhecido como de Aspin-Welch sugere tomar o ¢ critico com namero de
graus de liberdade dado por

(W, +w,)? -
= -2, 5.32
Wi/ (r +1)+ w2 [ (n, +1) (5:32)
onde wy e w, sao calculados por
2 2
=5 =5 3
Wl 7 [ 7 . (5.-.’3)

Exempla L]

Deseja-se saber se duas maquinas de empacotar café estao fomecendo 0 mesmo
peso médio por pacote. Entretanto, como uma das maquinas é nova e a outra
velha, € razodvel supor-se que trabalthem com diferentes variabilidades dos
pesos colocados nos pacotes. As amostras disponivets constam de seis pacotes
produzidos pela maquina nova e nove produzidos pela maquina velha. Os
pesos, em quilogramas, desses pacotes s3o:

méquina nova 0,82 0,83 0,79 0,81 0,81 0,80;
méquina velha 0,79 0,82 0,73 0,74 0,80 0,77 0,75 0,84 0,78.
Qual a conclusdo, ao nivel de 5% de significancia?

SOlUCE0
Testaremos as hipdteses

Hy: 1y = g3,
Ho: piy # p).

As médias e as variancias das duas amostras sdo, respectivamente,
X;=0,81, $220,00020, (m=6),
X, =078, $2=0,00135, (=9,

= 200020 - ,0000333...2 3,33x10%,
= 28083 _ 6, 0g015=15x10°

O valor a ser testado é

X-x, _  081-078

t = - =2,216.
NSt im+s3in  |(333+15)-10°°
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A expressao (5.32) fornece

_ (3,33+15)%.10°1°
[(3.33)2 /7 +(15)2/10]-1071°

~-2=1195.

Adotando v = 12, 0 valor critico sera £y, 2 56 = 2,179. Logo, rejeitamos Ay e
afirmamos, com a = 5%, que as médias diferem.

5.7 COMPARACAO DE DUAS VARIANCIAS

O conhecimento da distribui¢do £ de Snedecor, vista no item 3.4.6, torna simples o teste da
[gualdade das variancias de duas populagdes supostas normais, ou seja, da hipdtese

Hy:  of =03(=07)

A varidvel de teste sera o quociente das duas estimativas s% e s3. Sendo verdadeira A,
as relagoes (3.17) ¢ (3.26) permitem escrever:

s _ [/ -Dlaga

- =Fine (5.34)
2 [ (=D, T

Esse fato possibilita a realizagao do teste da igualdade das variancias de duas populagoes
normais, conforme veremos a seguir. Sejam as hipdteses

Hy ol=03
Hl: O'? > O%.
Sendo verdadeira Ho, devemos esperar que as duas estimativas de ¢® sejam proximas,
o que fornecera um quociente proximo de 1. De fato, as distribuigdes F se concentram em
torno da unidade, sendo mais ou menos dispersas em fungao de v, e v». Como, sendo vélida
Hy, 53/5% se distribui como um Fp, - ., - 1, Iejeitaremos A, em favor de A, se o quociente
53/5% for significativamente superior a 1, o que ocorrera se

Fptmg-1> Fpomtar
sendo o valor critico obtido diretamente na Tab. A6.4.

Da mesma forma, se as hipéteses forem

Ho: 0'12=O'2'
H: ot<o

deveremos rejeitar M, se

Foin1 <t na1-a
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Entretanto as tabelas usualmente encontradas nao fornecem valores criticos de £ 3
esquerda, por ser desnecessario. De fato, as distribuicdes F s30 tais que

FVl' v, lea = Fv;l na (5'35)

Assim, portanto, podenamos obter o valor critico no presente caso. E equivalente,

entretanto, € mais pratico, inverter a hlpotese H\, ou seja, escrevendo H,: o3 > a7, recaindo
no caso anterior e realizando o teste por meio do quociente s3/s3.

O mesmo artificio pode ser usado no caso do teste bilateral, ou seja, ao testar as hipdteses

Ho: a']z =O’2,
H: olzal.
Nesse caso, podemos definir
_ max (s%.5%)
in(s7.53)
rejeitando Ay, se
F>F, v an

Exemplo o

Duas amostras, com dez ¢ quinze elementos, extraidas de populagdes normais,
forneceram varidncias respectivamente iguais a 6,34 ¢ 18,7. Ao nivel de 5%
de significincia, devemos aceitar que as populagdes tenham o mesmo grau de
_ dlspersao7

S O/UCE O
Devemos testar

Ho: O'~|2=02.
Hy: df#og

Vamos definir a varidvel de teste 7 de modo a colocar no numerador a maior
“estimativa. Assim, temos

F=1 X4 =2.95.

0 valor critico serd Fu 9:2.5%- Esse valor nao ¢ encontrado na Tab. A6.4, mas
serd, seguramente, um valor entre 3,67 e 3,96. Logo, devemos aceitar .
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5.7.1 Aplicacdo ao teste de uma variancia

A distribuigdo £ pode ser alternativamente usada para a realiza¢@o do teste de uma varidncia
visto em 5.4, ou se¢ja, da hipétese

Ho: 02 '—.08-
Para tanto, basta supor que o valor testado o3 seja a varidncia de uma segunda

populagao hipotética que foi determinada com exatiddo mediante uma amostra infinitamente
grande, e usar como variavel de teste

F= (5.36)

Al

{ou seu inverso, se for 0 caso), tomando como valor critico o Ftabelado com v, =n-1¢e
Vy = oo,

Exempla . - _________________

Uma amostra de dez elementos extraida de uma popula¢gdo suposta normal
fomeceu varidncia igual a 12,4. Esse resultado é suficiente para podermos
concluir, ao nivel de 5% de significincia, que a varidncia dessa populagéo é
inferior a 25?

SolUCE 0
Este & o mesmo exemplo dado na Sec. 5.4 como ilustragio do teste de uma
varidncia pelo 2. Devemos testar as hiporeses

Hy: o* =25,
Hy: o¢%<25.

Como as tabelas de F trazem apenas valores criticos & direita, vamos adaptar -
convenientemente o teste, escrevendo as hipdteses como:

Hy: 25=07,

Hy: 25>0°

O valor 0% = 25 sera considerado como uma estimativa de vanénaa com
v =, de forma que construimos a estatistica

Fo= 12—4 =2016 g
O valor critico ao nivel a= 5% é
| FlLgs5=27L
Logo, devemos aceitar . Nao podemos concluir que 2 varidncia da populagio

seja inferior a 25, 2o nivel de 5% de s:gmﬁcanaa Esse resultado coincide
com 0 anteriormente obtido.
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5.8 COMPARACAO DE DUAS PROPORCOES

Freqientemente desejamos testar hipoteses referentes a diferenga entre duas propor¢des
populacionais, ou seja,

Her p=-pr=4,,
contra a alternativa & conveniente.

A variavel de teste, evidentemente, sera a diferenga entre as freqiéncias relativas das
duas amostras disponiveis, p{ ~ p5. Sabemos que, se np{ 25, n;(1 -p}) 25, mp325e
ny(1 - p3) 2 5, as distribui¢des por amostragem de p% e p5> poderao ser aproximadas por
distribui¢des normais de médias p, ¢ p, e variancias

Al-p) e pafl-pa)
n n

4

Nessas condigdes, sendo independentes as duas amostras, resultard que a distribuicao
da varidvel de teste p] - p3 sera também normal, ¢com média p, - p, e variancia

al(p;_pi)z pl(ln-pl)_,_eZ(;_pZ)‘ (5.37)
1 2

Logo, a hipdtese A, poderia ser testada, de forma analoga aos casos anteriores, pela
quantidade
_ B -p3)-4,

z= . (5.38)
B =) m+py(1- )

Como nao conhecemos os valores de 7, € p, (apenas temos uma hipétese quanto 2 sua
diferenga), vamos estima-los pelas respectivas freqiiéncias relativas amostrais, obtendo,
por aproximagdo, o valor

- B_2e) 2 . (5.39)
NEQ=-B)/ no+p5(1-p5)/ R,

que sera comparado com -z, e 2, ou, em valor absoluto, com 2z, conforme #,.

Um caso muito comum € aquele em que desejamos testar a igualdade das duas
proporcdes, ou seja, quando A, = 0. Nesse caso, por hipdtese, p; = p» = p. Portanto a
expressao (5.37) pode ser escrita

o’ (5 -pé)=p(1—p)[nlx+;i—)- (5.40)

A expressao (5.39) pode, nesse caso, ser colocada na forma

= il 7! . (5.41)
NPU-p) (A m+1/ 7))



COMPARACAQ DE DUAS PROPORCOES 119
-

onde p’ ¢ a estimativa, baseada na fusao das duas amostras, da proporgao comum p. O
calculo da estimativa p’ é feito através de

p,=’?1i|+nzﬂz =J’1“‘f2‘ (5.42)
]+n2 }'21+712

onde f; e f2 sdo as freqiiéncias observadas nas duas amostras.

Se A, = 0, o cdlculo de z pode ser feito indiferentemente pelas expressdes (5.39) ou
(5.41), pois a diferenga resultante é, em geral, minima (veja o exemplo que segue).

EXemplo

Em uma pesquisa de opinido, 32 dentre 80 homens declararam apreciar certa
revista, acontecendo ¢ mesmo com 26 dentre SO mulheres. Ao nivel de 5% de
significancia, os homens ¢ as mulheres apreciam igualmente a revista?

SOIUCE0 A RS

Vamos testar que a proporgao de apreciadores da revista se¢ja a mesma entre
homens e mulheres, ou seja,

Hy: p=p,
g p#p;
Temos
A= ii-_=o4o
p5==£l-—=o,52.
M_M-ﬁ-_o‘m.

m+n, 80+50 130
. ! — = - _—— = . . ._1_ L - [17]
~ P pg)_p'(l m[nfnz] 0.446-0,554 (80+50)_o,oosos.

As condigbes de.aproximagdo da distribuicdo de p{ - p3 pela normal estdo
satisfeitas. Logo, '
p-p _040-052

=-134.
Tom-m) 4/0,00803

O valor critico é 2, 5o, = 1,96. Entiq. aceitamos Hy, e devemos considerar que
o0s homens e as mulheres apreciam igualmente a revista.

|
(171 8¢ fizéssemos o calculo utilizando 77} e p5 na expressio (5.37), teriamos obtido o valor 0,00799.
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5.9 INTERVALOS DE CONFIANCA PARA A DIFERENCA
ENTRE PARAMETROS

Os resultados obtidos em alguns itens anteriores podem ser usados para estabelecer intervalos
de confianga para a diferenca entre parametros populacionais. O procedimento € analogo ao
visto diversas vezes no capitulo anterior.

Assim, por exemplo, no caso de se desejar estimar a diferenca u, - u, entre as médias
de duas populagdes normais cujos desvios-padrdo oy e o, sao conhecidos, podemos,
considerando os resultados (5.23) e (5.25), escrever a expressao para o intervalo com

confianga 1 - a:
2 2
- o o
X = Xp b 2y I+ =2, 5.43
1= X2 a/2“ P (5-43)

Se a estimacgdo da diferenga u; - g, for feita quando o; = 02 = o, porém se desconhecer-
mos ¢, teremos, de acordo com os resultados citados em 5.6.3,

= = 1 1
X =Xptlp,pn 2 arz 5,2;(—+—J. (5.44)

onde s € calculado pela (5.28). E, ainda, se formos obrigados a admitir que o * o, sendo
esses desvios-padrao desconhecidos, poderemos estabelecer o intervalo de confianga na
forma

X ~Zytly o i"'—si ' (5-45)
2
sendo v calculado, com arredondamento para menos, pela expressao (5.32).

No caso de se desejar estimar a diferenga entre duas proporgbes populacionais p, - s,
a expressao serd, tendo-se em vista os resultados citados em 5.8,

p;-pstza,z-\j”’“n:m+"5“‘”5) . (5.46)

n

supondo que se possa usar a aproximagao pela normal.

5.10 COMPARACAO DE VARIAS AMOSTRAS

Métodos especiais sao, em geral, necessarios quando se deseja realizar a comparagao entre
parametros de mais de duas popula¢Ges através da anélise das respectivas amostras. O caso
da comparagio de varias médias, pela sua grande importincia, seré tratadoa parte, no Cap.
7, onde 0 método da Andlise de Varidncia € apresentado e discutido. Nesta segao, trataremos
apenas da comparagdo de varias varidncias.
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5.10.1 Comparacdo de varias variancias™*
Desejamos testar a hipotese
Ho'. 0'12:0%:.-.:6%.

contra a alternativa de que pelo menos uma das varidncias difira, onde &%, o3, ..., 0% sdo
as varidncias de % populagdes normalmente distribuidas e independentes. O teste sera,
evidentemente, baseado nas varidncias amostrais s3, s3, ...,

Se todas as amostras forem do mesmo tamanho, podera ser usado o zes¢e de Cochran,
de execugdo extremamente simples. Caso contrario, deve-se usar o feste de Bartlett. Am-
bos esses testes sao descritos a seguir.

Teste de Cochran

Se todas as amostras forem de mesmo tamanho 7, a hipotese H, podera ser testada pela
estatistica

max s?
Is?

A Tab. A6.6 fornece valores criticos de g em fungao de n e de %, aos niveis &= 5% e
o = 1%. H, sera rejeitada se £ > 2,

g= i=12...4. (5.47)

Exemplo *

Quatro amostras de cinco elementos cada, extraidas de popula¢oes normais
independentes, forneceram varidncias iguais a 1,0; 3,5; 5,0 e 2,0. Existe
evidéncia, ao nivel de 5% de sxgm.ﬁcanaa, de que as populaqo&s néo tenham
todas a mesma vané.naa'? :

Dévemps calcular.

g- I,sz 1.0+35+50+2,0 o|435

A Tab. A6. 6t'omece para o = 5% n= -Sek= 4, ovalorgsqs 0,6287. Como
£ < g5y, devemos aceitar a hipétése ‘Hy de 1gualdade das vanancnas
“populacionais. Logo. nio ha a ewdénma mencwnada

Teste de Bartlett
Esse teste se baseia na estatistica

(n- k)log-&— 5, v logs: ] (5.48)

2 2 3026[
k1=
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onde os logaritmos sdo decimais!'®l, n = $1, r;, onde n, é o tamanho da 7-ésima amostra,
v;=n;-1¢aconstante C ¢ dada por

- U (g6 3 __ 1
C=lr3ms [z,ﬂvf n_kJ. (5.49)

O teste utiliza o fato de que, sob H,, a quantidade dada pela expressao (5.48) tem
aproximadamente distribuigao y3_,. conforme sugere a notagdc. Sendo A, falsa, essa
quantidade tende a crescer, sendo o teste, portanto, unilateral a direita, ou seja, rejeita-
remos My se

2 2
Xk > Xkt e

Uma simplificagdo que pode ser feita consiste em calcular-se inicialmente CxZ_,. Se
Cr_, > 1,523, o Tejeita-se Ho: se Cx3_| S x5, o ACEIta-se M. Caso contrario, ha necessidade
de se calcular 74 |. testando-o conforme visto.

Exemplo - __________ |

Trés amostras provenientes de populagdes normais, com 25, 15 e 32 elementos,
formeceram, respectivamente, varidncias iguais a 4,65, 13,95 e 5,04. Ao nivel
de 5% de significancia, ha evidéncia de que as varidncias populacionais néo
sejam iguais?

Cees ]
Devemos usar ¢ teste de Bartlett. A Tab, 5.5 apresenta os valores necessarios

ao célculo de x3_,. Assim, temos

n-k=3%v,=69,

i Vst 463,14
- fu] Ti00 ————
(n-k)log Py 69log %5 57,054,

T, v;log s? = 53,818,
=G, =2.3026 (57,054 -53,818)=7,4512.

Tabela 5.5 Valores para o calculo de y2

Amostra | #; v s3 V53 logs? | vilogs?| v
1 25 24 4,65 111,60 | 0,6675 |.16,019 | 0,0416
2 15 14 13,95 195,30 1 1,1446 | 16,024 | 0,0667
3 32 31 5,04 156,24 | 0,7024 | 21,775 | 0,0313
69 463,14 53,818 | 0,1396

(18] Alternativamente, poderiam ser usados logaritmos neperianos, eliminando-se a constante 2.3026 da
formula.
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T S O ST T T OO PR
R
Como x3_, .= x3. sx.= 5,99, ainda ndo podemos tirar uma conclusao, pois

23, 5 < Cx%., < 1,522, 5y Devemos, pois, calcular a constante de corregao C,
para o que a ultima cofuna da Tab. 5.5 sera 1til. Temos:

1 1
C= l+ﬁ(0.1396-g§] =1,02L
2
- xi-] = Cx_k'l_ = zisiz. =7,2979> x% s%°

Logo, podemos rejeitar H, a0 nivel de 5% de significincia. Existe a evidéncia
mencionada.

5.11 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Suponha que os dados do exercicio complementar nimero 3 do Cap. 2 sejam provenien-
tes de uma populagao cujo desvio-padrao é conhecidamente igual a 1,25 g. Nos niveis
de 5 e 1% de significancia, esse resultado experimental permite concluir que 0 peso
médio das embalagens seja superior a 33,5 g?

2. Uma amostra de seis elementos, extraida de uma populagio normal, forneceu
ZX,-=84.0 € z(xl-,?)z =55.0.

Deseja-se saber se a média da populagao pode ser considerada como superior a 11.
Qual a conclusido, nos niveis de 5 e 1% de significancia?

3. Uma amostra forneceu os seguintes valores: 17, 20, 14 e 18. Ao nivel de 5% de significAncia,
ha evidéncia de que a média da populagdo seja (a) inferior a 20 e (b) distinta de 20?7 A~

4. Uma amostra de 27 elementos forneceu X = 3,2 e s2(x)= 2,12. Deseja-se saber se é
possivel afirmar, aos niveis de 5% e 1% de significancia, que:
a) a média da populagao seja distinta de 1,5;
b) o desvio-padrdo da populagio seja inferior a 5.

5. Os dados abaixo representam a resisténcia de dez pedagos de um cabo de ago, ensaiados
por trag@o até a ruptura. Com base nos resuitados obtidos, pretende-se saber se esse
cabo obedece a especificagio, que exige uma carga média de ruptura de 1.500 kg no
minimo. Qual sua conclus3o, ao nivel de 2% de significancia ?

1.508 1.518 1.492 1.505 1.515
1.507 1.510 1.505 1.496 1.498. VAN
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6.

10.

A cronometragem de certa operagdo industrial forneceu os seguintes valores para
diversas determinagdes, dados em segundos:

113 124 115 107 120 126 114 110 116
117 118 113 125 119 118 114 122 117.

Podemos concluir que o tempo médio necessario para realizar essa operagao nao deve
exceder a 2 min, ao nivel de 5% de significancia?

Em individuos normais, o consumo renal médio de oxigénio tem distribuigdo normal
com média 12 cm®/min e desvio-padrdo 1,3 cm3/min. Supondo-se que um pesquisador,
interessado em saber se, em individuos com insuficiéncia cardiaca, o consumo renal
médio de oxigénio € significativamente maior que 12 ¢cm¥/min, fixasse a = 5% e
B =10% se o consumo médio dos cardiacos é 13,0 cm*/min ou mais:

a) formule o teste de hipoteses em questao;

b) taduza, em palavras, em termos do atual problema, os valores de a e 8 especifi-
cados;

¢) derermine o tamanho da amostra necessaria para a realizagdo do teste nas condigoes
especificadas. o

Verifique a validade da expressdo (5.14) do texto. Por que razdo essa expressio é
aproximada?

Um produtor deseja obter peso especifico médio 0,8 kg/dm3 para certo material necessario
4 sua linha de produgdo. Admitindo o produtor a possibilidade de uma partida estar
acima da especificacdo, quer saber se poderd, ao nivel de 5% de significancia, devolver
a partida ao fornecedor. Para tanto, colheu uma amostra de doze porgdes do material, a
qual forneceu média 0,81 kg/dm® e desvio-padrao 0,02 kg/dm”. O fornecedor indica
como sendo de 0,01 kg/dm?® o desvio-padrao do peso especifico do produto.

a) Aceitando como vilido o desvio-padrao dado pelo fornecedor, comente o tamanho
da amostra retirada, caso se deseje aceitar que o peso especifico é 0,8 kg/dm®,
quando, na verdade, ele é superior a 0,82 kg/dm3, com no maximo 1% de
probabilidade.

b) Adotando o desvio-padrao da amostra como estimativa do verdadeiro o, realize o
teste com base na amostra colhida e dé as conctusdes.

Medidos os didmetros de 32 pegas de uma produgio, resultou a distribuigao de freqiién-
cias que segue, valores em milimetros. Ao nivel de 3% de significancia, ha evidéncia
de que o diametro médio nao seja 57,0 mm? Ao nivel de 5% de significincia, ha evidéncia
de que o desvio-padrao seja superior 2 0,17 mm?

X, 56,5 56,6 56,7 568 569 57,0 571 572 573
S 1 3 2 4 10 5 4 1 2 . 2
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11.

Verifique se os dados do exercicio complementar nimero 3 do Cap. 2 permitem concluir,
ao nivel a = 5%, que o desvio-padrao da populagao é superiora 1 g.

12. A distribuigdo de freqiéncias que segue representa uma amostra retirada de uma

13.

14.

15.

16.

populagao praticamente normal. Ao nivel de 5% de significancia, ha evidéncia de que o
desvio-padrdo dessa populagdo seja diferente de 157

Classes Frequéncias
68 — 75 3
75 — 82 6
82 — 89 11
89 — 96 15
96 — 103 18
103 — 110 10
110 — 117
117 — 124 4 -

Mostre que, para podermos afirmar, 20 nivel de 5% de significancia, que a variancia de
uma populagdo normal é maior que dez, baseados em apenas dois elementos
aleatoriamente retirados dessa populagéo, é necessario que a diferenca entre os valores
desses elementos seja maior que 8,76.

Uma méquina foi regulada para fabricar placas de 5 mm de espessura, em média, com
coeficiente de variagao de, no maximo, 3%. A distribuigdo das espessuras é normal.
Iniciada a produgo, foi colhida uma amostra de tamanho 10, que forneceu as seguintes
medidas de espessura, em milimetros:

5.1 4.8 5,0 4,7 4,8 5,0 4,5 49 4.8 5,2.

Ao nivel @ = 0,01, pode-se aceitar a hipotese de que a regulagem da maquina foi
satisfatéria? A

Em 600 lan¢amentos de um dado, obteve-se o ponto seis em 123 langamentos. Aos
niveis de 5 ¢ 1% de significancia, ha razio para se desconfiar de que o dado seja
viciado em relagdo ao ponto seis? A

Um comprador, ao receber de um fomecedor um grande lote de pe¢as, decidiu inspecionar
duzentas delas. Decidiu também que o lote sera rejeitado se ficar convencido, ao nivel
de 5% de significincia, de que a proporgao de pecas defeituosas no lote é superior a
4%. Qual serd sua decisao (aceitar ou rejeitar o lote) se, na amostra, forem encontradas
onze pegas defeituosas? A,
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17. Um industrial considera satisfatério se, no maximo. 8% das pegas produzidas por sua
industria forem defeituosas. Se uma amostra de duzentas pegas apresentou doze
defeituosas, pode o industrial satisfazer-se com esse resultado, ao nivel de 5% de
significancia?

18. Um teste consiste em jogar uma moeda quatro vezes, rejeitando-se a honestidade da
moeda se se obtiverem quatro caras ou quatro coroas. Determinar o nivel de significancia
do teste e esbogar, com razoavel precisao, sua curva caracteristica de operagao.

19. Numa pesquisa de opinido eleitoral, dentre oitenta entrevistados, o candidato Jodo obteve
48 votos, contra apenas 32 dados a seu opositor. Admitindo-se a amostra como bem
representativa do eleitorado, pode-se concluir, ao nivel de 1% de significincia. que
Jodo sera o vencedor da elei¢ao?

20. Entre milhares de casos de pneumonia nao-tratados com sulfas. a porcentagem que
desenvolveu complica¢des foi de 10%. Com o intuito de saber se o emprego das sulfas
diminuiria essa porcentagem, cem casos de pneumonia foram tratados com sulfapiridina
e. destes, cinco apresentaram complica¢des. Admitindo que os pacientes $30 comparaveis
em tudo, exceto quanto ao tratamento, dizer se a propor¢ao de complicagdes entre os
tratados com sulfas ¢ significativamente menor (nivel 5%) que entre os ndo-tratados.

21. Um industrial deseja certificar-se de que a fragio do mercado que prefere seu produto
ao de seu concorrente é superior a 70%. Para tanto, colheu uma amostra aleatoria de
165 opinides, das quais 122 lhe foram favorédveis. Pode o industrial ficar satisfeito com
esse resultado, adotado o nivel de 5% de significancia? Por outro lado, o industrial
considera um erro grave o chegar a se desiludir (no caso, admitir que ndo tem mais de
70% do mercado) quando, em verdade, ele tem mais de 75%. Ele gostaria que a
probabilidade de cometer esse erro no superasse 10%. Pergunta-se: a amostra utilizada
seria suficiente para atender essa exigéncia ao nivel de significincia adotado?

22. Faga uma analogia entre o julgamento de um réu e um teste de hipdteses. Quais sdo
as hipoteses H, e A, testadas no caso do julgamento? Em que consistem os €Iros
tipo I e 11?7

23. Um dispositivo eletrdnico deve ser tal que, quando acionado, estabelega contato elétrico
com 25% de probabilidade. Deseja-se testar, 2o nivel de 5% de significancia, a capacidade
desse dispositivo em satisfazer ao especificado, dentro de uma margem de erro néo
superior a 0,05, quanto ao valor real da probabilidade com que o contato se estabelece.
A amostra deve ser tal que a probabilidade de se concluir erradamente que o dispositivo
satisfaz 4 especificagdo dentro da margem de erro estipulada nao seja superior a 3%.
Qual o tamanho da amostra necessédria e para quantos contatos obtidos iremos afirmar
que o dispositivo nao é satisfatério?
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24.

25.

26.

27.

28.

A fim de comparar a eficiéncia de dois operarios. foram tomadas, para cada um, oito
medidas do tempo gasto, em segundos, para realizar uma certa operagao. Os resultados
obtidos sado dados a seguir. Pergunta-se se, ao nivel de 5% de significancia, os operarios
devem ser considerados igualmente eficientes ou nao.

Operario 1: 35 32 40 36 35 32 33 37
Operario 2: 29 35 36 34 30 33 31 34.

Um banho de 6leo é aquecido aos poucos e sua temperatura medida de meia em meia-
hora por dois termdmetros. Tendo-se obtido os valores abaixo, ha diferenga significativa
entre as indicagdes dos dois termdmetros, ae nivel de 5% de significancia?

Termdmetro 1: 38,2 44,5 53,0 59,0 66,4 71,3
Termbmetro 2: 37.5 44.2 51,6 58,0 66,8 72,4 .

Dadas duas amostras aleatdrias de tamanhos 10 e 12, extraidas de duas populagdes
normais independentes. as quais forneceram, respectivamente,

X1 =20; Xy = 24; s =5,0; $2=3.6;
teste as hipoteses:

a) deigualdade das varidncias;

b) de igualdade das médias.

Estabeleca também um intervalo de 95% de confianga para a diferen¢a entre as médias
populacionais. A

A fim de comparar duas marcas de cimento, A e B, fizemos experiéncia com quatro
corpos de prova da marca A e ¢inco da marca B, obtendo as seguintes resisténcias a
ruptura:

Marca A: 184 190 185 186 ;

Marca B: 189 188 183 186 184.

Verifique se as resisténcias médias das duas marcas diferem entre si (nivel de significincia
de 5%).

Um aparelho é utilizado para testar a durabilidade de 1dampadas submetidas a diversas
tensoes. O aparelho consta de oito soquetes ligados em paralelo e de um reostato ligado
em série com um gerador ¢ com os oito soquetes. Qito lampadas da marca A ¢ oito da
marca B foram ensaiadas nesse aparelho, sob as mesmas condigdes, fornecendo as
seguintes dura¢des, em horas:

Soquete 1 2 3 4 5 6 7 8
Marca A 35 26 40 35 31 49 38 24
Marca B 23 28 31 35 36 30 27 26.

Podemos concordar corn a afirmagdo dos fabricantes da marca A, de que suas lampadas
tém maior durabilidade que as da marca B, na tensao utilizada? (O nivel de signifi-
céncia é de 1%.)
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29. Dois candidatos a um emprego, A e B, foram submetidos a um conjunto de oito questdes,

30.

31.

sendo anotados os tempos que cada um gastou na solugao (dados a seguir, em minutos),
Podemos, ao nivel de 5% de significancia, concluir que B foi mais rapido que A. em
termos do tempo médio gasto para resolver questoes do tipo das formuladas?

Dados:

Questdo n’ 1 2 3 4 5 6 7 8
Tempo de A 11 8 15 2 7 18 9 10
Tempo de B 5 7 13 6 4 10 3 12.

Duas amostras apresentaram as seguintes caracteristicas:

Amostra 1 Amostra 2
S ~X) =125 2y, -7)=63
X =352 F=36.7
n=6 n=10

Pode-se afirmar, ao nivel de 5% de significancia, que haja diferenca de homogeneidade
entre as duas populagdes? E diferenga entre as médias?

Num estudo sobre o metabolismo do citrato no figado foram tomadas amostras de
sangue da veia hepatica de dez individuos normais ¢ amostras de sangue arterial de
outros dez individuos normais, obtendo-se as seguintes determinagoes de citrato em
cada amostra (em mg/mL):

Sangue da veia hepatica Sangue arterial

20,2 26,4
24,6 32,2
18,5 37.8
19,0 25,0
29,5 28,4
12,6 26.2
18,2 31,3
30,8 35,0
22,2 29,7
25,4 27,4

As amostras de sangue da veia hepatica tém por média 21,16 mg/mL e por desvio-
padrdo 4,60 mg/mL. As amostras de sangue arterial tém por média 29,94 mg/mL e por
desvio-padrdo 4,15 mg/mL. Realize um teste de hipdtese a fim de verificar se exis-
te uma diferenga significativa no sentido de um maior contetido médio de citrato no
sangue arterial em relagdo a0 sangue da veia hepética. Trabalhe com o nivel de signi-
ficdncia de 1%.
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32.

33.

35.

36.

Em uma experiéncia industrial, um trabalho foi executado por dez operarios, de acordo
com o mérodo 1, e por vinte operarios, de acordo com o método I1. Os resultados levaram
aos seguintes dados sobre a duracao média e variabilidade do tempo necessério a
execugdo do trabalho:

método I, X, =53 min, s$;=6min:
método I, X; =57 min, =15 min.
Ao nivel de significancia de 5%:

a) teste se os dois métodos devem ser considerados como tendo a mesma variabilidade
de tempo.

b} diga se os dados permitem afirmar que o método I fornece um tempo médio menor
que o método 1I.

Um revendedor de ventiladores de certa marca anotou as vendas feitas de janeiro de
2000 a outubro de 2001, dadas a seguir, cronologicamente. Elabore um teste adequado
para verificar se as vendas variaram significativamente de 2000 a 2001.

As vendas foram:

208, 142, 99, 74, 70, 63, 79, 75, 85 110, 156, 222, 230,
158, 101, 85, 66. 79, 84, 87, 80 e 130.

. A qualidade de rebites é tanto melhor quanto maiores sua resisténcia média e sua

homogeneidade. Seis rebites de duas marcas foram ensaiados ao cisalhamento, tendo-
s¢ obtido as seguintes cargas de ruptura:

Rebite n.° 1 2 3 4 5 6
Marca A 34,9 35,5 38,8 39,2 33,7 37,6
Marca B 38,5 39,0 40,7 42,9 37.8 41.4.

Esses resultados ratificam a afirmagao do produtor da marca B de que seus rebites sao
melhores quanto a pelo menos um aspecto? (a = 5%.) S

Com o intuito de controlar a homogeneidade da produgao de certas partes no tempo,
amostras semanais sao retiradas da produgéo corrente. Uma primeira amostra, de dez
elementos, forneceu média 284,55 e desvio-padrdo 0,320, ao passo que uma segunda
amostra formeceu, nas mesmas unidades, os seguintes valores:

284,6 283,9 284,8 2852 284,3 283,7 284,0.

Ao nivel de 5% de significancia, podemos concluir que a homogeneidade da produgao
tenha variado no decorrer das duas semanas investigadas?

Uma pesquisa de audiéncia foi feita num domingo & noite entre telespectadores de Sao
Paulo e do Rio de Janeiro. Em S3o Paulo, dentre 100 entrevistados, 65 declararam
preferir o programa do Mr. X, enquanto que, no Rio, dentre 80 entrevistados, 45
declararam preferir tal programa. Ao nivel de 1% de significincia, podemos concluir
que Mr. X é mais apreciado em Sao Paulo que no Rio?
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37. Num ensaio de tintas para protegdo de superficies metalicas, 55 painéis foram pintados

38.

39.

com uma tinta A e outros 75 com outra tinta B. Decorridos dois anos de exposi¢ao ao
ar livre, verificou-se que, no primeiro grupo, apenas seis painéis apresentavam pro-
blemas. enquanto que, no segundo, o niumero de painéis defeituosos era de 19. Pode-
se concluir, desses dados, com 5% de significincia, que as duas marcas ensaiadas
diferem em sua capacidade de protegao?

Sao dados os seguintes trés grupos de observagdes:

Grupo A 35 26 31 34 29 37

Grupo B 61 69 58 57 62 64

Grupo € 42 45 41 44 42 43.

Com 5% de significancia, os trés grupos tém desvios-padrao equivalentes?

Trés amostras, de 5, 8 e 7 elementos, respectivamente, forneceram:
s8=32 s¥=76 $3=7.2.

Teste a hipotese de que as trés amostras provém de populagdes de mesma variancia.
Em caso afirmativo, estime essa variancia.
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6.1 INTRODUCAO

Vimos no capitulo precedente como se podem testar hipoteses referentes a um pardmetro
populacional ou a comparagao entre dois parametros. Tais testes s3o, por essa razao,
paramértricos. Ocupar-nos-emos agora dos testes ditos nao-paramétricos, que se referem a
Outros aspectos que nao os parametros em si. Esses testes podem ser Uteis em diversos
casos e, as vezes, podem ser usados coma alternativa a algum teste paramétrico, conforme
adiante serd comentado.

Existe um grande nimero de testes nao-paramétricos, muito utilizados nas ciéncias
sociais, no campo bioldgico e em diversas outras aplicagdes. Uma referéncia classica nesse
campo seria a de nimero 20. Nesta edi¢o, nos cingiremos a apenas duas categorias desses
testes, possivelmente as mais utilizadas na Engenharia e ciéncias afins.

6.2 TESTES DE ADERENCIA

Uma importante classe de teste ndo-paramétrico é constituida pelos chamados tesces de
aderéncia, em que a hipétese testada refere-se a forma da distribuigao da populagao. Nesses
testes, admitimos, por hipétese, que a distribuicao da variavel de interesse na populagao
seja descrita por determinado modelo de distribui¢do de probabilidade e testamos esse modelo,
ou s¢ja, verificamos a boa ou ma aderéncia dos dados da amostra ao modelo. Se obtivermos
uma boa aderéncia e a amostra for razoavelmente grande, poderemos, em principio, admitir
que o modelo fornega uma boa idealiza¢3o da distribuicao populacional. Inversamente, a
rejeicao de A, em um dado nivel de significincia indica que o modelo testado é inadequado
para representar a distribuigao da populagao.[!]

Veremos trés maneiras de realizar os testes de aderéncia: pelo qui-quadrado (r?), pelo
método de Kolmogorov-Smimov e graficamente.

[ Os testes de aderéncia s3o uma ferramenta certamente iitil quando se pensa no problema de espetificagdo,
mencionado em 4.1.
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6.2.1 Testes de aderéncia pelo x?
Essa forma de testar a aderéncia foi desenvolvida por Karl Pearson e baseia-se na estatistica
2 =3k ©-E&) £ o

12]

i=1 E-l i=1 _E,_'_n s (6_1)

sendo:

2> aestatistica de teste, com v graus de liberdade;

0; a freqiéncia observada de uma determinada classe ou valor da variavel;

E; afreqiiéncia esperada, segundo o modelo testado, dessa classe ou valor da
variavel;

n =34, 0;= T4, E; = namero de elementos da amostra;

% =namero de classes ou valores considerados.

Pearson mostrou que, se o modelo testado for verdadeiro e se todas £;2 5, a quantidade
definida em (6.1) tera aproximadamente distribui¢do 2 com v = £~ 1 - m, sendo & o
nimero de parcelas somadas e m o nimero de parametros do modelo estimados indepen-
dentemente a partir da amostra. A subtragdo de 1 ao valor de £ deve-se a existéncia da
restrigdo T4, O; = n entre as freqliéncias observadas. O cilculo das freqiiéncias esperadas é
feito através da expressao

E;=np,. (6.2)

onde p; é a probabilidade, segundo o modelo. de se obter um valor da varidvel na classe
considerada, e 7 € o nimero de elementos da amostra. Essa expressao resulta do fato de
que cada freqiiéncia observada O; terd, para populago infinita, distribuigdo binomial com
parametros n e p;, sendo, portanto, sua expectancia calculada conforme expusemos.

O faro de a quantidade definida em (6.1) se distribuir aproximadamente segundo um
x* ndo deve surpreender, pois

2
0, -£,)? 0, ~E
L (—Lt:l-—')— = 2,’-21[ z = L ] (6.3)

e, havendo varias classes, JE = ,/n_p, =.Jnp(1- p;) . pois os p; deverdo ser pequenos. Ora,
sendo £; 2 5, a distribuigao binomial das 0; aproxima-se da normal, e o valor entre parénteses
no segundo membro de (6.3) seria aproximadamente um valor de z. Como a distribuiggo x
surge de uma soma de valores de z ao quadrado, resulta que o somatério deveria mesmo
fornecer uma variavel com distribui¢io proxima do x2.

O teste ¢ unilateral, devendo a hipétese ,, ser rejeitada se x2 > 2 . Isso € razoavel,
pois, se o modelo testado estiver longe da realidade, as freqliéncias observadas irdo diferir
bastante das esperadas, e a varidvel de teste tenderd a crescer.

12) Como essa expressdo implica uma aproximagio de distribuiges binomiais por normais, a corregio de
continuidade (ver A1.4.5, no Ap. 1), ja mencionada anteriormente no texto, podera ser aplicada, para maior
rigor, na execu¢ao do teste. Para tanto, calcular-se-ia o 3 através de

2 & (o-£]-087
PP S
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Caso existam classes que ndo satisfagam a condigdo £;2 5, estas deverao ser “fundidas”
as classes adjacentes, conforme veremos no exemplo a seguir. ]

SCl

O numero de defeitos por unidade observado em uma amostra de cem aparelhos
de televisio produzidos em urna linha de montagem apresentou a seguinte
distribuigéo de freqliéncias:

Nimero de defeitos 0 1 2 3 4 S 6 7
Numero de aparelhos 25 35 18 13 4 2 2 1.

Verificar se o nimero de defeitos por unidade segue razoavelmente uma
distribui¢do de Poisson.

S0/UCE0 IR
Usaremos o teste de aderéncia pelo x? para testar as seguintes hipéteses:

Hy: a distribuigdo do niimero de defeitos por unidade é do ripo Poisson;
H,: tal nao ocorre.

Sabe-se, do Calculo de Probabilidades, que a Distribuigio de Poisson é uma
distribui¢do discreta cujas probabilida_des sao dadas por

PLX = k)-"‘ (E=012..), (6.4)

onde u é a média da d1stnbu1<;ﬁo E, portanto, uma distribuig3o que fica bem
caracterizada com o conhecu:ncnto de um unico parametro. sua média u.

.Como a hipétese testada nio especifica a média 4 do modelo, 0 primeiro passo
"serd estima-la por meio da mecha amostral X, Da ‘Iab 6 1 retiramos o valor
de Zx; fi € obtemos o _ :
thf[“ 155 . o
Usatemos portanto 0 modelo de Pmsson com médla K= =1, 55 para o calculo

das probabilidades p;. Considerando p; = P(X =1}, {=0,'1, 2, ..., temos,
aplicando a férmula de Poisson (6. 4)

0 ,-1.55 -
.p __sl_e_ -1.55 =0, 212

l -1.55
% =1,55 e-1~“ =0,329,

-1.55 : ’
el 55;2,’ .2.4325 e 50,265, etc.”

Pl Segundo a Ref. 10, a condi¢do £;2 5 é, em geral, conservadora, podendo-se, em muitos ¢asos, realizar o
teste com boa precisdo, mesmo com algum £; da ordem de 1,5. A Ref. 20 considera a restricio £; 2 5
obrigatéria apenas quando £ = 2. Além disso, recomenda nio usar o teste quando mais de 20% das £; sdo
menores que 5.
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Resultam os valores dados na Tab. 6.1, os quais, multiplicades por = = 100,
fornecem os £, chegando-se, por fim, ao valor do x2, por meio da expressao
(6.1), sendo seu cilculo ilustrado na propria tabela.

Deve-se notar que a condigao Z; 2 5 nao € satisfeita para os valores 5, 6 e 7
da varidvel. Logo, fundimos esses valores ao valor 4, passando a considerar o
conjunto de valores X 2 4 com freqiiéncia observada ¢ e freqliéncia esperada
7,2. 0 valor 2 calculado pela (6.1) foi 3,474.

Tabela 6.1 Calculo de x2

X JSi=0; x.f; b E; O;- L; (—O';.L')z
1

0 25 0 0,212 | 21,2 3,8 0,681
1 35 35 0329 | 329 2,1 0,134
2 18 36 0225 | 25,5 -75 2,206
3 13 39 0,132 | 13,2 -02 0,003
4 4 16 0,051 5,1
5 2 10 0.016 1,6
6 2 K 12 0,004 0.4 72 18 0450
7 1 7 0,001 0.1

100 | 155 1000 | - 3,474

Para determinaggo do x2 critico, o nimero de graus de liberdade deverd ser-
v=k-1-m=5-1-1=3,

pois houve cinco parcelas e estimamos um parimetro a partir da amostra.
Adotaremos a = 5%. Logo,

Hotico = 15, 5 = 7,815,

Logo, como 3,474 < 7,815, aceitamos Hy, € concluimos que a variavel adere
bem ao modelo de Poisson. Note-se que nao estamos afirmando isso, mas,
face a termos uma amostra de cem elementos, que ja ndo € pequena, além de
uma aceitagio razoavelmente folgada, tudo indica que podemos admitir ©
modelo como perfeitamente razodvel.

Por outro lado, lembrando que L) = v, vemos que o 2 obtido foi bastante
préximo de sua média, o que sugere que a distribuigéo do valor calculado seja
mesmo x2, compativelmente com .
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6.2.2 Método de Kolmogorov-Smirnov

Kolmogorov e Smirnov desenvolveram um método, em geral mais poderoso que o do »2,
para testar a aderéncia, em que a varidvel de teste é a maior diferenca observada entre a
fungao de distribuicdo acumulada do modelo e a da amostra.

A funcdo de distribui¢do acumulada do modelo testado, ou fungéo de reparticao. da as
probabilidades acumuladas em cada ponte, ou seja, F(x) = P(X 2 x}. A fungdo de
distribuigao acumulada da amostra correspondera ao grafico das freqiiéncias relativas
acumuladas, visto no Cap. 2. Designaremos essa segunda fungao por G(x). O teste consta
simplesmente da verificacdo do valor

d =max [F(x)-G(x) (6.5)

e da comparagao com um valor critico tabelado em fungdo de a e n. Se d for maior que o
valor critico, rejeita-se Hy. Valores criticos para os niveis de significincia usuais sdo dados
na Tab. 6.2. Sendo n > 50, calcular os valores criticos, para @ = 5% e a = 1%, por,
respectivamente,

1,36 e 1,63
I
Tabela 6.2 Valores ariticos para o teste de Kolmogorov-Smimov

n a=5% a=1% | n a=5% a=1%
1 0,975 0,995 14 0.349 0,418
2 0,842 0,929 15 0,338 0,404
3 0,708 0,829 16 0,327 0.392
4 0.624 0,734 17 0,318 0,381
5 0,563 0,669 18 0,309 0,371
6 0,519 0,617 19 0,301 0,361
7 0,483 0,576 20 0,294 0,352
8 0,454 0,542 25 0,264 0,317
9 0,430 0,513 30 0,242 0,290
10 0,409 0,490 35 0,224 0,269
11 0,391 0,468 40 0,210 0,252
12 0,375 0,449 45 0,198 0,238
13 0.361 0,432 50 0,188 0,227

O método é exarto para distribuigdes continuas de pardmetros conhecidos, devendo a
fungdo G(x) ser construida com base nos valores individuais da amostra. Quando os
parametros sio estimados, o modelo testado é discreto ou os dados estdo agrupados em
classes [caso em que G(x) corresponderd ao poligono de freqiéncias relativas acumuladas],
o teste é vélido apenas por aproximacao.

M Ver 0 Ap. 1, item A1.2.2.
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EXem PO v ——— S S
Uma amostra de dez elementos forneceu os seguintes valores:

27,8 29,2 30,6 27,0 33,5
29,5 27,3 25,4 28,0 30,2

Testar a hipétese de que ela seja proveniente de uma populagdo normal de
média 30 e desvio-padrio 2.

Solucdo I

Por meio dos z; correspondentes aos x; ja ordenados, obtemos os F(x;) com
auxilio da tabela da distribuigdo normal. Por seu turno, os G(x;) serao iguais a
(f = 1)/n a esquerda do ponto x;, e a #/n & direita de x.. As diferengas
\F(x;) - G(x)! foram calculadas 3 esquerda e 4 direita dos pontos x;, e sio
fornecidas na Tab. 6.3. A coluna G(x,) estd desalinhada, indicando, por
exemplo, que G(x;) = 0,10 a esquerda de 27,0 e G(x,) = 0,20 2 direita desse
valor.

Vemos que d = max [F(x)) - G(x)l = 0,5413. Para n = 10, o valor critico ao

nivel a= 5% de significancia é 0,409, obtido na Tab. 6.2. Logo, n3o podemos
‘rejeitar a hipétese testada de normalidade da distribui¢do da populagéo.

Tabela 6.3 — Célculo da estatistica 4
o |z | Frm | ow Lo - G
- : : . Esquerda Direita
CPPE : 0,00
.2§,4 1 2,30 0.0;07 0'10- 0.010? 0,0893
= 2_7'.0 1 -;,50 | 0,0668 - 0.20 0.9332 0,1332
. 273 -_1.35 0,0885 | 0.30 0,1115 0,2115
27’.8 1 -L10 0,1357 0,40 0,1643 0,2643 .
’ .25'0 =1,00 -0 15_87 0,50 02413 | . 0,3413 4
29,2 -0,40 ‘ '0.344‘6‘ 0.'60 0,1554 0,2554
29,5 =0,25 0.401_3 0.70 0,19§7 0,2987
30.%' ] 0,10 (J_.§398 0,80 0,1602 | 0,2602 |-
3Q,6 R _9,30_ ; 0,6779 0,90 0,1221 A 10,2221
33,_5_ 1,75 |. 0..9599 1,00 0,0599 ' 0,0401

6.2.3 Verificacdo gréafica da aderéncia

Processos graficos podem ser usados para se verificar a aderéncia dos dados experimentais
a certos modelos tedricos. Sdo, é claro, processos simplificados e aproximados, envolvendo
subjetividade, que devem apenas ser usados quando ndo ha muita exigéncia de rigor.
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Assim, o teste de aderéncia a uma distribuig@o normal pode ser feito mediante o uso do
“papel de probabilidade normal™. que é um papel quadriculado em que uma das escalas esta
subdividida conforme os percentis de uma distribuigdo normal. Se plotarmos na escala li-
near os valores da varidvel e na “escala normal” os valores da freqiiéncia relativa acumulada,
os pontos assim determinados no corpo do papel deverdo se orientar aproximadamente
segundo uma reta, se a hipotese de normalidade da distribuigdo for verdadeira.

Como ilustracéo, tomemos os dez valores abaixo, ja ordenados, que retiramos ao acaso
de uma populagdo reconhecidamente normal:

213 215 221 222 226
228 232 238 240 252

A plotagem desses valores no papel de probabilidade normal é apresentada na Fig. 6.1.
A regra para se plotarem 2 valores ordenados € a de se estabelecer a correspondéncia entre
0 i® valor e o percentil 50(27 - 1)/n. Assim, no nosso exemplo, 0s dez valores orde-
nados correspondem aos percentis 5%, 15%, ..., 95%, distribuidos simetricamente em proba-
bilidade.

6.3 TABELAS DE CONTINGENCIA — TESTE DE
INDEPENDENCIA

Quando existem duas ou mais varidveis qualitativas de interesse, a representagio tabular
das freqliéncias observadas pode ser feita através de uma tabela de contingéncia. No caso
de duas variaveis apenas, essa representagio torna-se muito cémoda, mediante uma simples
tabela de duas entradas.

Seja, por exemplo, uma amostra de cem pessoas, que foram entrevistadas quanto a
suas opinides sobre determinado projeto de lei, tendo sido obtidos os resultados dados na
Tab. 6.4.

Tabela 6.4 Opinio de homens ¢ mulheres sobre determinado projdn A€ 7
Opinido .
Sexo - - - Totais
Favoravel Desfavoravel Indiferente
Homens 33 12 15 60
Mulheres 7 20 13 40
Totais 40 32 28 100

Temos uma tabela de contingéncia de dimensdo 2 x 3, pois a variavel “sexo™ apresenta
duas classificagdes possiveis, e a variavel “opinido”, trés classifica¢des. As freqiiéncias
registradas na parte interna indicam que 33 homens foram favoraveis, 12 foram desfa-
voraveis, etc., no total geral de 100 pessoas entrevistadas. A linha e a coluna de totais dao
as distribuigoes de freqiiéncias marginais, isto é, as distribui¢des de cada variavel qualitativa
considerada individualmente, ndo importando a outra variavel.

Com a tabela de contingéncia, conseguimos uma maneira conveniente de fazer a

descri¢ao dos dados da amostra quando temos duas ou mais variaveis qualitativas a
considerar. Passemos agora a analise dos dados fornecidos pela tabela.
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Uma indagag¢ao que pode ser objeto de um teste simples ¢ se as variaveis qualitativas
envolvidas s3o ou nao independentes. Ou seja, podemos desejar testar as hipoteses:
Hy: as varidveis sao independentes;
H,: as varidveis nao sao independentes, ou seja, elas apresentam algum grau de associa-
¢do entre si.

Tal teste pode ser feito pelo %, de maneira semelhante ao visto em 6.2.1, ou seja, pela
quantidade

2
2 ©y-E,7 _ O;
Xy = l”:’l Zj'=1 4 Ey = - ;:1 Ej'=I_E-.:;_n‘ (6'6)

sendo:

X% aestatistica de teste, com v graus de liberdade;

r o numero de linhas do corpo da tabela;

s o numero de colunas do corpo da tabela;

Oy a freqiiéncia observada na interse¢éo da linha 7 com a coluna /:
£y a freqiiéncia esperada na intersegdo da linha / com a coluna j;
n = %135 Oy =0 nimero de elementos da amostra.

As freqiiéncias esperadas de cada cela da tabela sdo calculadas por
£y =nppy, 6.7

onde p; € a probabilidade de ocorrer uma observagdo na cela considerada. Ora, havendo
independéncia entre as varidveis (conforme Hy), temos que

Py=p.-P;. B (6.8)

onde p; ¢ a probabilidade marginal correspondente a linha / ¢ p; a probabilidade marginal
correspondente a coluna /.

Como ndo conhecemos as probabilidades marginais, deveremos estima-las, através
das correspondentes freqiiéncias relativas pf e p. Ora,

e i ’ f
Pi. =£n‘ € Dy =—;1L'

! i .f _f;_f
.',Ej/' =np:p; Enpipfj =nf7__nf_= > J

Isso nos fornece a regra pratica para o caiculo das freqiéncias esperadas: multiplicar o
total da linha pelo total da coluna e dividir pela freqliéncia total », conforme serd visto no
exemplo a seguir. A restrigio vista em 6.2.1, segundo a qual £ 2 5, também deve ser
respeitada aqui.[®)

Quanto ao nimero de graus de liberdade com que a variavel de teste x2 devera ser
testada, sua determinagzo pode ser feita verificando-se quantas das frequéncias observadas
O, permanecem “livres™ apés a determinagao das freqiiéncias esperadas. Ora, estas foram
determinadas com base na fixa¢io dos totais marginais. Entdo, respeitados esses totais, o
numero de valores O; com grau de liberdade sera

v=(r-1(s-1), (6.10)

(6.9)

(%] Essa expressio resulta da aplicagio direta da definigio de varidveis independentes, dada no Ap. {.
(] A esse tespeito, ver também a Ref. 20.
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pois fatalmente a ultima freqiiéncia observada a ser considerada em cada linha ou coluna
estara determinada pelo total fixado da linha ou coluna, 0 que equivale a ter-se uma linha
e uma coluna sem graus de liberdade. O vaior v determinado pressupoe que nenhuma cela
se fundiu a outra, para efeito de satisfagdo da condicdo £ 2 5.

No caso bastante comum de tabela 2 x 2, o calculo do ¥2 pode ser feito alternativamente

pela expressao
[

2 _ n(dd - bC)z
4 T@+b)a+o)(b+rd)c+d)’ (6.11)
onde a, b, ¢ e d sao as frequéncias observadas, organizadas conforme o esquema
ald
cldl|

Por outro lado, se tivermos, por exemplo, trés varidveis a considerar, poderemos testar
a hipétese de todas serem independentes entre si, o que seria feito de modo totalmente
analogo ao visto, através de um x? com (r— 1)(s - 1) (¢ - 1) graus de liberdade. Podemos
também desejar testar a hipotese de uma das variaveis ser independente das outras duas.
Nesse caso, cada combinag¢io de resultados dessas duas varidveis seria considerada como
um resultado individual de uma segunda variavel, recaindo-se no caso ja visto de apenas
duas varidveis. Assim, se desejarmos testar que a primeira das variaveis consideradas
(r resultados) é independente da segunda (s resultados) e da terceira (¢ resultados),
recairemos no caso do teste da independéncia de duas varidveis mediante um y* com
(r- 1) (st - 1) graus de liberdade.

Outro ponto que deve ser mencionado diz respeito ao fato de que, muitas vezes, uma
das variaveis praticamente representa uma classificagdo dos elementos em populagdes
distintas. Assim, no exemplo anteriormente dado, poderiamos encarar o “sexo™ nao como
um atributo dos elementos de uma Gnica amostra de cem pessoas, mas Como uma
caracteristica que define duas populagdes: a dos homens e a das mulheres. Teriamos entio
duas amostras, cada uma retirada de uma populacio diferente, ¢ estariamos testando pelo
2 a hipétese de que a variavel opinido se distribua de forma idéntica nas duas populagdes.
Embora o teste seja formalmente o mesmo, ha autores que preferem considera-lo, quando
encarado dessa forma, como um ceste de homogeneidade. O assunto € controverso, € nao
nos deteremos em sua discussao.

Pode-se ainda verificar que, no caso de uma tabela 2 x 2, o0 teste pelo x* ¢ equivafente
a0 teste da igualdade de duas proporgdes, visto em 5.8, na sua forma bilateral, ou seja, das
hipoteses

Hy p-p

H; pi#ps
o que pode ser facilmente demonstrado. A condigdo £ > 5 equivale as condigdes impostas
anteriormente para a aproximacao da distribuigao binomial pela normal. A equivaléncia
entre os dois testes sera mais facilmente percebida se encararmos o teste x* como um teste

de homogeneidade, em que teriamos duas amostras com base nas quais testariamos ser a
propor¢ao de sucessos (e de fracassos) a mesma em ambas as populagdes.

171 A correcio de continuidade aplicada a essa expressio leva a

ZZ _ __ nllad-bel-n/2y
1= la+B)(@+re) (b+d) (c+dy -
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Exemp!o L |

Realizar o teste de independéncia para os dados da Tab. 6.4 a0 nivel de 1% de
significAncia.

SoluCa0 I R

A Tab. 6.5 é uma reprodugao da Tab. 6.4, tendo sido incluidas nas celas de
seu corpo as freqliéncias esperadas, calculadas a seguir, mediante (6.9):

60-40 60-32 60-28

=—= o emm———— , <3 m—=1 , 8;
Ey 100 24,6 E; 160 19,2 Eis 100 6,8
40-40 40.32 _40-28 _
‘EZI‘ 100 216,0; Eu—w—lz.s. 523— 100 —11.2.
Tabela 6.5 Freqiéncias observadas e esperadas
Opinido .
Sexo - - Totais
Favordvel |Desfavordvel| Indiferente
33 12 15
Homens 24.0 19.2 168] 0
7 20 13
Muheres 16,0 12,8 ne2| %
Totais 40 32 28 100

Vemos que, na condicdo de independéncia, as freqiéncias esperadas mantém
relagoes constantes entre todas as linhas e todas as colunas, inclusive os
totais. Ou seja, s¢ ha independéncia, espera-se que as opinides estejam na
relagao 40:32 :28 independentemente do sexo. Efetivamente, essa relagao se
verifica entre as freqiéncias esperadas que calculamos (24,0:19,2:16,8 entre
os homens e 16,0:12,8:11,2 entre.as mulheres). Da mesma forma, 0 sexo
independeria da opinido, pois 24,0:16,0 equivale a 19,2:12,8, 2 16,8:11,2 ¢
a 60:40. Resta saber se as freqiiéncias observadas diferiram significativamente
ou ndo das esperadas, o que sera verificado pelo x2, cujo calculo é feito na
Tab. 6.6. ' ' :

Vemos que o 22 calculado pela expressio (6.6) é 15,670. O valor critico para
a=1%e

y=(r-1(s-=1.2=2

é .
Xoieo = 2516 = 9,210

Portanto, mesmo ao nivel de 1% de significancia, podemos rejeitar.a hipotese
de independéncia entre opinido ¢ sexo. Esse-resultado erd realmente ‘de se
esperar, a uma simples anélise visual da tabela de contingéncia. Entretanto
restava saber se o tamanho da amostra era suficientemente grande para se
poder realizar a indugio ao nivel de significancia desejado. ‘



142 TESTES NAO-PARAMETRICOS
L S T SRy
e

Tabela 6.6 Cilculo de 32

Oy £ Oy Ey ng—fﬂi
33 24,0 9,0 3,375
12 19,2 -7.2 2,700
15 16,8 -1,8 0,193

7 16,0 -9,0 5,063
20 12,8 7,2 4,050
13 11,2 1.8 0,289
100 100,0 15,670

6.4 COMPARACAO DE DUAS POPULACOES

Ha casos em que estamos interessados em testar a hipdtese de que duas populagdes
techam a mesma distribui¢ao de probabilidade. Um exemplo é dado pelo teste de homo-
geneidade, mencionado em 6.3, usado quando a variavel de interesse é qualitariva.

Em certos casos, o problema ja foi tratado anteriormente por via indireta. Assim, quando
fazemos o teste ¢ de igualdade das médias de duas populagdes supostas normais € de mesmo
desvio-padrao, estamos implicitamente testando a hipotese de que as duas populagdes sejam
idénticas. O mesmo acontece s¢ testamos a hipotese da igualdade entre duas proporgdes
populacionais.

Entretando deixar a peculiaridade dos testes ndo-paramétricos usados na comparagao
de duas populagdes estd em independerem da forma da distribuigio populacional. Isso, por
um lado, representa uma vantagem, pois toma tais testes aplicaveis mesmo em casos de
desconhecimento total sobre o comportamento da varidvel de interesse. Por outro lado, os
testes nao-paramétricos sao, em geral, mais fracos que um paramétrico equivalente. 1sso,
porém, nao lhes elimina a utilidade, pois nem sempre podemos confiar na validade de
hipdteses adicionais, como aquelas implicitas ao se realizar o teste £.

Embora haja diversos testes que poderiamos apresentar neste topico, limitar-nos-emos
a apenas um deles, por ser julgado de maior aplicabilidade e a titulo de ilustragdo.

6.4.1 Teste de seqiéncias

Quando ternos uma série de observagodes do tipo sim ou ndo, chamamos de seqiéncia
um conjunto de observagdes consecutivas do mesmo tipo. Para ilustrar isso, jogamos uma
moeda cinqilenta vezes e anotamos a série de observagbes, designando “coroa” por € e
“cara” por K. Obtivemos:

C K CKKKCKUKCKIZXKIEKCCKCKCCKKKC
C K KCKKCCCCCCCKCCKCKKTCCCK
0

Verificamos a ocorréncia de n, = 26 observagdes de um tipo (coroa) e n; = 24 observagdes
do outro tipo (cara). O nimero de seqiiéncias observado foi « = 29.

o>
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Um teste bastante simples pode ser realizado com base no numero de seqiéncias
observadas para verificar se consideramos que as seqiiéncias ocorrem ou nao ao acaso. O
teste se baseia no fato de que, sendo verdadeira a hipétese testada de que as seqiiéncias
ocorram aleatoriamente, o numero de seqliéncias observadas ndo devera ser nem excessiva-
mente pequeno nem excessivamente grande. Uma tabela foi desenvolvida para fornecer os
limites criticos para «.[%) Porém verifica-se que, se 7, 2 10 e 7, > 10, a distribuicdo de
probabilidade de u pode ser aproximada pela normal com média e desvio-padrao dados por

2n1n2

- _ 6.1
My 7+, +1 (6.12)
o) = \/ 2R 207% = T ~ ). (6.13)
(m +n) (ny + 15 =)
Logo, a hipdtese de aleatoriedade das seqiiéncias pode ser testada através de
U= p(uy
Z=——— 6. 14
o) ( )

rejeitando-se A, se lzl > zy.

Esse teste pode também ser usado para comparar populagdes. Para tanto, ordena-se o
conjunto total de valores formado pelas duas amostras disponiveis. Consideram-se, em
seguida, as seqiiéncias formadas por valores provenientes da mesma amostra, e testa-se
sua aleatoriedade. Evidentemente, se as popula¢des sao identicamente distribuidas, as
seqiiéncias devem ocorrer ao acaso. Caso ¢ontrario, a tendéncia sera a de obter-se um nimero
de seqiiéncias baixo, o que ndo é dificil de perceber.[] Logo, um nimero de segiiéncias
bastante baixo levara a rejeicao da identidade entre as populagdes. O teste serd, portanto,
unilateral, rejeitando-se Hy s¢ 2 < -2, no caso de aproximagdo pela normal.

Exemplo . -
Testar a aleatoriedade das sequiéncias de “coroas™ e “caras” dadas no inicio
desta segéo: '

Solucdo

Aplicando (6.12), (6.13) e (6.14), temos

2.26-24
He)= 26+24 _
2.26.24(2.26.24-26-28) .
= = 3,49,
o) 26+ 247 (26+24-1
_u-p) _ 29-2596
- ou) 3,49

+1=25,96,

R4 =0,87.

Esse valor de z € ndo-significativo aos niveis usuais, o que ¢ coerente com o
fato de as jogadas da moeda terem sido efetivamente realizadas ao acaso.

181 Ver por exemplo, a Ref. 16.

18] Se as populagdes diferirem muito quanto s médias, haveré a tendéncia de uma grande seqiiéncia de um
tipo no inicio, e cutra do outro tipo no fim da série. Se as populagdes diferirem muito quanto  dispersao,
haverd tendéncia a duas grandes seqiiéncias do mesmo tipo no inicio e no fim da série, e seqiéncias
relativamente grandes do outro tipo no meio da série. De qualquer modo, & tende a diminuir.
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6.5 EXERCICIOS PROPOSTOS

1.

O ultimo algarismo de sessenta numeros telefonicos consecutivos, extraidos de uma
pagina das listas, foram

0775514377095 757282828S5
4 5737759 655173549 902
8 06073 40863 091852¢621060
Testar se é razoavel supor esses nimeros como equiprovaveis (nivel 5%). A

Quando se jogam trés moedas sem vicio, a distribuigao de probabilidade do nimero de
“caras” obtidos é binomial e tal que P(0} = P(3) = 1/8, P(1) = P(2) = 3/8. Trés moedas
desconhecidas foram langadas cem vezes, anotando-se quantas “caras” surgiram em
cada langamento das trés moedas. O resultado foi:

Nimero de caras Numero de vezes
0 7
1 42
2 35
3 16
Ao nivel de 5% de significancia, esses resultados sdo compativeis com a hipdtese de
que as trés moedas langadas nao sejam viciadas? FAN

Uma amostra de cinglienta pecas produzidas por uma maquina forneceu a distribuiggo
de comprimentos das pegas dada a seguir (valores em milimetros). A especificagao de
produgdo indica que as pegas tém comprimento médio 500 mm e que o comprimento se
distribui normalmente em torno dessa média. Ao nivel de 5% de significincia,
concordamos ou discordamos dessa especificagio? As pegas foram medidas com precisdo
de centésimos de milimetro. ’

Comprimentos Freqiiéncias
480 — 485 1
485 — 490 S
490 — 495 11
495 — 500 14
500 — 505 9
505 —510 5
510 —515 4
515 — 520 1
50 A

O resultade de um certo experimento € caracterizado por um ponto luminoso que aparece
na tela de um osciloscopio. A tela (circular, de raio R) foi dividida em oito partes por
um circulo de raio R£/2 ¢ dois eixos perpendiculares. O experimento foi realizado 120
vezes, sendo anotado o namero de vezes que o ponto apareceu em cada subdivisao.
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Obtiveram-se as freqiiéncias indicadas na Fig. 6.2. Testar. ao nivel de 5% de significincia,
se 0s pontos luminosos se distribuem uniformemente sobre a tela.

16 14
ﬁ 12
13

17

19 21

Figura 6.2

5. Hoje em dia estdo bastante difundidas as técnicas de simulagdo, as quais utilizam
processos de geragdo de numeros aleatérios. Numa experiéncia desse tipo, um
pesquisador resolveu utilizar os resultados sucessivamente observados em uma
determinada roleta do cassino de Monte Carlo. Antes, porém, de iniciar a coleta dos
resultados, decidiu realizar testes com base nas freqiiéncias observadas na Gltima semana
de atividade do cassino. Como se sabe, uma roleta admite 37 resultados possiveis,
dados pelos nimeros de 0 a 36. Um dos testes que se resolveu realizar foi baseado na
classificagdo dos resultados da roleta em:

a) zero;

b) primeira dizia (resultados de 1 a 12);

¢) segunda dizia (resultados de 13 a 24);

d) terceira duzia {resultados de 25 a 36).

As estatisticas da 1ltima semana para a roleta considerada indicaram que, em 540
jogadas, a primeira dizia ocorreu 169 vezes, a segunda duzia ocorreu 172 vezes ¢ a

terceira duzia ocorreu 181 vezes. Com base nesses dados, fica comprovada, ao nivel de
10% de significdncia, a existéncia de algum vicio nessa roleta?

6. Uma rotina de computador foi usada para gerar quarenta nimeros supostos com
distribui¢do x? com dez graus de liberdade. Obtiveram-se os seguintes valores:
9,28 11,82 10,83 5,20 17,61 5,56 1594 10,06 12,99 8,35
13,39 13,66 12,44 12,17 7,59 11,22 8,12 4,55 10,20 23,36
7,44 10,45 9,51 11,70 6,80 14,02 9,75 9,10 458 7,25
18,45 8,88 11,15 6,47 12,47 8,98 11,75 7,01 14,85 12,13

Teste, ao nivel de 5% de significancia, a adequabilidade da rotina usada para o fim
proposto. [Sugestdo: agrupe convenientemente...] Fay
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10.

11.

s

Os dezesseis valores que seguem s3o supostamente oriundos de uma distribuigao
uniforme entre zero e um. Teste sua uniformidade pelo método de Kolmogorov-Smirnov,
ao nivel @ = 5%.

0.65 0.07 0.12 0,10 0.38 0.88 0.14 0.10
0,40 0,22 0.50 0,92 0.25 0,03 0.15 0.12

Um vendedor de artigos para jogos afirma possuir um dado tal que a probabilidade de
cada face é proporcional ao nimero da face. Em vinte jogadas sucessivas, o dado
forneceu os seguintes resultados:

3 1 1 5 4 6 2 3 2 1
5 2 2 1 3 2 3 4 1 2

Ao nivel de 5% de significincia, devemos concordar ou discordar da afirmagio do
vendedor?

Os tempos entre as chegadas de nove fregueses consecutivos ao balgdo de informagdes
de uma loja foram, em minutos,

1,0 0,6 1,2 0.6 1.8 0.3 0.5 2,0

Teste grafica e analiticamente a hipétese de que os tempos entre as chegadas obedecem
a uma distribuigic exponencial. [Observagdo: A fungao de distribuigdo acumulada de
uma distrbuigdo exponencial de pardmetros A é dada por F(x) = 1 —¢™*]

Uma certa moléstia pode ser diagnosticada por dois métodos, A e B. Cada métode,
quando aplicado a um paciente, pode fornecer dois resultados: positivo (acusando a
moléstia) ou negativo. Desejando-se estudar a concordiancia entre os dois métodos,
duzentos pacientes foram submetidos a ambos os métodos, obtendo-se: vinte casos
positivos com ambos os métodos, trinta casos negativos com ambos os métodos, oitenta
casos positivos sé com o método A e setenta casos positivos s6 com o método B. Ao
nivel de 1% de significdncia, os métodos sao independentes? O que vocé acha sobre a
concordéncia entre os dois métodos?

Cento e vinte e cinco proprietarios de certa marca de automével foram entrevistados
acerca do desempenho e do consumo de combustivel de seus carros. O resultado da
pesquisa de opiniao é resumido na seguinte tabela:

Desempenho
Consumo
Mau Regular Bom
Alto 23,2% 21,6% 33,6%
Baixo 3.2% 4,8% 13.6%

Verificar, ao nivel de 5% de significancia, se devemos considerar que, no consenso
geral, desempenho e consumo nao guardam relagao entre si.
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12. A fim de analisar a aceitagao de um programa de televisdo, 250 telespectadores

13.

14.

15.

16.

foram entrevistades, aleatoriamente, em cada uma de quatro cidades. A, B, Ce D.
Em seguida os telespectadores foram classificados em “favoraveis™ e “contrarios”.
Os nimeros de favoraveis encontrados foram. respectivamente, nas quatro cidades:
120, 125, 85, 90. Corn 5% de significancia. a opinidoc dos telespectadores depende
da cidade?

Uma pesquisa foi feita com base nas opinides de 150 alunos de uma escola de
Engenharia, objetivando saber se existia relacionamento entre as trés especializa¢des
oferecidas por essa escola (Engenharia Mecénica, Elétrica e Civil) e a opiniac dos alunos
referente a importancia de certa cadeira (muita importancia, pouca importancia). Para
tanto, foram entrevistados sessenta alunos de Engenharia Mecanica, quarenta de Elétrica
e cinqilenta de Civil. Sabe-se que 60% de todos os entrevistados considerou a cadeira
muito importante; que, entre 0s mecanicos, as opinides se dividiram por igual entre as
duas avaliagbes; e, entre os elétricos, 25 consideraram a cadeira muito importante.
Face a esses dados ¢ trabalhando ao nivel de 5% de significancia, devemos concluir
que existe o relacionamento entre as especializagdes e as opinides?

Uma amostra de duzentos adultos foi entrevistada a respeito de certo projeto de lei. Os
resultados sdo os que seguem.

Favoraveis Contrarios

Homens casados 56 24
Homens solteiros 15 25
Mulheres casadas 24 16
Mulheres solteiras 13 27

Verifique. ao nivel a = 1%, se a opinido depende do sexo e/ou do estado civil dos
entrevistados.

Mostre que:

a) o teste de aderéncia pelo ¥? aplicado a uma Distribui¢io de Bernoulli é equivalente
ao teste bilateral de uma propor¢ao, visto na Sec. 5.5;

by o teste de homogeneidade aplicado a uma tabela 2 x 2 é equivalente ao teste
bilateral da igualdade de duas proporgdes, visto na Sec. 5.8.

Um dado foilangado 36 vezes, sendo observadas as seguintes ocorréncias, pela ordem,
de pontos altos (A =50u 6) ounao (B=1, 2, 3ou 4):

B B A B B B A 83 8 A B A B B B B8 A A
8 B B B A 8 B B B B B B B A B B B8 B

Esses resultados permitem concluir ser casual a ordem de ocorréncia dos pontos altos
ou nao? Use a = 5%.
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17. Considere a série de trinta valores dada a seguir, por linhas:

254 301 326 350 358 301 242 225 276 341
245 285 368 321 343 306 258 216 319 280
350 360 250 302 342 388 275 245 304 302

Teste sua aleatoriedade atraveés do teste de seqiiéncias, ao nivel de 10% de significancia.
[Sugestao: Considere as seqiéncias de valores acima ¢ abaixo da mediana geral.]

18. Um enxadrista disputou as 23 partidas de um campeonato, tendo obtido a seguinte
série de resultados, apresentados na respectiva ordem em que surgiram, sendo que D
significa derrota, ¢ 4 vitdria ou pelo menos empate:

D D D dddddD DD dIdD dIddD D ddIddD dd
Aplique a esses resultados um teste visando verificar se a ordem de forga em que os

adversarios desse enxadrista foram dispostos deve ser considerada meramente casual.
Trabalhe ao nivel de 5% de significincia.['°]

119 Esse exercicio, bem como os de numero 8, 9, 18, 20, 23, 24 ¢ 33 do Cap. 8. é de autoria do professor
Boris Schneiderman, para provas dadas na Escola de Engenharia Maua. Agradecemos a autorizagio para
utiliza-los neste texto.
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7.1 INTRODUCAO

Devido & importancia da questao, dedicamos todo este capitulo ao estudo dos problemas
envolvendo a comparagéo de varias médias.

- A principal e mais importante técnica que utilizamos para a solugio do problema é a
Andlise de Varidncia, que foi inicialmente desenvolvida pelo grande estatistico britanico sir
R. A. Fisher como instrumento para a analise de experimentos agricolas. Concomitantemente,
foram sendo desenvolvidos diversos modelos de planejamento de experimentos, 0s quais,
entretanto, serao apenas parcialmente examinados neste texto.

A Analise de Varancia é um método suficientemente poderoso para identificar diferengas
entre as médias populacionais devidas a varias causas atuando simuitaneamente sobre 0s
elementos da popula¢do. Vamos estender nosso estudo até o caso de haver duas possiveis
causas, ou fontes de variacao.

Nosso escopo ¢ apresentar a idéia fundamental do método de forma simplificada, sem
grande aprofundamento tedrico, ja que isso demandaria um vasto espago e fugiria & nossa
meta.'l No capitulo seguinte serdo apresentadas aplica¢des da Analise de Varidncia a
problemas de regressao.

7.1.1 Uma importante propriedade do »?

Conforme visto em 3.4.4, uma variavel resultante da soma de duas outras varidveis
independentes, com distribuicdes x* com v; € v, graus de liberdade, tera distribuicdo 22 , ..

Um corolario a essa propriedade da aditividade das distribuigdes »? afirma que, se
temos trés variaveis, y2, x3, e x2,, tais que

X =2+ 1 (7.1)

(1] Uma extensa bibliografia pode ser encontrada sobre o assunto. na qual 0 mesmo é tratado pormeno-
rizadamenie. Destacamos as Refs. 2, 7, 10 e 19.



entdo a condicio necessaria e suficiente para que y%. e x3. sejam independentes é que
v = v, + V. Essa propriedade é de imediata generalizagdo a uma soma de um namero fi-
nito de variaveis 2.

7.2 UMA CLASSIFICACAO — AMOSTRAS DE MESMO
TAMANHO

Vamos considerar que temos £ amostras de tamanho 7, retiradas de & populagdes cujas
médias y; (=1, 2, ..., #&) queremos comparar. vamos, pois, testar a hipdtese

Ao pi=tg=-=py (7.2)
contra a alternativa de que pelo menos uma das médias populacionais seja diferente.

Note-se que, se considerarmos as médias y; sob a forma p + &, i = 1. 2, ..., 2, poderemos
formular, alternativamente,

Hol 51=52="'=6k20. (7.3)

Sao hipdteses implicitas basicas a aplicagao do modelo que vamos estudar as de que as
k populacdes tenham a mesma varidncia o (condigio de homocedasticidade) e que a variavel
de interesse seja normalmente distribuida em todas as populagdes. Isso equivale a dizer que
a hipatese H, testada é a de que todos os valores experimentais $ao igualmente distribuidos.
Entretanto 0 método é robusto; quer dizer, mesmo com algum afastamento das hipéteses
basicas ainda leva a resultados validos com razoavel aproximagzo.

Por outro lado, devemos considerar a diferenciagio entue os chamados modelo fixe ¢
modelo aleatorio da Analise de Varidncia. A fim de esclarecera diferenca existente entre as
duas situagdes, imaginemos que as £ populagdes que vao ser comparadas quanto a suas
médias resultem da aplicagdo de % diferentes watamentos sobre os elementos em estudo.
Queremos, portanto, saber se aceitamos ou rejeitamos a hipdtese de que todos os tratamentos
produzem, em média, 0 mesmo efeito. Ora, pode ocorrer que os £ tratamentos representem
a totalidade dos tratamentos que nos interessa examinar; mas também pode ocorrer que os
4 tratamentos utilizados sejam apenas uma amostra aleatéria de uma populagio de possiveis
tratamentos. Note-se que, em ambos os casos, desejamos fazer uma indugdo sobre a
populagdo de tratamentos, mas existe uma diferenga béasica de situagdes. No primeiro caso,
temos o modelo fixo da Andlise de Varidncia; no segundo, o modelo aleatério. Note-se
também que, se o experimento objeto da Analise de Variancia precisasse ser repetido, no
primeiro caso os mesmos tratamentos seriam aplicados, ao passo que, no segundo,
deveriamos ter uma outra amostra aleatéria de tratamentos para que a indugdo fosse
conduzida de acordo com a condigdo real. Entretanto, embora ambos os casos mencionados
sejam diversos em esséncia, o modelo da Analise de Varidncia conduz em geral a uma
mesma montagem formal da solugao do problema e, por essa razdo, nao nos aprofundaremos
mais na questao, por ora.

Vamos usar a notagdo segundo a qual x; (/= 1, 2, ..., 4/ =1, 2, ..., n) € 0 j-ésimo
valor da {-ésima amostra de n elementos, e: '

Ty =Z%., x; = soma dos valores da / - ésima amostra;

Q =37, x} = soma dos quadrados dos valores da 7 - ésima amostra;

T=3f,T1=2f 4. x; = soma total dos valores;

0=3f 0 =%k 27 x2 = soma total dos quadrados;

X; =7; /n= média da / - ésima amostra;

X =T/ nk= média de todos os valores.
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A Analise de Varidncia baseia-se em que, sendo verdadeéira a hipotese H,, existem trés
maneiras pelas quais a variancia o comum, implicitamente, a todas as populagdes, pode
ser estimada. As trés estimativas possiveis sdo apresentadas a seguir.

Estimativa total s%

Essa estimativa é obtida considerando-se as £ amostras reunidas em uma $0, cuja variancia
s¥é calculada. 1sso fornecera uma estimativa valida de o2 se e somente se a hipdtese A, for
verdadeira. pois entao todas as populagdes serdo identicamente distribuidas (normais de
mesma media e mesma variancia), tendo sentido fundir as 2 amostras em uma sd.

A estimativa total de ¢? serd dada por

2 Zf:l pIRIE S - Xy _ 21"‘:12_7':1 Xff ‘[(Zf:l Zj’=1xg‘)2 / nk] Q- 72/ nk
= nk -1 - nk -1 T nk-1 (7.4)

Ao numerador de s% denominareros soma de quadrados total, ou SQT.

Estimativa entre amostras s%

Vimos acima que, sendo verdadeira a hipotese A, podemos considerar todos os valores
X; como provenientes de uma Gnica populagdo. Nas mesmas condigdes, podemos também
considerar as médias ¥; das £ amostras como uma amostra de & valores retirados da populagio
dos possiveis valores de X. Ora, sabemos que a populagdo de valores de X é normalmente
distribuida com variancia ¢®/n. Logo, a varidncia da amostra formada pelos £ valores x;
estima o%/n. Temos, pois, a segunda estimativa de o2, que sera n vezes a variancia dessa
amostra, ou seja,

k-1 E
=kik_[z;}- 1(7;J2 Tz]=zf,,?jzln—7'2/nk
1| <= ‘

S% =rz.2£1.p?""_§)2 = ﬁ[zfﬂ 312 _ (Zfﬂ f,')zjlz
(7.5)

) k Z-1

Ao numerador de s} denominaremos soma de quadrados entre amostras, ou SQE.

Estimativa residual s%

Evidentemente, a varidncia comum o pode ser também estimada individualmente a
partir dos elementos de ¢ada uma das & amostras disponiveis, ou seja, dentro de cada
amostra. Teriamos, portanto, £ estimativas individuais de o2, todas elas validas, indepen-
dentemente da veracidade ou n&o de A,. Ora, vimos em 4.3.5 que podemos construir uma
estimativa tinica de ¢ combinando as % estimativas. Cada amostra individual fornecera
uma estimativa, dada por

- 2
2 Ef,'-ﬂ(x!; —x‘.-)
Sl' =

_ zzslxj -(Zj'=lxy')2/n = Q,"'?}z /n

7.6
n-1 n-1 n-1 (7-6)

(2] Notar que a passagem aqui realizada é a mesma utilizada no Cap. 2, da expressio (2.10) para a (2.12).
Casos analogos serdo vistos a seguir, a0 se calcularem s% e s%



152 COMPARACAQ DE VARIAS MEDIAS

—

- ~ -

Sendo as amostras de mesmo tamanho, a estimativa resultante para 0 conjunto de
amostras sera a média aritmética das £ estimativas individuais. ou seja,

-

2= PRV —3# @&-T2/n_Q-TX TP /n
A ) =" kn-1) An-1)

(7.7)

Ao numerador de s% denominaremos soma dos quadrados residual, ou SQR.

Antes de prosseguir, vamos procurar ilustrar como ird funcionar o método da Analise
de Variancia. Para tanto, vamos supor trés amostras de cinco elementos cada uma, cujos
valores sao:

Amostra 1: 64 | 66 | 59 | 65 | 62
Amostra 2: 71 | 73 | 66 | 70 | 68
Amostra 3: 52 | 57 155 |1 56 1| 53

Temos claramente um caso em que a hipotese A, seria rejeitada pela Andlise de Varidncia,
conforme podemos concluir da Fig. 7.1, em que os valores das trés amostras foram plotados.
Vemos que as trés amostras parecem confirmar a hipotese implicita de homocedasticidade,
mas as [aixas em que os valores se apresentam diferem claramente de amostra para amostra.
Entretanto sempre poderemos estimar o pela estimativa residual, obtida dentro das amostras.
No presente ¢aso, obteriamos 53 = 7.7: 5% = 7,3: 53 = 4,7 e s% = 6,567.13] Se resolvéssemos,
porém, calcular s% para os dados acima, iriamos obter seguramente urm valor muito maior,
pois a evidente falsidade de /A, torna a faixa total em que os valores ocorrem, muito maior
que 2 faixa em que ocorrem dentro de cada amosua individual. Com efeito, no presente
exemplo, obteriamos s% = 48,381, valor esse que sabemos nao ser uma estimativa valida
para ¢2. Da mesma forma, também ndo seria valida a estimativa s%, 2 qual, pelo mesmo
motivo, tenderia a superestimar ¢®. Com efeito, teriamos obtido s% = 299,27. Note-se que,
sendo falsa A, consideravel pante da variagao total se deve a diferenga existente entre as
médias populacionais, restando uma parcela atribuivel ao acaso. Por seu turno, a variagao
residual deve-se apenas ao acaso, sendo a variagdo que resta quando se desconsideram
todas as fontes identificaveis de variacao, dai sua denominacdo.

f } o+ +—eo—op-0—— } 1 > X1
50 60 70 BD
t } } lo—e—o-o—o— t > Xo)
50 B0 70 80
~ ol tee— : : : —
50 60 70 80

Figura 7.1 Trés amostras de cinco elementos.

131 A aplicagio do teste de Cochran, (ver 5.10.1) a essas variancias levaria a g = 0,391 € 0,7457 = g3 5, 54,
comprovando a homocedasticidade.
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Vemos, do exemplo anterior, que, sendo falsa a hipotese A, havera uma tendéncia a
que s% e 5% superestimem o2, © que ndo ocorrera com s%. Inversamente, se A, for verdadeira,
$%. 5% e 5% fornecerio estimativas justas para a variancia comum o 2.

Temos ai 0 ponto em gue se apdia 0 método da Analise de Variancia. Veremos a seguir
que. sendo A, verdadeira, as estimativas s e s% serao independentes, podendo-se compara-
las mediante um teste F.

De fato, das relagoes obtidas em (7.4), (7.5) e (7.7), vemos facilmente que:
SQT = SQE +SQR (7.8)

Por outro lado, a relagao (3.16), vista no Cap. 3, indica que, se dividirmos uma soma
de quadrados correspondente ac numerador de uma estimativa de variancia pela variancia
tedrica, obteremos uma variavel y® com os correspondentes graus de liberdade. Logo, se
dividirmos os trés termos de (7.8) pela variincia o2 teremos, no primeiro membro, um
-1, que é desdobrado, no segundo membro, em duas parcelas, x%.; e xi(,,.l). Como
nk~1=(k~1)+k(n-1), resulta, pela propriedade vista em 7.1.1, que 0s x> do segundo
membro s3o independentes. Logo, também o serdo SQE e SQR e, conseqiientemente, s% ¢
s%. Deve-se notar que essa independéncia sd existira se H,, for verdadeira, pois, caso contrario,
$% e 5% nao estimardo a2.

Como conseqiéncia do que foi visto, podemos, portanto, substituir a hipotese A origi-
nal pela hipotese de que s% e s% estimem a mesma variancia %, ou seja, o4 = o2, onde o%
¢ a variancia estimada por s%. Essa hipotese pode ser testada, de modo analogo ao visto na
Sec. 5.7, mediante

2
F=3E (7.9)

Sk
Esse teste F sera conduzido com % — 1 graus de liberdade no numerador e £(zz - 1) no
denominador, ou seja, H, sera rejeitada se F> Fg_ 1_g(n-1). o» ONde a € 0 nivel de significancia
escolhido para o teste. O procedimento de teste sera sempre unilateral, pois, sendo #, falsa,
Ftendera sempre a crescer. De fato, se considerarmos o modelo fixo da Analise de Varidncia,

pode-se mostrar que, independentemente de H,, s% estima

a§=01+7e—’i—lzf=,5,2 (7.10)

onde os §; tem o significado expresso em (7.3). A expressao (7.10) mostra que, se A, for
verdadeira, s%, assim como s%, estimara o2, a0 passo que, se H, for falsa, s% estimara
o% > o2, Vemos imediatamente que, se obtivermos F < 1, tal fato somente podera ser atri-
buido ao acaso, e a hipdtese A, devera ser automaticamente aceita.

Ao se fazer a Andlise de Variancia, € usual e recomendavel dispor os calculos segundo
o chamado “quadro” da Analise de Varidncia, conforme mostrado na Tab. 7.1. Essa pratica
¢, em geral, adotada pelos sgftwares estatisticos.

Antes de iniciar os calculos, codificagdes lineares poderéo ser utilizadas por facilidade,
sem influenciar o resultado final. Isso se deve ao fato de que uma codifica¢do linear afetara
igualmente s% e s%, mantendo F inalterado.[*]

[4] Nesse caso, entretanto, deve-se lembrar que o valor de s% precisa ser convenientemente corrigido para
poder ser usado isoladamente, como, por exemplo, para se fazerem comparagoes multiplas (ver 7.6).
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Tabela 7.1 Disposigdo prética para 2 Andlise de Variincia
Fonte de Soma de Graus de Quadrado F £
variagao quadrados liberdade médio a
T: T2 SQE Sk
Enue amostees | S0z = Sf., L - k-1 sZ =% F=;;_- Fetiaora
. B ¢ TP _ 2 _ _SPR
Residual SQR=Q-Xint- kn-1) |sz= y
1 Ui &
Tota ST =0 - 7 nR-1

Exemplo n————

Trés chapas de uma liga metalica de mesma procedéncia foram submetidas a
trés diferentes tratamentos térmicos, A, B, e C. Ap6s o tratamento, foram
tomadas cinco medidas de dureza superficial de cada chapa, obtendo-se os
seguintes resultados:

Tratamento Dureza
A 68 74 77 70 71
B 67 65 69 66 67
C 73 77 76 69 80

Verificar, aos niveis de 5 e 1% de significincia, se existe diferenga significativa
entre os tratamentos térmicos aplicados.

SolUC a0 W
Antes de aplicar a Anélise de Varidncia, vamos subtrair uma constante,
digamos, 72, de todos os valores, pois isso simplifica os célculos e ndo afeta o
resultado. Temos, entdo, os valores da Tab. 7.2. Devemos ainda calcular:

2
. T? 901

= =180
Zial 7-5 ,2,

2
Sor= g—% =309-8,067 = 300,933,

7> 12
SQE=E}?,;#—E5180,2—8,067:172.133,

SPR=S5QT - SPE =300,933~172,133=128,800.

Podemos agora montar o quadro da Anélise de Varidncia; dado naTab: 7.3, ¢
vemos que existe diferenga significativa entre os tratamentos térmicos, mesmo
ao nivel de 1% de significancia.



Tabela 7.2 Valores necessarios a aplicagao da Andlise de Varidncia
Tratamentos
A B C
Xy Xy Xy Xy Xy o
-4 16 -5 25 1 1
2 4 -7 49 5 25
5 25 -3 9 4 16
-2 4 -6 36 -3 9
-1 1 -5 23 8 64
7; 0 -26 15 =-11
fo) 50 144 115 Q=309
73 0 676 225 ITF=901
Tabela 7.3 Quadro da Anilise de Varidncia
Fonte de | Somade | Grausde | Quadrado F F
variagio |[quadrados | liberdade | médio «
Entre -
amostras 172,133 2 86,067 8,02 Fsg = 3,89
Residual 128,800 12 10,733 Fig=6,93
Total 300,933 14

7.3 UMA CLASSIFICAGﬁo — AMOSTRAS DE TAMANHOS
DIFERENTES
Mediante pequenas modificagdes. 0 método visto em 7.2 pode ser adaptado para o caso de

amostras de tamanhos diferentes. Nesse caso, o indice /referente a caracterizagao do elemento
dentro da amostra variard de 1 a »;, sendo n; 0 tamanho da /-ésima amostra.

Evidentemente, te

Resultardo as seguintes expressdes:

remos:

_— n/ .
T:= =1 Xy

@ =Zj"-:*@§'3

T= Zf:l T.=3f, zjlex_fj; = E}E:lQi =3,

= _T;
i ni'

X=T/3%n.

SQT

$%=Q_T/Zf=|n:‘. -

2?:1”1‘—1 —thlnf_l'

”1

2,
=155

(7.11)

(7.12)
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_SETR ) -T2 S\ n _ SQE
k-1 k-1'

=@ Th@m) __SeR
ARSIV S T 714

S

(7.13)

[

Feitas as modificagdes, a aplicagio do método é analoga a vista em 7.2. O quadro da
Analise de Variancia fica conforme mostrado na Tab. 7.4. Pode-se mostrar que, no caso de
k = 2, esse modelo equivale ao teste da igualdade de duas médias com dados nio-
emparelhados, visto no item 5.6.3.

Tabela 74 Andlise de Varidncia — amostras de tamanhos diferentes
Fonte de Soma de Graus de Quadrado F F
variagao quadrados liberdade médio ¢
?_T 2 _ SQE S
Entre amostras SQ£=Zn4f—z—m k-1 53=% F=?:- Frrxn-ba
. A 7'_,2 o > _ _SPR
Residual SQR=Q-3% o Tn -k |sp= S %
[ 7-2
Total ST =@~ T -1
! zn‘.

7.4 DUAS CLASSIFICACOES (SEM REPETICAO)* *

Vamos imaginar agora que os elementos observados tenham sido classificados segundo
dois critérios, constituindo duas classificagdes cruzadas. Admitiremos que exista um total
de nk observagdes, constituindo 2 amostras de n elementos, segundo um-dos critérios, ¢ n
amostras de £ elementos, segundo o outro critério. Teremos, assim, as nk observagdes
dispostas segundo uma matriz com £ linhas e n colunas, conforme mostrado na Tab. 7.5.]

A Analise de Varidncia permitira testar simultinea ¢ independentemente as hipéteses

Hoi: ity =Hp == iy,
Hopr py=pa=--=pnp

A aceitagdo de H,; significa a ndo-comprovagao de diferenga significativa entre as
médias devida a classificagao segundo o critério das linhas, ¢ a aceitagdo de H,, significa a
nédo-comprovagao de diferenga significativa entre as médias devida a classificagao segundo
o critério das colunas.

Pode-se notar que cada valor observado x;; corresponde a uma diferente combinagéo de
uma condi¢ao segundo sua linha, e de uma condigao segundo sua coluna. Diremos que
cada combina¢do linha versus coluna representa um diferente sratamento a que cada

151 A expressdo de s% resulta da média ponderada das estimativas dentro das amostras. tendocomo pesos de
Fondemcéo os numeros de graus de liberdade, conforme (4.18).

 Na terminologia do delineamento de experimentos, isso corresponde a um experimento fatorial completo
envolvendo dois fatores.
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elemento fol submetido. No presente modelo, portanto, temos né tratamentos aplicados aos
elementos amostrais.

Tabela 7.5 Dois critérios de classificagio

Segundo critério (colunas)

X1 K12 e XYoo X1n
..1’21 X3 ...Xz_,,'...X;,,

Primeiro critério

(hnhas) .—x,'l Xig ooo X ooe x,',,.

Xk X3 oon X oo Xin

Quanto ao tipo de modelo de Analise de Varidncia a considerar, podemos ter um modelo
fixo, aleatdrio ou misto. O modelo fixo devera ser considerado quando os efeitos resultantes
das classificagdes segundo linhas e colunas forem ambos fixos, ou seja, as condigdes dadas
pelas varias linhas e colunas representam a totalidade das condigdes existentes. O modelo
sera aleatorio se as condig¢des. tanto das linhas como das colunas, forem amostras de duas
populagdes de possiveis condigdes experimentais. O modelo sera misto se o efeito de uma
das classificagdes for fixo e 0 da outra classificagdo for aleatdrio.

Continuamos admitindo as mesmas hipoteses implicitas vistas na Sec. 7.2. Assim, para
todos os tratamentos, a variavel de interesse devera ser normalmente distribuida e com a
mesma varidncia (6% = o).

Um outro problema que deve ser considerado ao se analisar um modelo de Analise de
Variancia envolvendo duas classificagdes € a possibilidade de existéncia de inceracdo
entre essas classificages. A inexisténcia de interagao equivale a aditividade dos efeitos
das linhas e das colunas, ou seja, considera que

Xp=p+ &+ y+ (7.15)

sendo:
4 amédia geral tedrica;
8; a efeito da i-ésima linha;
¥ a efeito da_j-ésima coluna;
v a varia¢ao aleatéria.

Havendo interagdo, deve-se acrescentar a (7.15) um termos correspondente ao seu efeito,
obtendo-se

Xj=p+ &+ p+hy+ oy (7.16)

Esses dois casos sao ilustrados na Fig. 7.2, na qual supomos a primeira classificagao
com trés niveis e a segunda com dois niveis, ou seja, =3 en=2.

O significado de um efeito de interagao € mais facilmente explicdvel através de um
exemplo. Suponhamos que a variavel de interesse seja o tempo gasto para produzir
determinada peca. Sao usadas diferentes maquinas (linhas), manipuladas por diferentes
operarios (colunas). Evidentemente, pode haver diferengas entre as maquinas quanto a
facilidade de operagdo, e entre os operarios quanto a eficiéncia individual. Estas seriam as



158 COMPARACAQ DE VARIAS MEDIAS

=

A

ar "
classificacéo classificagio

"
'
' <
il

' .
Il .
. .
' .
. .
' «
' «
1 '
. '
) '
il ‘
' '

L casacacana

.
- L.

N,y Na Ny  as N, No Ng 10

dass?ﬁ::acao
Figura 7.2 N&o-interac8o e interacfo.

causas das diferengas observadas entre linhas e colunas. Mas pode também ocorrer que
determinado operdrio tenha uma peculiar dificuldade (ou facilidade) ao lidar com uma certa
méquina.{ 7]Esse fato resultaria em um efeito adicional, um efeito de interagio maguina-
operario.

No caso do modelo que estamos analisando, a eventual presenga de intera¢do pode
fazer com que s% ndo mais seja uma estimativa valida de s2. 1sso faz com que cuidados
adicionais devam ser tomados quanto as hipéteses implicitas ao se aplicar ¢ modelo.

Assim, caso o modelo a ser considerado seja o modelo fixo da Andlise de Varidncia,
uma hipdtese implicita adicional deverd ser a de inexisténcia de interagdo entre linhas e
colunas. Isso admitido, chegamos a uma situa¢do semelhante & analisada no caso de uma
unica classificagio. Caso o modelo seja aleatério, sua aplicagao é valida sem necessidade de
qualquer hipdtese adicional quanto & existéncia ou ndo de intera¢do. Por outro lado, se for
0 caso de se considerar um modelo misto, o teste da hipdtese referente a classificagdo com
efeito fixo prescinde a hipétese de nao-interagdo, ao passo que o teste da hipdtese referente
a classificagao com efeito aleatdrio parte da validade dessa hipétese.(f] -

Feitas essas importantes consideragdes, passemos a sistematica de teste, a qual serd a
mesma para qualquer dos modelos vistos. A nota¢ao utilizada sera a seguinte:

T = Z]- 1x; = soma dos valores da i-ésima linha;

Q; = ZJ. 1 x% = soma dos quadrados dos valores da i-ésima linha;
T;=%%. | x; = soma dos valores da j-ésima coluna;

Q=124 x% = soma dos quadrados dos valores da j-ésima coluna;

AV

("] Talvez esse exemplo se encaixasse bem num modelo misto, supondo-se uma-indistia com apenas 2
maquinas, a0 passo que os n operdrios examinados sdo uma amostra da populagao de operarios.

18] Essa frase esti correta, embora a assertiva possa parecer contraditoria. Ver, a respeito, a proxima nota de
rodapé.
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T=Xf,T, =T, =soma wial dos valores:

Q=3%,0 =1".,0, =soma total dos quadrados;

X; =T; /n= média da - ésima linha; (7.17)
X ;=T ; /k=média da/ - ésima coluna:

X =7/nk= médiade todos os vaiores.

A varidncia comum o® pode ser agora estimada de quatro maneiras: a estimativa total,
5%, obtida pela expressao (7.4): a estimativa entre linhas, s%; a estimativa entre colunas, s%;
e a estimativa residual, s%. Analogamente ao visto em 7.2, obtém-se

2 o pZh% -XY 3K T2 /n-T%/nk
L =

e 21 '

(7.18)

S (XX 0., T3/ k-Tnk
S i Y .

2
= : 7.19
St =% n—-1 n-1 (7.19)

designaremos os numeradores de (7.18) e (7.19), respectivamente, por SQL e SQC.
Por sua vez, pode-se mostrar que s% sera dada por

5 =Q-}:f=17},2/n-25~_,7'j [k+T*/nk

°8 mk-n—E+1 (7.20)
podendo seu denominador ser escrito (r - 1)(% - 1). Disso resulta que
SQT = SQL +5QC +SQR (7.21)

e, tendo em vista que os graus de liberdade sdo aditivos, concluimos que 52 e s% sdo
independentes de s%, podendo-se, portanto, conforme ja sabemos, testar a igualdade das
médias segundo as linhas e/ou colunas mediante, respectivamente,

F-i%- e F='—$f2- 9)
L_S% ¢ s,z?~[ (7.22)

Deve-se também mencionar que o fato de Ay, nao ser verdadeira ndo impede que se
teste Hy,, € vice-versa; ou seja, as duas hipoteses sdo testadas independentemente. A Tab.
7.6 fornece a disposi¢ao prética para se realizar a Andlise de Varidncia no presente caso.

Pode-se mostrar que o presente teste, utilizado no caso em que £ = 2 (apenas duas
linhas), é equivalente a0 teste da igualdade de duas médias com dados emparelhados, visto
no item 5.6.1.

191 Nesse caso, em verdade, 5%, 52 (se Hy, for verdadeira) e s% (se Ay, for verdadeira) estimam o2 apenas no
caso do modelo fixo. Mesmo assim, :,% apenas estima ¢~ se ndo h4 interacio, dai a necessidade dessa
hipdtese restritiva. No caso do modelo aleatdrio, s%. s3 (se Ao, for verdadeira) e s% (se Hy, for vérdadeira)
estimarao ¢® mais uma eventual parcela de variago devida a interagdo, dai se poder realizar o teste, haja ou
ndo interagdo. No caso do modelo misto, s% e s3 ou s% (aquela que corresponder ao efeito fixo, se a
comrespondente /,, for verdadeira) estimario o mais a parcela de varia¢io devida a intera¢o, dai se poder,
nesse caso, realizar o teste, haja ou ndo interagao.
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Tabela 7.6  Disposicio pratica para a Andlise de Varidncia — duas dassificagdes sem
repetigdes
Fonte de Soma de Graus de Quadrado F F
variagao quadrados liberdade médio «
- 72 7 )4 53
Entre linhas 50£=2‘.|-,‘,--n—,: k-1 si= % £ = 5% Fevk-nin-n.e
Entre colunas 5QC=2§_,I’;/---,7;—; n-1 52 :i—Q_ﬁl fe :—:-i— Fot @ hineb.a
R
i - “Din-1) |s2 =508
Residual Por diferenga (-1)(r-1) [ = Fo00T
Total r-o-L. k-1
0 T =0-77

Exemplo .- _______________________- ___ ]}

Numa experiéncia agricola, foram usados seis diferentes fertilizantes em duas
variedades de milho, tendo sido obtidas as colheitas dadas a seguir, em sacas,
para os varios canteiros de mesma area que foram plantados.

Fertilizante: A B C D E F
Variedade 1: 5,4 3.2 3,8 4,6 5,0 4.4
Variedade 2: 5,7 4,0 4,2 4,5 5.3 5,0

Utilizar a Analise de Varidncia para verificar se existem diferengas significativas
entre os fertilizantes e entre as variedades ao nivel de 1% de significancia.

S OUC O R

Adotando uma disposi¢do semelhante 3 utilizada na Tab. 7.2, construimos a
Tab. 7.7, a qual facilita o calculo das vérias quantidades necessarias.

Tabela 7.7 Valores necessarios 4 aplicagio da Analise de Varidncia

Fertili- Variedade (/)

zZante 1 2 ‘
) Xy 5 Xy x5 T Q: 7
A 5,4 29,16 5.7 32,49 11,1 61,65 | 123,21
B 3.2 10,24 4.0 16,00 72| 2624 51,84
C 38 14,44 42 17,64 8,0 | 32,08 64,00
D 4,6 21,16 4.5 20,25 91| 41,41 82,81
E 5,0 25,00 53 28,09 10,3 | 53,09 | 106,09
F 4,4 19,36 5.0 25,00 9,41 44,36 88,36
T, 26,4 28,7 55,1 516,31
oy 119,36 139,47 258,83
T 3 696,96 823,69 1.520,65
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Temos:
ST = Q———25883 (5521) =5,829,
SQL lezz—%il—gil-%ﬁ:swi
spc= 3., 5L 152065 I 49y

O valor de SPR pode ser calculado por diferenga:
SQR = 50T - SQL - 5QC = 0,234.

Podemos, entio, montar o quadro da Andlise de Varidncia conforme indicado
na Tab. 7.6, o que é feito na Tab. 7.8.

Vemos que, ao nivel de 1% de significincia, existe diferen¢a significativa en-
tre as linhas, ou seja, entre os fertilizantes, mas nao existe diferenca
significativa entre as colunas, ou s¢ja, entre as variedades.

Tabela 7.8 Quadro da Andlise de Varidncia
Fonte de Somade | Grausde | Quadrado F F
variagio | quadrados| kberdade | médio 1%
Entre
linhas 5,154 S 1,0308 22,03 10,97
Entre
colunas 0,441 1 0,4410 9,42 ; 16,26
Residual 0,234 5 0,0468
Total 5,829 11

7.5 DUAS CLASSIFICACOES (COM REPETICAO)* *

Vamos agora estender o teste anterior para o caso em que sao feitas  observagdes sob cada
tratamento, com 7 > 1. Ou seja temos r observagées correspondendo ao cruzamento da
linha i com a coluna/ (i =1, . kj=1,2, .., n), num towal de nkr observagdes.

O fato de haver repeti¢des, também chamadas replicagdes, nos permitira obter uma
estimativa de a2 dentro dos n4 tratamentos. Representaremos essa estimativa por s% e 2
respectiva soma de quadrados por SQ77.

Evidentemente, podemos aplicar o modelo visto em 7.2 para testar a hipétese de
igualdade entre todos os nk tratamentos. Isso sera feito com base em que

SQT = SQTr + SQR (7.23)
e nkr—1=(nk-1)+nk(r-1), (7.24)

ficando verificada a independéncia entre s% e s%.
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Por outro lado. o eventual efeito dos tratamentos pode ser decomposto em uma parcela
devida s diferencas entre as linhas e ourra devida as diferengas entre as colunas. Calculando
as somas de quadrados entre linhas e colunas de modo analogo ao que vimos nos casos
anteriores, temos:{'%

2 2
¢ LT
=34 L. L 7.2
SQL=3;, Py (7.25)
Tz TZ
SpC=%"_, E oy (7.26)
Essas quantidades, somadas, n&o atingem SQ7r, dada por
SPTr=3%% ” 12 —Tz 7.27
i=1 r nkr’ (721

verificando-se também que (2 - 1) + (r - 1) < nk - 1. Isso se deve a existéncia de uma
parcela adicional, a ser considerada, referente a intera¢éo entre linhas e colunas.

Pode-se demonstrar que a propriedade vista em 7.1.1 se aplica a particdo de SQ7, nas
trés parcelas mencionadas, o gue permite realizar a Analise de Variancia conforme a disposicao
pratica indicada na Tab. 7.9. Evidentemente, podemos também verificar se existe interagac
significativa através de 5.

Tabela 7.9 stpos@o pn‘mca para a Anéhse de Vaninaa duas qassﬂitzgﬁs com
Fonte de Soma de Graus de Quadrado F F,
variagao quadrados liberdade médio

. J. re 7,
Entre linhas SoL=xh, - 1o k-1 3=2Z £

. T2 _ s0C
Entre colunas SpC=x" '1F'E r-1 52 === Fe
Intetagio Sor = ST -SpL-50¢ | (k-1)(n-1) |22 | £ =51 |
7 (k-].) (n-l) 7 5% (k-1){n-T), ok(r-N. a
L TR o 7r s2
Enve waiamentos | serr ==, 55, - -~ nk -1 5% = % fp= ;’-%— FnrLnbir-t.c
Residual SQR =SQT - SQTr nk(r-1) | s2=-2%
nk(r~1)

Total QT = 0-— nkr-1

11910 terceiro indice usado no presente caso refere-se, evidentemente, as repeti¢des, sendo para ele usada a
letra/, sendo/=1.2, ..., 7.
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Entretanto, as consideragdes seguintes deverdo ser feitas ao se aplicar esse modelo. No
caso do modelo fixo, se admitimos nao haver interagao (por hipdtese inicial ou como con-
clusao do teste por meio de &), a correspondente soma de quadrados podera ser acrescida a
residual, realizando-se 0 teste de maneira semelhante ao visto em 7.4, com a vantagem
adicional de se trabalhar com maior nimero de graus de liberdade. Caso comprovemos a
existéncia de interagao, nao poderemos testar globalmente a influéncia das classificagdes
segundo as linhas e/ou segundo as colunas, pois isso perderia sentido, devide a existéncia
da interagao. O teste poderia ser feito, para as linhas dentro de uma coluna ou para as
colunas dentro de uma linha, usando o modelo visto em 7.2.

De modo analogo, poderemos testar a influéncia das classificagdes segundo as linhas
e/ou segundo as colunas, se nao houver intera¢éo, no caso do modelo aleatério. considerando
incluida no residuo a parcela da soma de quadrados que corresponderia & interagao. Havendo
interagao, o que pode ficar constatado pelo valor de £, é ainda possivel, nesse caso, testar
as hipoteses Hy, e Hy,. Deve-se mencionar, entretanto, que os testes deverdo ser feitos com
base, respectivamente, em

52

F =_A e F ==t 7.28
L= c P ( )

sendo esses valores comparados com 0s valores criticos de F aos correspondentes nimeros
de graus de liberdade. Finalmente, no ¢aso do modelo misto, nao havendo interagao, procede-
se analogamente aos casos anteriores. Havendo interagdo, o efeito fixo serd testado pela
comparagio (teste F) do respectivo s com s7, e o efeito aleatdrio pela comparagio do
respectivo s2 com $%.

Exemplo o S A

Foram observados os tempos, em segundos, gastos por quatro operarios para
montar certa pega por trés métodos diferentes. Cada operario montou duas
pegas por cada método, sendo os resultados os fornecidos pela Tab. 7.10. E
considerada admissivel a existéncia de intera¢ao entre operarios e métodos.
Verificar, pela Andlise de Variéncia, se existe diferenca significativa entre os
métodos e/ou entre os OpErarios.

Tabela 7.10 Resultados observados para trés métodos e quatro operarios
Operdrios
1 2 3 4
1 54 46 55 51
52 47 54 60
59 : 61 59 56
Métodos I 57 55 | 61 57
o 59 63 63 59
62 58 61 60
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Subtraindo 55 a cada dado, resultam os valores apresentados na Tab. 7.11.
Temos, portanto,

Coi
Ilkf— o 100,04,
T2 1% _3.091
SoL=g4, - T 380 100,04= 286,34,
TZ 2
soc= zJ_lér-n—’;r-—%—loooq 44,46,

SQT=Q—E=589-100,04:488,96.

Para calcular SQ7r, entretanto, necessitamos ainda obter a soma dos T
Verificando os totais de todos 0s tratamentos, temos

Sh TG TF = (4P + (F17P4) (D2 + (17 +(6)* + (6)* +
+(10)% +(3)? + {112+ (11)* + (14)? + (9)* = 1.007,

2
. 501 = }:,.n:_,.ll——r— =1997 100,04 = 403,46,

Podemos agora montar o quadro da Analise de Varidncia, dado na Tab. 7.12.
Vemos que a interagao resultou nao-significativa ao nivel a= 5%, o que justifica
testar Ay, e Ho; mediante, respectivamente, F; ¢ F,. Para os resultados da
Tab. 7.12, haveria entao diferenga significativa somente entre as linhas, ou
seja, entre os métodos. Entretanto, ja que consideramos nao haver interagdo,

Tabela 7.11 Valores necessdrios a aplicagido da Andlise de Variancia
Operérios
1 2 3 4
x| x| x| x| x | x| x | X2 |0 |0 | TR
-1 1|1 -9 81 0 o -4 16 :
Al -3] o |-8| 6a| -1 15| 5| 25721 197 | 44
Q
41| 16 6 36 4 16 1 1
% ol 3150 ol %ol 6l se| 2| & 25|13 | e2s
4 16 8 64 8 64 4 16
I 7 | 49 3 9 6 36 5 25 45 {279 |2.025
| 13 0 23 13 49 3.091
0, 95 254 1153 87 1589
Tﬁ 169 0 529 169 867
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a correspondente soma de quadrados, 5Q7, cuja existéncia estamos atribuindo
somente ao acaso, pode ser anexada ao residuo.(!!) Resultam entéio os valores
da Tab. 7.13.

Observamos, nesse ¢aso, gue 0 rearranjo nao trouxe qualquer modificagdo
aos resultados anteriores. Logo, rejeitamos Ay, ¢ aceitamos Hy,. Ficou apenas
constatada diferenga significativa entre os métodos, a 5% de significancia.

Note-se que, se estivéssemos interessados apenas nos trés métodos conside-
rados, o efeito das linhas seria fixo e 0 modelo, misto. Nesse caso, se a interacao
tivesse sido significativa, deveriamos testar os métodos conforme (7.28).

Tabela 7.12 Quadro da Anilise de Variancia
Fonte de Soma de | Graus de | Quadrado F F
variagio | quadrados|liberdade | médio 5%
Entre =
linhas 286,34 2 143,17 20,08 3,89
Entre
colunas 44,46 3 14,82 2,08 3,49
Interagao 72,66 6 12,11 1,70 3.00
Entre
CALAmeNLos 403,46 11 36,68 5,14 2,73
Residual 85,50 12 7,13
Total 488,96 23

Tabela 7.13 Quadro modificado da Analise de Varifncia
Fonte de Soma de | Graus de | Quadrado F £
variagio | quadrados| liberdade | médio 5%
oo 28634 | 2 14317 | 16,40 | 355
Entre
colunas 44,46 3 14,82 1,69 3,16
Residual 158,16 18 8,79
Total 488,96 23

[11) A Ref. 8 recomenda que tal procedimento seja adotado $6 quando £ < 2F -1 a-1y, nk(r-1y, s0%- NO OSSO
€aso, tal ocorre, pois £y = 1,70 € F1y(a-1y. nt(r-1. 50% = 0,943,
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7.6 COMPARACOES MULTIPLAS* *

Deve-se notar que o método da Analise de Variancia aceita ou rejeita a(s) hipotese(s) A, de
igualdade das médias populacionais testada(s). Se A, for rejeitada, estaremos admitindo
que pelo menos uma das médias ¢ diferente das demais. Surge, porém, a questiao: quais
médias devem ser consideradas diferentes de quais outras?

A idéia de responder a essa pergunta aplicando diretamente o teste ¢, visto em 5.6.3,
para a compara¢ao de todas as médias duas a duas, nao é satisfatoria. Isso se deve ao fato
de que o nivel de significancia seria desvirtuado, pois, quanto maior 0 nimero de comparagoes
feitas, maior a probabilidade de se obterem rejeigdes por mera casualidade.

Virios autores sugeriram procedimentos mais adequados para a solugao desse problema.
Veremos a seguir dois desses procedimentos.

7.6.1 Métodos de Tukey e Scheffé

No caso de comparagoes miultiplas entre amostras de tamanhos iguais, o procedimento
mais eficiente parece ser o proposto por Tukey, que utiliza valores criticos da amplitude
Studentizada, que denotamos por ¢. A Tab. A6.7 fornece valores criticos de ¢ no caso de
populagao normal. Para efeito da aplicagao do método de Tukey, os valores tabelados da
amplitude studentizada sao utilizados conforme descrito a seguir.

No caso do modelo apresentado na Sec. 7.2, em que desejamos comparar Z amostras
de n elementos cada, o procedimento de Tukey recomenda considerar distintas as médias u;
e un tais que

1%, ~ X > Cerarsa /I 1, (7.29)

onde « é o nivel de significancia desejado e v = &(n ~ 1).

No caso do modelo apresentado em 7.4, em que temos £ linhas e n colunas, as médias
U ety serdo consideradas distintas se

%, ~ %l > ey avsk/n. (7.30)

e as médias yu; e u,, serdo consideradas distintas se

%, - %, >q,,y_u\/s?q lk. (7.31)

Em ambas as expressdes, v = (& ~ 1)(n - 1), que corresponde ao numero de graus de
liberdade da estimativa s%.

Outro método, devido a Scheffé, tem a vantagem de utilizar os proprios valores do
quadro da Analise de Variancia, além de poder ser usado no caso de amostras de tamanhos
diferentes.

Tratando-se do modelo fixo da Analise de Varidncia apresentado em 7.2, Scheffé
demonstrou que devem ser consideradas distintas entre si, a0 nivel de significancia adotado,
as médias y, e u, tais que

2(k-1)

%, = X > JS% Fea ka-n.a - (7.32)
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Tratando-se de amostras de tamanhos diferentes (modelo visto em 7.3), a expressao
(7.32) fica

- — 1 1 -
|x["Xml>\/5%(k‘1)(_+_]&-1.2n,-.¢.a' (7.33)
Yy Ny

Para o caso de duas classificagdes cruzadas (modelo visto em 7.4), a expressao
correspondente, para testar diferengas segundo as linhas, é

[E, - %> Js3 220

Feol te=tyn-t.a (7.34)

e, para testar diferen¢as entre as colunas, é

- = 2(n-1
|‘r.’“xm|>\[si—(k_)Fn-L(L‘-l)(n-n.a . (7.35)

No caso de duas classificagdes cruzadas com repeticdo (modelo visto em 7.5), a
expressao, desde que aplicdvel, para testar diferen¢as segundo as linhas, serd

_— k-1
Ri. =X} > (% 2(,2, )Fle-l, nk(r-1). « (7.36)

e, para testar diferengas segundo as colunas,

- — 2(nrn-1
%) -Xp)> 512‘2(_kr_)Fn-Lnk(r-1).a‘ (7.37)

As expressdes (7.36) e (7.37) ndo consideram como incluida no residuo a parcela de
soma de quadrados que seria devida a interagdo.

Uma forma geral para o teste de Scheffé nos casos vistos de modelo fixo seria

A, = \/Slz?(p‘l)[;—l*‘ni]Fp-L V@ ? (7.38)

onde p é 0 numero de linhas ou colunas, conforme o caso, Vg é 0 numero de graus de
liberdade de s%, e A, é a diferenga critica que deve ser superada pela diferenga das médias
amostrais.['2]

(12 Nos casos de modelo aleatério, nao tem sentido tentar identificar quais médias diferem, pois as populagdes
observadas sdo apenas amostras de um total de possiveis populagdes. Nesse caso, tem sentido, isto sim,
estimar a variancia da populagao dos valores ; ou . Essa variéncia seria estimada, no caso do modelo
descrito na Sec. 7.2, por (s2 ~ s%)/n. No caso do modeélo descrito na Sec. 7.4, a estimativa da variancia dos
1, seria dada por (53 - sk)/nt e a estimativa da variéncia dos g, seria dada por (s%- s%)/&. No caso do mode-
lo descrito na Sec. 7.5. a estimativa da variincia dos u;. pode ser considerada como dada por (53 - s)/nr. e
a da varidncia dos u, por {s%- s)/kr. Evidentemente, diferen¢as negativas levam a estimativas nulas. No
caso do modelo misto, as expressdes (7.36) e (7.37) serdo utlizadas com s% e v ou s3 e v, conforme o
procedimento que tenha sido usado no teste Fpara o efeito fixo. Para o efeito aleatorio, a varidncia dos u; ou
1 serd estimada por (s3 — sk)/nr ou (s%- sk)/&r, conforme o caso.
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Exempla R

Para o exemplo apresentado em 7.2, verificar quais os tratamentos térmicos
que diferem significativamente. ao nivel de 5% de significancia.

S 0lUCE0 I S,

As médias das amostras submetidas aos tratamentos A, B e C séo, respec-
tivamente,

X =720, X;=668 X3=750

]4\_’1 —le = 5.2.
Ii[ -fsl = 3. Ov
lfz —).-'3|=8,2.

Emfungao de 2 =3ev=%(n-1)=3(5-1) =12, a Tab. A6.7 nos fornece
25 12. 5% = 3.77. Como s% = 10,733, temos

2
Geva S =377 1005 o557

Logo, segundo o método de Tukey, sdo significativamente distintas as médias
cujas diferencas superem 5,52. Portanto existe diferenga assinaldvel, ao nivel
a = 5%, entre 0s tratamentos B ¢ C.

Pelo método de Scheffé, teriamos Asq, calculado conforme indicado na expressao
(7.32). Como Fb.]__k(,,_l)_ a=~ Fz.. 12: 5% = 3.89. temos

Asy = J10.733-2<—35—'-113.89 £5,78,

o que leva 2 mesma conclusdo anterior. Entretanto, como 5,78 > 5,52, notamos

que o método de Tukey € mais poderoso que o de Scheffé, para efeito de

comparagao das médias duas a duas.
]

Exem pl o

Supondo que os tratamentos mencionados no exemplo resolvido em 7.2 fossem
apenas uma amostra de uma grande variedade de possiveis tracamentos
térmicos, o que poderiamos inferir sobre a dureza média fornecida por esses
tratamentos térmicos?

Solucao N

Tratando-se de um modelo aleatdrio, nao tem sentido fazer comparagoes
multiplas. Uma vez que foi rejeitada a igualdade entre as médias populacionais,
admitiremos que a dureza média varia com o tratamento térmico aplicado.
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l

Estimaremos a média da distribui¢ao das y; através de

FofirharXs T 11 4o q907,

3 nk 15
e a variancia dessa distribui¢ao (suposta normal por hipétese implicita) através
de (veja a nota de rodapé anterior):

_SE-sk _86,067-10,733
n S

$2

=15,067.

7.6.2 Contrastes

Uma generaliza¢ao da idéia de diferenca entre duas médias € dada pelos contrastes entre £
médias consideradas.

Um contraste entre £ médias fica definido por £ coeficientes, ¢y, ¢;. .... &, tais que sua
soma seja nula. Interessam-nos, em particular, os contrastes normalizados, em que
Ihig=0 e Iff|=2. (7.39)

Vamos procurar ilustrar a idéia através de um exemplo. Sejam X, X5, X5 ¢ ¥4 as médias

de n verificagdes do peso de tomates de certa espécie que foram submetidos a quatro diferentes
tratamentos:

tratamento 1, sem ferilizante;

tratamento 2, fertilizante A;

tratamento 3, fertilizante B;

tratamento 4, fertilizante A + fertilizante B.

Admitem-se os fertilizantes A e B aplicados em iguais quantidades.

Podemos construir diversos contrastes entre as médias das quatro amostras. Por exemplo,
Ci=(-1.1,~-1,1),
Cy=(-1,-1,1, 1),
G=(-1,1,1,-1). 03

Em forma normalizada, esses contrastes representam, respectivamente, as comparagdes

‘?z+.§4 f|+.i’-3

Xy Xy X3 X4 _
'?*?'7*7‘ 3 2
A6 5 X GHih Xt

2 2 2 2 2 2
K h G K G Xt

2 2 2 2 2 2

Vemos que, nao havendo interagdo, ¢; mede o efeito do fertilizante A apenas, uma vez
que o efeito de B foi somado e subtraido nesse contraste. Analogamente, ¢, mede o efeito
apenas do fertilizante B. O contraste C5, por sua vez, mede ¢ efeito da eventual interagao

[13) Notar que usamos ¢ para designar um particular contraste, e ¢ para os coeficientes de um contraste.
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entre os fertilizantes A e B. De fato. nao havendo interagdo. o valor esperado desse contraste
¢ nulo, uma vez que os efeitos de A e de B sdac somados ¢ subtraidos.!!4]

Evidentemente, o contraste Cy = (-1, 1. 0. 0), ou simplesmente X, - X,. também mediria
o efeito do fertilizante A, mas, nao havendo interagao. C, deve ser preferido. pois baseia-se
em maior nimero de observagoes.

Supondo agora que o tratamento 4 fosse constituido por um terceiro fertilizante, e que
quiséssemos medir o efeito médio dos trés fertilizantes, poderiamos usar o contraste
Cs = (-3, 1, 1, 1), 0 qual, normalizado, representaria a comparagao

= Xy X3 X3 Xo+Xs4+Xy -
_xl+_._2_+_.§.1._4=_‘2_"4_x1.
3 & 3 3

7.6.23 Indugdes quanto aos contrastes

Podemos desejar construir intervalos de confianga ou testar hipdteses a respeito de certos
contrastes. Para tanto, basta calcular a estimativa do desvio-padrao do contraste e utilizar
procedimentos semelhantes aos vistos nos Caps. 4 ¢ 5.

Assim, admitindo que todas as populagdes tenham a mesma variancia o, estimada por
s%, temos, por exemplo, o intervalo de confiang¢a para o contraste ¢, normalizado dado, no
caso de todas as amostras serem de mesmo tamanho », por

4\-'2 + f4 .4\_'1 + .F;_!, S}z
(—-—"—2 B )if‘un-l).a/z\l‘;- (7.40)
Note-se que a variancia amostral de £, normalizado resulia de

2 2 2
| sh, 1 sk 1sh,1 ii:i,f" (7.41)

4 hn 4 n 4 n+4'n

Analogamente, o leitor podera verificar que, para o contraste Cs, o‘intervalo de confianga

é dado por
Xo+Xy+Xy - 4 5%
[—2 33 . ‘X1Jifq(n-1).a/z\’3'_‘:- (7.42)

Para amostras de tamanhos diferentes, esses intervalos seriam dados por

.z T.T 2
X+Xy X +X s 1
- . Tlyn-4.ar2 2R S — (7.43)
2 2 4 n;

(-—4—-’{2 +'g * X —fx)ifm,-4. a,z\/si[-l-(i...__l_.,.LJ.,._l_} . (7.44)

9

(1] Esse exemplo ilustra o caso que, na simbologia do delineamento de experimentos, seria considerado um
delineamento fatorial 22, indicando que temos dois fatores envolvidos (fertilizante A, fertilizante B), a dois
niveis cada (sim, nao). Se tivéssemos trés fertilizantes, teriamos um delineamento 23. A esse respeito. ver,
por exemplo, a Ref. 17.
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Evidentemente, tal procedimento associa um nivel de confianga 1 - a a cada intervalo
construido. Assim, as expressdes precedentes seriam indicadas se se desejasse construir um
intervalo com confianga 1 - & para um Gnico contraste de interesse. Analogamente, se se
desejasse testar a significdncia de um unico contraste, poder-se-ia verificar se o corres-
pondente intervalo de confianga contém 0, ou realizar o teste através do ¢ de Student.

Caso desejemos estimar (ou testar) simultaneamente diversos contrastes, devemos, a
exemplo do que foi feito em 7.6.1, utilizar procedimentos adequados. Alias, podemos
considerar que, em 7.6.1, lidamos com um caso particular de contrastes do tipe ilustrado
por C,. Para esse caso particular, o procedimento de Tukey €, conforme vimos. mais eficiente
que o de Scheffé. Para os demais contrastes, em geral, a situagdo se inverte, sendo mais
recomendavel o procedimento de Scheffé.[!3)

O procedimento de Scheffé para estabelecer o intervalo de confianga para diversos
contrastes € com estimativas € pode ser resumido na expressao

C+S5-5;. (7.45)

onde ss ¢ a estimativa de g7¢ S é dado por

S=Fy - (7.46)

expressao em que v; é o namero de médias a serem contrastadas menos 1, e v, é o nimero
de graus de liberdade da estimativa s¢ em geral 0 mesmo de s%.

Pode-se notar que as comparagdes miiltiplas apresentadas em 7.6.1 correspondem a

um caso particular do procedimento descrito. De fato, se considerarmos, por exemplo. a
expressao (7.33), veremos que

$=J&-DFper 2yt a -

Exemplo

Com referéncia a0 exemplo dado em 7.4, estabelecer um intervalo de 99% de
confianga para o contraste entre o efeito médio dos fertilizantes A, CeEe 0
efeito médio dos fertilizantes B ¢ D. Esse € apenas um entre diversos contrastes
que se deseja comparar.

(8] Na verdade, o procedimento de Tukey, que é aproximadamente 37% mais eficiente que o de Scheffé
para comparagdes de médias duas a duas, seria ainda ligeiramente mais eficiente para conrrastes do tipo
{-2,1.1,0,0, ..., 0). Por outro lado. um terceiro método altamente recomendavel é descrito na Ref, 10.
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= _ 111 = _7.2 _. = _80 _
== =5,55 8="75— =3,60, c=—5" =4,00,
- 91 10,3
=——=4,55, ===—=3515,
Xp 2 4, Xr S 515
k=6, n=2, (k-1)(n-1)=5.
5% =0,0468, Feot eetin-1. a = Fs: 5,19 =10,97.
Logo, pela (7.46), lembrando que £ = 6, temos
5=45-10,97 =7,406.
O contraste desejado é estimado por
C—'=EA+J‘_'C+'?E_‘?3+?D
3 2
f= 5.55+4.§0+5.15 _0,60;4,55 =0,825

e sua variancia € estimada por

(1 1,1, 1 1\sh_5
#'(9’“9*9*4*4)2 2%

" sp= ,’%-0.0463 £0,1396,

585 =7,406-0,1396 = 1,034.

Logo, o intervalo com 99% de confianga é
0,825 £ 1,034.
Vemos, de passagem, que esse contraste nao é significativo ao nivel e = 1%.

Note-se que, se esse contraste fosse o Unico a ser estudado, poderiamos
estabelecer o intervalo de confianga através do ¢ de Student, € a semi-ampli-
tude do intervalo seria proporcional a

Lpin-1), arz2 = Loz-1): 05% = Ls; 0.5% = 3707,
ou seja, seria 3,707 - 0,1396 = 0,517. O intervalo de confianga seria
0,825+0,517
€ o contraste seria significativo.
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7.7 EXERCICIOS PROPOSTOS
1.

D e e TR o= o) Pt T )

Quatro pneus de cada uma das marcas A, B e C foram testados quanto a durabilidade.
Os resultados obtidos (em milhares de quildmetros) sao os que seguem.

Marca Durabilidade
A 34 38 31 35
B 32 34 31 29
C 30 25 28 23

Ao nivel de 1% de significancia, ha evidéncia de que os pneus tenham diferentes durabili-
dades médias?

Numa fabrica com cinco maquinas automaticas de embalagem, existe a suspeita de que
pelo menos uma delas esteja desregulada em relag@o as outras quanto ao peso médio
embalado. Para tirar as davidas, foram extraidas cinco amostras de quatro elementos
cada, uma de cada maquina. Ao nivel 1% de significancia, qual a conclusiao? Os dados
das cinco amostras, em gramas, sao apresentados a seguir, correspondendo cada coluna
a uma amostra.

230 228 225 231 226
233 233 227 229 230
237 236 230 231 229
230 230 224 225 228

Quatro individuos com visao perfeita foram submetidos a trés determinagdes do tempo,
em segundos, para a acomodagao visual a um dado aumento da luminosidade ambiente.
Os resultados foram:

Individuo Tempo
1 3.6 3.8 4,1
2 3,7 3.5 3.7
3 3.4 3.9 3.6
4 3.9 4,2 3.8

Ao nivel de 5% de significancia, existe diferenga significativa entre os individuos?

Sao dados tués grupos de observagdes:

Grupo A 15 18 18 20 19 24 19
GrupoB 19 20 16 21 19 15 9 13 19
Grupo C 29 27 23 20 21

Podemos identificar, aos niveis de significancia usuais, a existéncia de diferenga entre
as médias das populagdes das quais provieram essas amostras?
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5. Os dados que seguem representam o tempo, em segundos, gasto por ¢inco operarios para
realizar certa opera¢do usando wés maquinas diferentes. Ao nivel de 5% de significancia,
verifique se existe diferenga assinalavel entre as maquinas e enire 0s operarios.

Magquina A Maquina B Mdéquina C
Operario 1 32 49 30
Operario 2 41 45 29
Operario 3 35 45 37
Operario 4 30 40 35
Operario 5 31 42 42

6. Utilize o modelo correto de Andlise de Variancia para resolver os seguintes exercicios
do Cap. 5:

a) o exercicio 25,
b) o exercicio 27,
¢) 0 exercicio 31.

7. Um terreno quadrangular foi dividido em dezesseis canteiros, sobre 0s quais semeou-
se a mesma cultura. Os indices que seguem referem-se as colheitas obtidas com respeito
a posigao geografica de cada canteiro. Ao nivel de 5% de significincia, teste se existe
variagao na fertilidade do solo segundo as diregdes da subdivisao:

18 15 20 16
20 22 16 17
16 21 18 25
21 22 24 20

8. Numa experiéncia didatica, vinte alunos de uma classe considerada muito homogénea
receberam aulas de certa disciplina segundo dois métodos diferentes {A e B), sendo
todas as aulas dadas pelo mesmo professor em dois periodos diferentes: no comeco da
manha e no fim da tarde. Assim, o professor ministrou aulas a quatro turmas de cinco
alunos cada, duas pela manha e duas a tarde. Os alunos foram distribuidos pelas turmas
por sorteio. As médias finais foram:

Manhad, método A 6,4 7.0 7,3 6,2 6,9
Manha, método B 7.5 8,0 9,8 6,9 8,4
Tarde, método A 6,8 7.2 6,0 7,7 5,3
Tarde, método B 5.4 8,3 9,0 7.5 7.7

Realize a Andlise de Varidncia pertinente. Quais as conclusdes, aos niveis usuais? Foi
encontrada interagao entre horario de aula e método de ensino?
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9. Trinta e seis pecas de uma liga de aluminio foram fabricadas segundo trés processos
diferentes. a quatro niveis de temperatura. Trés pegas foram produzidas sob cada
combinagao processo/nivel de temperatura. A resisténcia a corrosédo foi entdo deter-
minada para cada pega. obtendo-se os resultados dados na Tab. 7.14. Use o modele
conveniente de Analise de Varidncia para analisar esses dados, ao nivel de 5% de
significancia. Quais as conclusdes?

| Tabela 7.14 Resisténcia 4 corrosdo
Nivel de temperatura
Processo

1 2 3 4
79 122 72 131
I 96 128 109 72
110 128 111 111
122 100 115 72
It 44 117 59 69
82 103 79 130
80 34 126 115
1 74 50 146 99
72 85 114 133

10. Em uma analise de varidncia a duas classificagdes, temos quatro linhas e cinco colunas.
Cada wratamento foi repetido quatro vezes, num total de oitenta observagdes. As somas
de quadrados obtidas estao resumidas a seguir.

Entre linhas 108,6
Entre colunas 97.8
Entre tratamentos  243,2
Total 388,0

Realize a analise de variancia, fazendo as hipoteses que julgar necessarias e dando as
conclusdes obtidas aos niveis usuais.

11, Utilizando o método de Tukey, estabeleca quais médias devem ser consideradas
estatisticamente distintas, ao nivel de 5% de significancia, para os dados:

a} do exercicio 1,
b) do exercicio 2,
¢) do exercicio 3,
d) do exercicio 5,

todos deste capitulo. Em qual dos casos o teste proposto parece nitidamente fora de
propdsito 7
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12. Utilizando o método de Scheffé, estabeleca quais médias devem ser consideradas
estatisticamente distintas aos riveis de 5 ¢ 1% de significancia para os dados:

13.

a)
b)
)
4)
€)

do exercicio 1.
do exercicio 2.
do exercicio 4.
do exercicio 5,
do exercicio 8,

todos deste capitulo.

Com referéncia aos dados do exercicio 8, pede-se:

2)

b)
<)

4
€

£)
8)

estabeleca um contraste com a finalidade de medir a interagao porventura existente
entre horario de aula e método de ensino;

teste a significancia desse contraste ao nivel a = 5%;

admitida a nao-existéncia de interagao, estabele¢a os contrastes indicados a
caracterizagao das diferen¢as médias entre os métodos € entre os horarios;

construa intervalos individuais de 95% de confianga para os contrastes mencionados
em (C);

usando o método de Tukey, estabelega os intervalos em que depositamos 95% de
confianga em que ambos os contrastes mencionados em (c) estardo contidos;

idem, usando o método de Scheffé;
compare os resultados dos itens (e) e (f).
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8.1 INTRODUCAO — DESCRICAO GRAFICA

Nos capitulos precedentes, consideramos sempre a existéncia de uma Unica variavel de
interesse.!] Passaremos agora a examinar os importantes problemas de Estatistica
envolvendo duas ou mais variaveis quantitativas. Por motivos didaticos, iniciaremos nosso
estudo com ¢ caso mais simples, em que temos apenas duas variaveis de interesse.

Tomemos um exemplo. Seja uma amostra de dez pessoas adultas, do sexo masculino,
e sejam a altura {cm) e o peso (kg) as varidveis que nos interessam investigar. Designemo-
las, respectivamente, por X e Y. Para cada elemento da amostra, portanto, iremos verificar
um par ordenado (x, y). Teremos entdo n = 10 pares de valores das duas variaveis, que
poderdo ser plotados em um diagrama cartesiano bidimensional. Tal diagrama chama-se
diagrama de dispersao.

Suponhamos que tenham sido obtidos os resultados apresentados na Tab. 8.1. O
diagrama de dispersao correspondente é mostrado na Fig. 8.1. A vantagem de se construir
o diagrama de dipersdo estd em que, muitas vezes, sua simples observagdo ja nos da uma
idéia bastante boa de como as duas varidveis se correlacionam, isto €, qual a tendéncia de
variagdo conjunta que apresentam. Nos itens seguintes estudaremos em maior profundidade
o problema da correlagéo.

Tabela 8.1 Valores de altura'¢ peso de dez pessoas T e .
Pessoa Alwra (cm) | Peso (kg) Pessoa Altura (cm) | Peso (kg)
1 174 73 6 164 72
2 161 66 7 156 62
3 170 64 8 168 64
4 180 94 9 176 90
5 182 79 10 175 81

{11 salvo no estudo das tabelas de contingéncia, onde se considerava o caso de duas {ou mais) variaveis

qualitativas.
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y (kg Figura 8.1 Disgrama de dispers&o para os dados da Teb. 8.1.
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Caso o numero de pontos seja grande, podemos dividir os intervalos de variagdo de X
¢ ¥ em classes e construir um histograma bidimensional. [lustraremos esse caso através de
um segundo exemplo. Suponhamos que os pares a seguir representem as notas, dadas com
a precisao de meio ponto, de cinqiienta alunos de uma turma, obtidas respectivamente na
primeira prova de Calculo e na primeira prova de Estatistica.

(4,0;6,5),  (35:9.0), (4.0:60), (7.0:9,5),  (2.5:5.5),
(3.0:6,5),  (4,0;7.0).  (1,0:4,5),  (2.0:4.5), (4.5 4.0),
(3.5:3.5),  (7.0:7.0),  (5.0:55),  (4.0:3,0),  (3.5:5,5),
(7.5:8,0),  (2.5:4.5),  (55;4.5), (3.0:50), (2,0:6,5),
(4,0:8,0),  (4.0:50).  (6.0:6,5),  (3.0:3,0), (2.0;4.5),
(1,5:2,5),  (4.5:5.5).  (2.5:3.5), (2.0:3.0),  (9.0:5.5),
(5.5:5.5),  (3.0:6,0),  (3.0:5.0).  (6.0:4.5), (5.5 7.5),
(0,5:3,0),  (3.5:4,5).  (6,0:7,0), (55 7.5),  (3.0;4.5),
(5.0: 8,5),  (14.0;6,0), (4.5 5.0).,  (2.0; 4,0), (3.5 6,0),
(5.5: 8,0), (4,0;4,5).  (2.0:5.0).  (7.5;6,0),  (5.5;9.0).

O diagrama de dispersao é mostrado na Fig. 8.2, em que 0s valores x indicam a nota de
Calculo e os valores y, a nota de Estatistica. Sendo ¢ conjunto de valores razoavelmente
grande, vamos considera-lo agrupado em classes de amplitude 1,5 quanto a ambas as
variaveis, conforme indicado no préprio diagrama. :

Podemos, entao, utilizando o agrupamento feito, construir o histograma bidimensional
mostrado na Fig. 8.3, onde os volumes dos paralelepipedos sio proporcionais as freqiiéncias.
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Figura 8.2 Disgrema de dispers&o para as notas de Céiculo e Estatistics de
cinguenta alunos.
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Figura 8.3 Histograma bidimensional dos dados da Fig. 8.2.
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8.2 CORRELACAO LINEAR

Observados os pontos dos diagramas de dispersdo mostrados nas Figs. 8.1 e 8.2, vemos
que, em ambos 05 casos, existe, para maiores valores de X. uma tendéncia a obtermos
maiores valores de ¥ e vice-versa. Quando isso ocorre, dizemos que ha correlagao linear
positiva. Alids, para os exemplos vistos, a existéncia de correlagao linear positiva nao deve
surpreender a ninguém, devido a natureza das variaveis envolvidas.

Entretanto também podemos ter casos em que o diagrama de dispersdo apresenta o
aspecto da Fig. 8.4, indicando que, para maiores valores de X, a tendéncia é observarem-se
menores valores de ¥, e vice-versa. Tais casos sao chamados de correlacdo linear negativa.

O prego de um artigo e a quantidade procurada, a temperatura ambiente ¢ o rendimento
de um motor, a renda per capita de paises e o indice de analfabetismo, sdo exemplos de
variaveis que devemos esperar sejam negativamente correlacionadas.

E claro que, intermediariamente, devemos ter muitos casos de variaveis nio-
correlacionadas, ou de correlagdo linear nula, em que o diagrama de dispersdo deve mostrar
alguma coisa do tipo da Fig. 8.5.12]

Vemos que o sinal da correlagdo indica a tendéncia da variagdo conjunta das duas
varidveis consideradas. Entretanto deve-se considerar também a intensidade ou o grau da
correlagao.

Observemos a Fig. 8.6. Trata-se de um caso de correlagao linear positiva, da mesma
forma que nos exemplos das Figs. 8.1 e 8.2. No entanto, na Fig. 8.6, a correlagao linear é
muito mais intensa, pois os pontos apresentam uma tendéncia mais acentuada de se
colocarem segundo uma reta. Diremos entao que, nesse caso. o grau de correlagio linear é
mais acentuado que nos outros dois, ou que, nesse caso, a correlagao linear é mais perfeita.
Evidentemente, o caso extremo € aquele em que todos os pontos se situam sobre uma

y Y
A A
+ + + +
+ + +
+ + +
e + + 4+ ++ 4 +
+ + + + +
+ . ¢t + + T
+ +
+ + + .
+ +
X - —3=- X
Figura 8.4 Correlacso linear negativa. Figura 8.5 Correlagso finear nuls

I2] A idéia de nao-comrelacionamento entre variaveis é, muitas vezes, confundida com a de independéncia
estatistica, devido a semelhanga entre os dois conceitos. De fato, a independéncia implica o nao-
correlacionamento, mas a reciproca nem sempre é verdadeira. Na Fig. 8.7, por exemplo, temos um caso de
duas variaveis que. claramente, nae apresentam correlagio linear, mas ndo sao independentes.
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Figura 8.6 Correlagdo linesr positiva. Figura 8.7 Correlacdo nso-linear.

mesma reta com inclinagao positiva ou negativa. em que teriamos a correlagao linear perfeita.
Na pratica, ¢ claro, tal caso dificilmente ocorrera.

A discussdo precedente acerca da maior ou menor tendéncia de que os pontos do
diagrama se agrupem segundo uma reta esclarece a necessidade do termo linear que temos
tido o cuidado de usar. No presente estudo, estamos interessados em verificar exatamente o
quanto os pontos s¢ aproximam de uma reta, dai estudarmos a correlagao linear. Qutros
tipos de correlagdo podem existir, mas nao os veremos aqui. Assim, os pontos da Fig. 8.7
apresentam nitida correlacdo, mas ndo linear.

Uma medida do grau e do sinal da correlagdo linear é dada pela covariancia entre as
duas variaveis, definida por
. - )
iz (L =)V, =)
n-1 ’

Sy =cov (X)) = (8.1)

E facil verificar que a covaridncia ¢ um indicador do grau e do sinal da correlagdo. De
fato, por exemplo, no caso de correlagao negativa ilustrado na Fig. 8.8, a maioria dos
pontos esta nos quadrantes 1 e 3, quando (x; - X} e (¥;~J) tém sinais opostos, resultando
parcelas negativas no somatério de (8.1).

Entretanto é, em geral, mais conveniente usar-se, para a medida da correlagao, o
chamado co¢ficiente de correlacdo linear de Pearson, ou, simplesmente, coeficiente de
correlagao, definido por

po V(X)) (8.2)
55,

onde s, € 5, 530 05 desvios-padrao das varidveis X e ¥ na amostra. Como

P A A Er, - 7P
i n-1 7 n-1 '

3] Temos aqui 0 mesmo problema, ja citado anteriormente no Cap. 2, a respeito de se colocar 7 ou 7~ 1 no
denominador. Como estamos pensando na covariancia de uma amostra, usaremos 22 — 1.
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Figura 8.8 Correlagso negativa. X X
resulta que
AG-D0- 5

(8.3)

r= = —.
]5:,7,1(2’1-5’)2-2:-’:1(_}';- -IP S Sy

A representagdo abreviada dos somatdrios da expressao (8.3) mediante a notagao Sy,
Ser € Sy € bastante util, e serd por nds adotada. Nao é-dificil mostrar que

S-D' =2?-1(xl' -f}(}’,- '5’) = Z(x; _E).yi =Z(¥i~ ;’)l’, =T XY -an.yf" (84)
_(Ex)P

T, (8.5)
Sy =S -JF = sy -EAL

Se =Ll -XY = X}

Combinando as expressdes anteriores, podemos também chegar facilmente a férmula
seguinte, para o calculo direto do coeficiente de correlagao linear de Pearson:

nEX Y -LX3 Y . (8.6)
JIRZ - X T - (S 5]

O coeficiente de correlagao linear de Pearson tem as importantes propriedades de ser
adimensional e de variar entre ~1 e + 1, 0 que nfo ocorria com a covariancia. A vantagem
de ser adimensional esta no fato de seu valor nao ser afetado pelas unidades adotadas.
Resulta também, como conseqiiéncia, que codifica¢des lineares introduzidas nas variéveis
nao afetam o valor de 7. Por outro lado, o fato de termos - 1 £ 7<+ 1 (que sera posteriormente
demonstrado), faz com que um dado valor de r seja facilmente interpretado. Como r=-1
corresponde ao caso de correlagdo finear negativa perfeita ¢ 7 = + 1 corresponde ao de
correlagdo linear positiva perfeita, o significado de valores intermediarios é rapidamente
percebido. Esse assunto sera aprofundado no item seguinte.

r=

(4] gssas dlimas expressdes ja s30 nossas conhecidas do Cap. 2. A utiliza¢o, aqui e na expressao (8.4), das
formas desdobradas, em geral, simplifica o calculo.
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Deve-se frisar, entretanto, que, muitas vezes, um alto valor do coeficiente de correlagao,
embora estatisticamente significativo, pode ndo implicar qualquer relagao de causa e efeito,
mas simplesmente a tendéncia que aquelas variaveis apresentam quanto a sua variagao
conjunta. No item 8.7.2, o leitor encontrard um exemplo que pode ilustrar essa questao.

Apresentamos, a seguir, exemplo do calculo de r, referente aos dados apresentados em
8.1. Se desejassemos calcular o coeficiente de correlagao para os dados do exemplo referente
a Fig. 8.2, poderiamos adaptar a expressao (8.6) a sua versao envolvendo freqliéncia. dada
por (8.7):

nzl-lz_;xlx.y_;.ﬁ/ 1xi..fi 'z_lj:l.yj.f:j
NSRRI WA ST

r= (8.7)

onde x; e y; 530 os pontos médios das respectivas classes, Ji 540 as frequéncias das classes
bidimensionais, /; sao as freqiéncias marginais das classes em x, € f;; sao as [reqiéncias
marginais das classes em_ y. De forma analoga, seriam modificadas as expressées (8.4) e (8.5).

Exemplo s R S
Calcular o coeficiente r para os dados da Tab. 8.1.

S0IUCED A S

Vamos reproduzir os dados da Tab. 8.1 e aplicar as seguintes codificagdes
lineares:

z2=x=-170 e w=y=-75

Os valores de x, y, z, w e demais quantidades necessarias 20 calculo encontram-
se na Tab. 8.2. Temos

Tz -Iw _ 6 (-5)

=653 -

2
5, =32 —Qﬁ)—=638-{% - 634.4,
n

=656,0,

Sn' =ZZ(W,-—

~5\2
=Iwi- =1.143-(—%)-=1.14o.a
s

- 656,0

nr= = =0772.
S, S,, 1634,4.1.140.5

Tw)
n

Lo d

Conforme era esperado, obtivemos para r um valor positivo e relativamente
alto, pois os pontos indicam uma correlagao linear positiva razoavelmente
alta. O calculo poderia também ter sido feito pela expressao (8.6).
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Tabela 8.2 Valores para o célculo de -

X Ji z w; 23 wi | zZw;
174 73 4 -2 16 4 -8
161 66 -9 -9 81 81 81
170 64 0 -11 c 121 0
180 94 10 19 100 361 190
182 79 12 4 144 16 48
164 72 -6 -3 36 9 18
156 62 - 14 -~ 13 196 169 182
168 64 -2 -11 4 121 22
176 90 6 15 36 225 90
175 81 5 6 25 36 30

6 -5 638 1.143 | 653

8.2.1 Testes do coeficiente de correlacao*

Um ponto importante diz respeito a interpretagao do valor de r obtido a partir de uma amos-
tra. Vimos que, estando necessariamente entre- 1 e + 1, o valor de r por si $6 deve nos dar
uma boa idéia do grau e do sinal da correlagio linear. Nao devemos, no entanto, esquecer
que, em geral, o valor de 7 € calculado com base nos n elementos de uma amostra aleatoria
e que, portanto, representa apenas uma estimativa do verdadeiro coeficiente de correlagao
populacional p.%] Logo, todas as idéias anteriormente vistas, referentes a estimagdo e tes-
tes de hipéteses, aplicam-se também aqui.

Um simples exemplo de que a interpretagdo estatistica do coeficiente de cortrelagdo 7 se
faz necessaria esta em que, se tivermos apenas dois pontos, 7 serd + 1 ou - 1, pois quaisquer
dois pontos estardo alinhados. Isso, entretanto, ndo quer absolutamente dizer que tenhamos
um caso de correlagao linear perfeita; simplesmente, a amostra € t30 pequena que nao se
pode tirar qualquer conclusdo. Vemos que a correta interpreta¢do de um valer r calculado
esta diretamente ligada ao numero de pontos com base no qual foi calculado.

Muitas vezes desejamos saber se um dado valor de 7, combinado com o respectivo
tamanho da amostra 7, permite concluir, a um dado nivel de significincia «. que realmente
existe correlagao linear entre as variaveis. Testamos, entdo, as hipéteses

H [ p = O,
le p* O.
Esse teste pode ser feito através da estatistica

n-2

1-r¢'

fn_z =T

(8.8)

151 Esse conceito nos remete ao Cilculo de Probabilidades. Assim, por exemplo, a correlago tedrica entre 03
pontos de dois dados (variaveis aleatorias independentes) seria caracteristica por p = 0. E claro, entretanto,
que, se realizarmos uma experiéncia jogando dois dados e calculando o coeficiente de correlagio, devemos
esperar apenas 7= 0, devido a aleatoriedade amostral. Devemos esperar, também, que a aplica¢do do teste
descrito em seguida leve a aceitagdo de A, (com probabilidade 1 - a).
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que sera testada como um ¢ de Student com n - 2 graus de liberdade.[] O teste podera
também ser feito unilateralmente.

Se desejarmos, entretanto, testar uma hipdtese refecrente a um valor nac-nulo de p, o
procedimento visto ndo devera ser adotado. Nesse caso, Fisher sugere a transformagao

‘.’Z:%lni—t%:l,lsw [logio(1+ r)=log o(1-r)]. (8.9)

0 que equivale a considerar r como a tangente hiperbdlica de Z. A vantagem dessa
transformagao esta em que os valores de Z tém distribui¢ao bastante proxima da normal,
com

=l -
y(@:)-zlnl_p e ol®)=—. (8.10)

Essa transformagédo permite, portanto, realizar testes de hipdteses e construir intervalos
de confianga para os coeficientes de correlagdo, trabalhando-se com Z e usando a distri-
bui¢do normal. Comparagdes de dois coeficientes de correlagao sao também possiveis de
fazer, analogamente ao visto no item 5.6.2, do Cap. 5. A Tab. A6.8 foi incluida para permitir
que se realize facilmente a transformagao de 7 em Z.

Exemplo

Verificar se podemos, ao nivel de 5% de significincia, concluir pela existéncia
de correlagdo positiva entre a altura ¢ o peso das pessoas na populagio de
onde foi extraida a amostra cujos valores sao dados na Tab. 8.1.

Solucéo

Devemos testar

Ho: p=0,
Hy: p>0.

Temos n = 10 e r = 0,772, conforme calculado atrés. Logo,

10-2
£y =0,772 ’—— =3,44.
8 1-(0,772

O valor critico € £3.54 = 1,860. Logo, com boa margem, rejeitamos A, ¢ podemos
concluir pela existéncia de correlagdo positiva.

[¢] Deve-se frisar que esse teste s6 é vélido para a hipdtese testada de correlagdo nula, sendo equivalente a0
teste do coeficiente de regressao linear que sera visto em 8.5, onde o leitor encontrara sua justificagao e a
mengao as hipdteses implicitas.
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Exemplo

Considerando representativa a amostra de dez pessoas, usada no exemplo
anterior, construir um intervalo de 95% de confianga para o coeficiente de
correlagdo populacional entre a altura ¢ o peso das pessoas consideradas.

Solucdo

A amostra forneceu 7 = 0,772. O valor correspondente de %, obtido por
interpolagao na Tab. A6.8, & 1,025. Para » = 10, temos, conforme a expressao
(8.10),

o) = ; =0,378.

Assim, o intervalo de 95% de confianga construido em termos de ¥ sera
1,025 + 1,96 - 0,378, ou seja, 1,025 + 0,741, cujas extremidades sdo 0,284
e 1,766. Voltando a tabela, vemos que os correspondentes valores de r s3o,
respecti-vamente, 0,277 ¢ 0,943. Com boa aproximagdo, pois, depositamos
95% de confianga em que o verdadeiro valor de p esteja contido nesse intervalo.
Nao é, indubitavelmente, um resultado dotado de muita precisdo, mas nao
devemos esquecer que a amostra tinha apenas dez elementos.

8.2.2 Correlacao linear de postos*

Algumas vezes, temos elementos organizados segundo duas classificagdes ordinais, ou seja,
através de seus postos, e desejamos estudar a correlagao entre essas classificagdes. Podemos,
por exemplo, querer analisar. através de um grupo de estudantes que disputaram um
campeonato de xadrez, se existe correlagdo entre o sucesso no jogo de xadrez e o aprendizado
de Matemadtica. Isso podera ser feito estudando-se a correlagéo entre os postos obtidos no
torneio de xadrez e nas notas de Matematica.

Entretanto, ao invés de se calcular o coeficiente de correlagdo entre os postos pela
expressao (8.6), é equivalente e menos trabalhoso utilizar a expressao (8.11), onde d; sao
as diferengas entre os postos de cada elemento segundo cada classificagao:

_y_ 8% 4
re=1- Py 1) (8.11)

O coeficiente r; ¢ comumente chamado de cogficiente de correlacdo de Speaman como
mengao ao introdutor dessa expressao.

O fato de calcular-se o coeficiente de correlagao para postos ndo moedifica suas
propriedades. O teste visto em 8.2.1 pode também ser aplicado. O calculo do coeficiente de
correla¢do com base nos postos pode ser utilizado como alternativa ao calculo com base nos
valores de duas varidveis quantitativas por uma questao de facilidade, desde que ndo se
tenha muita exigéncia quanto ao rigor.
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EXem D O i A S

Oito estudantes de uma mesma turma participaram de um tormeio de xadrez,
obtendo a classificagdo indicada na Tab. 8.3, na qual sdo também dadas suas
notas de Matematica. Calcule o coeficiente de correlagdo de postos para esses
dados.

S OIUCE0 R RN

Vamos estabelecer os postos, por exemplo, na ordem de exceléncia dos valores
das duas varidveis. Resultam os postos dados na Tab. 8.3,[7 na qual sao
também calculados os valores de d; & d% A seguir, basta aplicar a expressio
(8.11), obtendo-se

_ 6-82,5
864-1)

Tudo parece indicar nZo haver correlagio entre conhecimento de Matematica
e habilidade para jogar xadrez.

ro=1 =0,028.

Tabela 8.3 Calculo da soma dos quadrados das diferengas entre 0s postos
Aluno | Xadrez | Nota {Xadrez. | Nota d; i
A 1° 6.5 1 5 -4 16
B 2° 8,0 2 2,5 ~0,5 0,25
c 30 7,5 35 4 -0,5 0,25
D 30 5,0 35 6 -2,5 6,25
E 59 90 | 6 1 | s |25
F 50 45 | 6 75 | -15 | 225
G 50 4,5 6 75 | -15 2.25
H 8° 80 | 8 25 | 55 | 3025
0.0 82,5

8.3 REGRESSAO

Muitas vezes a posigdo dos pontos experimentais no diagrama de dispersao sugere a
existéncia de uma relagdo funcional entre as duas variaveis. Surge entao o problema de se
determinar uma fungao que exprima esse relacionamento.

Esse é o problema da regressdo, conforme a denominagao introduzida por Fisher e
universalmente adotada.

Assim, se 0s pontos experimentais se apresentarem como na Fig. 8.9, admitiremos
existir um relacionamento funcional entre os valores y ¢ x, responsavel pelo aspecto do

[71 0 leitor esti convidado a verificar como foram obtidos esses postos.
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diagrama, e que explica grande parte da varia¢do de y com .x, ou vice-versa. Esse rela-
cionamento funcicnal corresponderia a linha existente na figura, que seria a finka de
regressdo. Uma parcela da variagdo, entretanto, permanece em geral sen ser explicada, e
sera atribuida ao acaso. Em outras palavras, admitimos existir uma fungao que justifica, em
média, a variagao de uma das variaveis com a outra. Na pratica, os pontos experimentais
terdo uma variagao em torno da linha representativa dessa funcao, devido a existéncia de
uma variagdo aleatdria adicional, que chamaremos de variacdo residual. Essa fun¢ao de
regressao, portanto, nos dé o valor médio de uma das variaveis em fungdo da outra; por
exemplo, u(¥/x). Posto dessa forma, o problema que vamos examinar serd, dados os pontos
experimentais, o de realizar uma indugao quanto 4 expressao matematica da funcéo de
Iegressao.

Evidentemente, tudo se simplificara se a forma da linha de regressao for suposta
conhecida. O problema, entio, se reduzira apenas a estimagdo de seus parametros. Esse
caso ocorrera se existirem razdes tedricas que permitam saber de antemao qual o modelo
que rege o comportamento de uma variavel em fungdo da outra. A Lei de Hook, por exemplo,
afirma que, dentro de certos limites, as deformagdes de corpos metalicos variam linearmente
com as tensdes aplicadas. Na analise de um experimento desse tipo, portanto, 0 modelo
linear para a linha de regressac poderia ser adotado de inicio. Pode também ocorrer o caso
em que a forma da linha fica evidente da propria andlise do diagrama de dispersao.

Caso a forma da linha de regressdo nao seja conhecida de antemao, ela devera ser
inferida juntamente com seus parametros. Teremos, entao, além do problema de estimagao
dos parametros do modelo da linha de regressao, a dificuldade adicional de especificar a
forma do modelo. Uma técnica muito til nesse caso é a analise de melhoria, que sera
estudada posteriormente.

No estudo que segue, vamos admitir inicialmente que a forma da linha de regressao
seja uma reta. Teremos entao o problema da regressdo linear simples, que veremos a seguir.
O termo “simples” destina-se a frisar que temos apenas duas variaveis. Posteriormente,
estudaremos a regressdo polinomial, em que a forma da fungao é suposta um polinémio de
grau superior a 1, e a regressio linear miltipla, em que temos mais de duas varidveis
envolvidas. Em todos 0s casos, entretanto, a idéia e os principios fundamentais serao os
mesmos que discutiremos em seguida.
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Vamos também admitir que a varidvel X seja suposta sem erro, ou seja, nao-aleatdria.
enquanto que a variavel ¥ apresenta uma parcela de variagao residual, a qual € responsavel
pela dispersao dos pontos experimentais em torno da linha de regressao. Essa suposigao
permite utilizar um modelo que simplifica a solugao do problema, e é justificavel porque
muitos casos praticos se aproximam dele. Na verdade, encontraremos, na pratica, muitos
¢asos em que a varidvel X pode ser medida com precisao muito maior do que Y. o que coloca
o problema praticamente nas condigoes supostas.

A situagao descrita corresponde, muitas vezes, a experimentos em que os valores de X
sdo pré-determinados ou pré-escolhidos pelo experimentador, ja que a variavel X € suposta
nao-aleatdria. No entanto, os valores de ¥, sendo aleatdrios, nao podem ser exatamente
previstos, e serdo determinados experimentalmente. Podemos, por exemplo, medir as
temperaturas de um forno em aquecimento de 5 em 5 minutos, a partir de um instante 0.
Ora, a menos de pequenas imprecisdes, totalmente despreziveis, os tempos (valores de X)
estdo bem determinados, a0 passo que as temperaturas deverao ser verificadas no decurso
do experimento. Vemos que, nesse exemplo, os valores de X independem dos de ¥, pois
foram simplesmente arbitrados, enquanto que os valores de ¥ dependerao dos de X, desde
que exista regressao. Por essa razao, a variavel X ¢ dita vari@vel independente, enquanto ¥
¢ dita varidvel! dependente.

No caso da regressao multipla, em que mais de duas variaveis sao envolvidas, obteremos
uma equagao para prever valores de uma variavel dependente em fungao de duas ou mais
varidveis independentes. Esse caso sera estudado em 8.7.

O modelo acima descrito, portanto, considera gue os valores da variavel aleatoria ¥
dependerﬁo do(s) valor{es} assumido{s) pela(s) variavel(is) independentes) ¢ também do
acaso, isto ¢, estarao sujeitos a uma variagao aleatoria que se sobrepoe a variagdo exphcada
pela fungiio de regressao. 1sso pode ser expresso sob a forma

y=o(X)+vy,

onde ¢ denota a fungao de regressao e v a componente aleatéria da variagio de ¥. No caso
de regressao muiltipla, x devera ser interpretado como um vetor de valores das variaveis
independentes.

Ora, é perfeitamente coerente com a idéia contida no modelo admitir-se que a variavel
aleatdria y tenha média 0, a fim de que toda a variagdo explicada de y fique concentrada
em ¢(x). Isso significa que a fung¢do de regressao fornece a média de y para cada x
considerado, conforme ja mencionado.

Uma outra suposigdo basica que adotaremos no nosso estudo é a de que a varia¢ao
residual da variavel ¥ seja constante com x. Dito em outras palavras, isso significa admitir
que a variagao de Y em torno da linha tedrica de regressao pode ser descrita por um desvio-
padrao residual que independe do ponto considerado.

Por fim, para efeito da realizagao dos testes de hipoteses sobre a regressao que serao
vistos em 8.5, admitiremos que a variagao de ¥ em torno da linha tedrica de regressao se dé
segundo distribui¢des normais independentes, para qualquer valor da variavel X, o que
implica dizer que os desvios residuais em relaio a p(x) sdo independentes. 18] Como a linha
tedrica de regressdo da os valores médios de ¥ em fungado de x, essa suposi¢ao implica

8] Essa hipdtese de independéncia entre os residuos muitas vezes ndo se verifica, caracterizando uma
situagdo denominada de aurocorrelacdo. A inexisténcia de autocorrelagao pode ser testada através do método
de Durbin-Watson. Ver, por exemplo, a Ref. 14.
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considerar que a variag@o residual de ¥ seja normalmente distribuida com média zero ¢
desvio-padrao constante. Uma tentativa de representar graficamente essa situagao ¢ feita
na Fig. 8.10. Frise-se que a linha ali representada € a linha tedrica de regressao. da qual
obteremos uma estimativa a partir dos pontos experimentais.

As trés hipoteses acima feitas, ou seja, variavel(eis) independente(s) isenta(s) de erro,
variagdo residual normalmente distribuida e varidncia residual constante correpondem ao
que poderiamos chamar de modelo usual de regressao. Salvo mengao contraria, este é o
modelo implicitamente admitido nos sg/twares estatisticos que fazem regressao. (%)

AY

Figura 8.10
Variacao residusl
em torno da finhs
tedrica de
regressao.

Xq X2 X3

8.4 REGRESSAO LINEAR SIMPLES

Suponhamos ser a linha tedrica de regressao uma reta ¢ que queiramos estabelecer a regressao
de ¥ em fungio de X. Logo, o modelo é da forma

y=a+ﬁx+w‘ (8.]2)

onde y = @ + fx é a equagio da reta tedrica de regressao, cujos parametros « e 8 serdo
estimados através dos pontos experimentais fornecidos pela amostra, obtendo-se uma reta
estimativa na forma

J=a+br, (8.13)

onde a € a estimativa do parametro « ¢ b, também chamado cogficience de regressdo linear,
é a estimativa do pardmetro 8. O simbolo y é utilizado para uma conveniente distingio dos
valores dados pela reta estimativa, das ordenadas dos pontos experimentalmente obtidos.

Existem diversos métodos para a obteng¢ao da reta desejada. O mais simples de todos,
que podemos chamar de método do giuste visual, consiste simplesmente em tragar
diretamente a reta, com auxilio de uma régua, no diagrama de dispersao, procurando fazer,
da melhor forma possivel, com que essa reta passe por entre os pontos. Esse procedimento,
entretanto, somente serd razodvel se a correlagdo linear for muito forte, caso contrario

%1 Nio s3o raros os casos em que a hipétese de homocedasticidade com X claramente nao se verifica. Seria
necessario, entdo, a utilizagdo de algum processo de homogeneizagao da variancia, para se poder aplicar o
modelo usual de regressdo.
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levara a resultados subjetivos. Acima de tudo, ademais. merece a critica de ser um procedi-
mento nem um pouco cientifico.

Por outro lado, a aplica¢do do principio de maxima verossimilhanga, visto em 4.2.2.
leva, nas condigdes admitidas, ao chamado procedimento de minimos quadrados, segundo
0 qual a reta a ser adotada devera ser aquela que torna minima a soma dos quadrados das
distancias da reta aos pontos experimentais, medidas no sentido da variagio aleatéria.[*°]
Ou seja, devemos procurar a reta para a qual se consiga minimizar 7., &% sendo as distincias
d; as indicadas na Fig. 8.11. A idéia central desse procedimento é simplesmente a de
minimizar a variagao residual em torne da reta estimativa.

Tendo em vista a expressao (8.13), devemos, portanto, impor a condicdo
min 34 =min X(y; - ;) =min 2(y; -a - bx,)’. (8.14)

Os valores a e & que minimizam essa expressao serao aqueles que anulam as derivadas
parciais dessa expressao. Ou seja, devemos ter

0 2 2 2
——Yd?= —2d=0. .1
s Id=0 ¢ =314 (8.15)
Considerando a ultima forma dada em (8.14), chega-se facilmente as expressoes

_ZZ(J' _a"bxf) = 0'

23X,y —a-bx;)=0, (8.16)

y’. ......... mmmmmeecmemssacsscmesseves

Figura 8.11 Disténcias
cuja soma dos quadrados
deve ser minimizads.

_B e camcecambs s mcd et caaran

(1] Como estamos considerando aleatéria apenas a varidvel ¥, essas distincias serdo medidas na diregao
vertical. Se as duas variaveis fossem aleatorias e com igual desvio-padrao, as distédncias a considerar seriam
as proprias distincias geométricas. Se as duas varidveis fossem aleatérias e com desvios-padrao diferentes,
as distincias seriam consideradas com uma inclinagdo tendendo para a diregao da variavel de maior desvio-
padrao. Mais pormenores podem ser obtidos na Ref. 6.
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as quais imediatamente fornecem o seguinte sistema de duas equagdes a duas incognitas:

Tyi=na+bix;

Xy =aTx+bi . (8.17)

Os pontos experimentais fornecem os elementos para a montagem desse sistema, cuja
solugdo forneceria os coeficientes @ e 4. Entretanto € mais facil considerar de uma vez a
solugao analitica do sistema. segundo a qual

_ Z(xr x)yl - _{V_
b_—_—i(x,~ S (8.18)
a=-b% (8.19)

expressdes que dio diretamente os coeficientes a € & que desejavamos obter.(!]

Algumas vezes torna-se interessante fazer codificagoes lineares nos valores das variaveis
para simplificar os calculos, quando feitos manualmente. Entretanto isso nao acarreta maiores
problemas, bastando, a¢ final, compensar as codifica¢des feitas. Por exemplo, se fizermos
as transformagdes

X=X
w; =—‘—h—°- e Z, =Y =JYo (8.20)
obteremos, aplicando o procedimento visto, a reta na forma

Z=a+dw,

.'.j’—yo =a+b. x—xo
Essa expressdo pode ser escrita

j:[a+y°-£;£]+%x. (8.21)

que & a equagao da reta desejada na forma original.

X O S ——

Obter a equacdo da reta de minimos quadrados pam 0s seguintes ponr,os
experimentais:

x 1 2 3 4 5 6 7 8
¥y 05 06 09 08 1.2 15 1,7 20

Tragar a reta no diagrama de dispersdo. Calcular o coeficiente de correlagdo
linear.

[}'] Uma forma cémoda de desenvolver a solugiio analitica seria estabelecer a regressao de y em fungio de
X -X. Como Z(x; - x) 0,0 corrapondente sistema fomeceria imediatamente @'= y € & = Sp/Sa. levando
aretay=y + & (x - X), que pode ser escrita _y (¥ - &X) + &'x, donde vemos que & = & (pois, de fato, as
duas retas con51deradas s30 paralelas) e a = y - bX.
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Na Tab. 8.4, temos os valores necessdrios para a determinagao dos coeficientes
da reta. Temos, aplicando as expressoes (8.4) e (8.5),

36-9,2
8
(36)

5, =50.5- =50,5-414=9,1,

S =204 - =204-162=42.

Logo, aplicando (8.18) e (8.19), temos
2.2 -0,217 -% =0174.

A equagio da reta de minimos quadrados, dada na Fig. 8.12, ¢
7=0174+0,217x.

Tabela 8.5 — Valores para o cilculo da reta e do coeficiente de correlagao linear

X; Yi X; Vi x3 R%

1 0.5 05 | 1 0,25
2 0.6 1,2 4 0,36
3 0.9 2,7 9 | o081
4 08 | 32 16 0,64
5 1,2 6,0 25 1,44
6 1.5 9,0 36 2,25
7 1.7 11,9 49 2,89
8 2,0 16,0 64 4,00

36 9,2 50,5 204 | 12,64

Para o 'célculo do coeficiente de comrelagao, é necessario usar os valores da
coluna_y? da Tab. 8.4, calculando-se '

©.2)
Sy =12,64 -2

Sy a1
..r-ﬁsﬂ {42-2.'_0_630‘98'

Esse alto valor do coeficiente de correlagdo linear de Pearson justifica o tragado
da reta de regressao.

=12,64-10,58 = 2,06,
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Figura 8.12 Reta de minimos quadrados.
|

8.4.1 Reta passando pela origem*

Em certos casos, sabemos que a reta tedrica de regressao deve passar pela origem, ou seja,
o modelo é da forma

y=Fhr+y. (8.22)
Nesse caso, 1emos apenas a estimar o coeficiente angular § da reta. A reta-estimativa serd
y=bx, (8.23)

e a aplicagdo do principio dos minimos quadrados leva a impor a condigao

min £d? =min ¥y, - bx; ) (8.24)

Anulando a derivada em relagao a &, temos, de forma anédloga a vista para o ¢aso
geral,

sy perte

dbz(.}’; bx{) _o'
s =23 (- bx;)=0,
S ZX,«_y,-=bZX;~2,

p=ZXid:
T x?

(8.25)
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Assim, no exemplo anteriormente visto. se considerdssemos que a reta de regressao
devesse passar pela origem, o coeficiente & seria

e a equagdo da reta de minimos quadrados seria

y=0.248x.

8.4.2 Funcoes linearizaveis™

O modelo de regressdo linear simples que acabamos de estudar é Util em muitas situagdes
reais. Um caso que merece mengao e que recai naquele modelo é o das fungdes linearizdveis.

Certas fungOes, mediante transformagdes convenientes, linearizam-se, o que torna
simples a solugéo do problema de regressao. Assim, por exemplo, se admitirmos que a
fungéo de regressio seja uma fung¢ao exponencial do tipo

y=a- B
a aplicagdo de logaritmos promove a lineariza¢do da fung¢o na forma

log y=loga+xlogp 1

Chamando 2 = log y, A = log a ¢ B =log B, passamos a ter 0 problema de estimar os
pardmetros da reta

Z=A+8x,

o qual sabemos resolver. Para tanto, basta trabalhar com os valores x; versus z; = log y;,
obtendo as estimativas de A e B, cujos antilogaritmos serao as estimativas de a e S.
Analogamente, se tivermos y = ax?, caso da fungio poténcia, o problema se resolvera
trabalhando-se com log y; versus log x;.

Outros casos de fécil linearizacao podem também ser encontrados, como, por exemplo,
sey=a+dx’, y=(a+bx)7", etc. Cuidado especial, entretanto, deve ser tomado quando o
processo de linearizacao envolve transformagbes na variavel dependente ¥, pois as hipéteses
mencionadas em 8.3 podem deixar de valer apds a transformagao. Nesse caso, fica
prejudicada a aplicagéo dos testes estatisticos que veremos a segulir.

[12) Um artificio simples para se saber se a transformagio logaritmica promove uma boa linearizagio consiste
em usar papéis monologaritmicos ou dilogaritmicos. No presente caso, a adequabilidade da transformagio
vista seria evidenciada se, plotando-se os valores de x segundo a escala linear ¢ os de y segundo a escala
logarimica de um papel monologaritmico, os pontos observados se aproximassem de uma reta. No caso da
fungdo poténdia, a linearizagdo ocorre no papel dilogaritmico.
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8.5 INDUCOES QUANTO A0S PARAMETROS DA RETA

Os mesmos problemas de estimagao e testes de hipoteses sobre pardmetros vistos nos Caps.
4 ¢ 5 podem ser considerados no problema da regressao, com referéncia aos parametros a e
B da reta tedrica. Evidentemente, as conclusdes serdo baseadas nos valores de @ e »
experimentalmente obtidos, que serao estimador ou variavel de teste, conforme o caso.
Assim, por exemplo, um caso de muito interesse é o teste das hipoteses

HO: ﬁ =0,.
Hi B=0,

em que a hipdtese A, € a de ndo haver regressdo. Se A, for rejeitada, ficara estatisticamente
provada a existéncia de regressao, ao nivel de significancia adotado. Esse teste sera estudado
a seguir em sua forma geral.

Nao seria muito dificil imaginar que qualquer tentativa de abordar os problemas
mencionados devesse comegar pelo estudo das distribui¢des amostrais de « e §. 1sso serd
feito, de fato.

Entretanto vamos iniciar a abordagem definindo a varidncia residual, ou variancia
em torno da reta de minimos quadrados. Ja mencionamos que a idéia do procedimento de
minimos quadrados € a de minimizar a varia¢ao residual em torno da reta obtida. Ora, uma
medida dessa variagao ¢ dada pela variancia residual, definida por

- Z,’Ldy,-—_}l)z
Sh=SEES= (8.26)

Vemos que a varidncia residual é definida semelhantemente 4 variancia de uma amostra
no caso unidimensional, dada pela expressdo (2.10). Deve-se notar que os_y; dados pela
equagio obtida sdo as estimativas, em fungdo dos x;, dos valores médios tedricos de ¥, da
mesma forma que X era a estimativa de ¢ no caso unidimensional. Como, para a obteng¢io
dos j;, necessitamos anteriormente estimar os dois parametros & ¢ § da reta tedrica, a
estatistica s% terd n - 2 graus de liberdade. Dai se usar 2 - 2 no denominador de s%, 2 fim de
conseguir-se uma estimativa justa da variéncia residual populacional o'%.

Neste momento, é oportuno lembrar que, de (8.13) e (8.19), resulta que
Ji=y-bx+bx;. (8.27)
Isso permite chegar aos relacionamentos que citamos a seguir, ¢ que sao de grande
importancia na andlise do problema da regressao linear.
a) Se considerarmos a média geral y dos valores y;, e tomarmos as diferengas entre

os valores y; e ¥, teremos
LT - PP = ST - 6T+ bx; - P =1 I(x; - X
Usando a notagao introduzida em (8.5) e lembrando (8.18), teremos, pois,

- 53
U= =85 =05y =X (8.28)
Sz
Note-se que essa soma de quadrados é calculada com base nos desvios da reta de
minimos quadrados em relagio a horizontal ¥, conforme ilustrado na Fig. 8.13.
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de quadrados. % X

b) Se considerarmos as diferencas residuais, poderemos escrever, lembrando (8.27),

SRy~ =i - Jbx-bx) =
==y b(r -0P=
=3[ = 7 - 2B(x; - DYy, - D)+ Px - 2P

Distribuindo ¢ somatdrio, lembrando (8.19), utilizando a nota¢do introduzida em
(8.4) € {8.5) e simplificando, chegamos a

- JiY =Sy - 5. (8.29)

Isso nos permite obter uma expressao mais condensada para a variancia residual,
ou seja,
13
5, — b5, 5]
n-2

2

Sg = (8.30)

¢) DaFig. 8.13 se percebe imediatamente que
Ui =M= -50+Ui - -

Essa relagao também vale para as somas de quadrados, pois, tendo em vista (8.28),
& facil perceber que o resultado (8.29) pode ser escrito

=3 3P = T =PV + 20k - Y (8.31)
[13] Também se poderd escrever
2 Sy ~VSa S, -S3 /5. 5, (1=r%
RET LI n-2 STa-2

A terceira expressdo sera justificada a seguir. A segunda ¢ a melhor em termos de calculo, pois elude
aproximagdes (ver nota [16]).
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Ora, a primeira soma de quadrados mede a variagao total de ¥ independentemente
de x, a segunda soma de quadrados mede a variagao residual e a terceira, conforme
ja mencionado em (a), mede o desvio da reta de minimos quadrados em relagio a
7. Esse desvio pode ser entendido como a parcela da variagao total de ¥ que é
explicada pela reta de minimos quadrados. A parcela restante diz respeito & variagao
residual, cuja explicagao fica por conta do acaso. ou, se quiserem, de causas nao-
assinalaveis.

A relagdo (8.31) é de grande importancia, pois mostra como a variagao total,
expressa pela soma de quadrados S,,, pode ser decomposta nas duas parcelas do
segundo membro, ja devidamente comentadas.

A Fig. 8.14 ilustra dois casos extremos, de boa e ma regressao, em fungdo de
como essa subdivisdo da soma de quadrados total se verifica. No primeiro caso,
praticamente toda a variacdo total de ¥ ¢ devida a existéncia de uma regressao
linear muito bem caracterizada, restando uma parcela infima de variagao residual.
No segundo caso, de uma regressao que nao deve ser considerada. a variagdo
residual é da mesma ordem de grandeza da variagao total. Vemos. pois, que a
qualidade da regressao esta diretamente ligada a maneira como se da a parti¢do da
soma de quadrados total em suas duas parcelas, conforme a expressao (8.31).

Podemos desejar saber quanto representa proporcionalmente a parcela da variagao
total de ¥ que & explicada peia reta de regressdo. Para tanto, dividimos a soma de
quadrados referente a parcela de variagao explicada, pela soma de quadrados to-
tal. Mas, tendo em vista o resultado (8.28), podemos escrever

EJ-JR b8,
z(y:"j’)z S_)zy

Lembrando agora (8.18) e a expressao (8.3) para o coeficiente de correlagdo li-
near de Pearson, temos

Iy oy v _p (8.32)

Figura 8.14 Boa e mé regressso.
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Vemos que r* exprime a proporgao da variagao total de ¥ (dada por S, que é
“explicada™ pela reta de minimos quadrados. Ou, o que d& na mesma. que a parcela
da variagao total explicada pela reta de minimos quadrados é 25,,.1'4] Por meio de
complementagao. a variagdo residual corresponde a (1 ~ 7)5,,. Por essa razao, r*
¢ chamado cogficiente de determinagdo (e 1 - 1°, cogficiente de indetermina¢ao),
pois seus valores sao indicativos de quanto a reta de regressdo fica bem determinada
em fungao da correlagao entre 0s pontos experimentais, dizendo respeito, portanto,
a qualidade da regressao.

Assim, por exemplo. no caso ideal em que 7 = 1, nac haveria variagao residual, e
todos os pontos estariam alinhados. Por outro lado, para r = + 0,7, teremos um
coeficiente de determinagio igual a 0,49, significando que a reta de regressdo nao
consegue explicar nem a metade da variagao de Y. Por essa razdo, para-0,7 <r<
0.7, ndo se deve, em geral, cogitar de se estabelecer a reta de minimos quadrados.
Por outro lado, podemos considerar que, se Id 2 0,9, tera bastante utilidade o
tragado da reta de regressao, pois ela explicard mais de 80% da variagao total de ¥.
Os resultados (8.31) e (8.32) deixam claro que 72 < 1; logo, fica demonstrada a
afirmagao feita em 8.2, de que -1 € r< +1.

Feitas as considera¢des de (a) a (d), voltemos agora aos problemas de estimagao e
testes dos parametros da reta de regressao. Para tanto, devemos nos concentrar sobre as
distribuigdes amostrais das varidveis a e 5. Na exposi¢ao a respeito, dada a seguir, omitiremos
intencionalmente certas demonstragdes, as quais o leitor podera encontrar no Ap. 5.

Adotadas a hipéteses vistas em 8.3, pode-se demonstrar que a distribuigao amostral do
estimador & é tal que

2
WH=8 e c’(b)=§f-. (8.33)

onde o% é a varidncia residual, suposta constante. Como em geral ndo conhecemos %,
o(b) seré estimada por

s(b) = S‘i (8.34)

=

Devido a admitida normalidade da variagio residual de 7, resulta adicionalmente que a
distribuigdo amostral de & sera também normal, pois 4 resulta de uma combinagzo linear
dos valores_y; (15). Logo, podemos, de maneira an4loga ao visto no item 5.3.2 para o teste
de uma média populacional quando o desvio-padrao da populagéo ¢ desconhecido, testar a
hipotese Hy: B = f; através da estatistica

b8 (8.35)

{p2= m—.

a qual, sob a validade de A, tera distribuicdo ¢ de Student com » - 2 graus de liberdade
(compativelmente com sg) e, como tal, sera testada uni ou bilateralmente, conforme o caso.

0111 Segundo a Referéncia 23, uma medida mais adequada para a proporcio da variacio total de ¥ explicada
pela reta de minimos quadrados é dada pelo coeficiente corrigido 72 = 1 —(sk/s%). Essa observaciio é extensiva
ao A2 definido em 8.7.1, sendo o valor comigido R? = 1 - (%/5%).

115! Essa afimacdo é facil de compreender a partir da relagao (8.18) e lembrando que os valores x; so
supostos nao-aleatdrios ¢ os de y; independentes enure si.
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No caso particular, ja mencionado, em que se testa a hipdtese 8 = 0. esse teste é
equivalente ao visto em 8.2.1 para a hipétese p = 0, pois

b0 oS, [n-2 (8.36)

S/ VSa S Yi-r%

o0 que o leitor podera demonstrar sem grande dificuldade.

Esse caso particular assume especial importéncia, pois a rejeicao da hipotese =0 em
um teste bicaudal significa a comprovagdo estatistica da existéncia da regresséo, a0 nivel
de significancia adotado. Tal condigao, aliada a um valor satisfatério de r~, corresponde as
regressoes que, em principio, podem ser usadas sem maiores problemas.

0Os resultados acima mencionados podem também ser usados para construir intervalos
de confianga para o coeficiente de regressao 8, analogamente ao gue faziamos no Cap. 4, ou
para realizar a comparagao de coeficientes de regressao.

Quanto a distribuicao por amostragem de @, serd também normal, pelas mesmas razoes,

com
u@a =a
e (8.37)
2 2
6’@)= %

conforme demonstrado no Ap. 5. Esses resultados permitem testar hipdteses referentes ao
parametro «, embora seja um caso de menor interesse prarico. Quando necessério, estimar-
se-4 o% por s%, trabalhando-se com ¢ de Student com n - 2 graus de liberdade, analogamente
a0 €aso anterior.

Exemplo D

Verificar se podemos afirmar, ao nivel de 5% de significincia, que a reta tedrica
objeto do exemplo anterior tem uma inclinagéo superior a 10%. Caso afirmativo,
construir um intervalo de 95% de confianga para o coeficiente angular da reta
real de regressao. Ainda ao nivel de 5% de significancia, verificar se podemos
eliminar a possibilidade de a reta tedrica passar pela origem.

Soluca 0
Inicialmente, devemos testar as hipdteses
Hot ﬁ = 0,1.,
Hy: ﬁ >0,1.
Do exemplo anterior, ja temos
) b§0.217: S-D"=9'1; Sy =2,06:
n=_§; Sax =42;
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.. .. - - - - - -]
2 _Sy~b-Sy 206-0217-91_0.0853 [26]

s = s > z =0,01422,
s20,01422
2 R v
= - =0,0003385,
s 5 = 003
h-B, 0217-01
.'.fe' = =0,

"~ s(&)  V0,0003385

COmO Laitico = Le; 5% = 1,943, rejeitamos folgadamente Ay, ¢ podemos afirmar
com seguranga que a inclinagao da reta tedrica € superior a 10%.

O intervalo de 95% de confianga para 8 sera dado, obviamente, por

Da Tab. A6.3, Uramos fe. 2 s% = 2.447. Logo, o intervalo sera

0,217+ 2,477 -,/0,0003385,

~0,217 0,045,
significando qué, com 95% de confianga,
0,172<850,262.

Para saber, ao nivel de 5% de significincia, se podemos eliminar a possibilidade
de a reta tedrica passar pela origem, vamos testar, a esse nivel, as hipteses

Hy: a=0,
H]Z' 05¢0.
)4 calculamos @ = 0,174 e sabemos, do exemplo anterior, que Tx% = 204.
Temos entao '
SREX? 0,01422.204

RS 8-42
a-0 0,174

=2 =187,
s(@) ~ Y0,00863

COmMO Leritco = Ls: 2.5% = 2,447, devemos aceitar A,. Portanto ndo podemos
‘rejeitar a hipotese de a reta tedrica passar pela origem.

sta)= =0,00863,

[3¢] Em geral se requer cuidado no cilculo da soma de quadrados residual mediante S, - &S, especialmente
se a regressio for bastante significativa, pois, nesse caso, a soma de quadrados residual serd muito menor
queS,, e bSy,. e pequenos erros de aproximagio no calculo dessas quantidades podem levar a um substancial
erro percentual no calculo de Sy, — 55y, A parcela 55y, em particular, seria mais convenientemente calculada
mediante $2,/5,.
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8.5.1 Intervalos de confianca paraa+ Bx'ey’*

Sabemos que a reta obtida por minimos quadrados é uma estimativa da reta tedrica que
admitimos como sendo a fungdo de regressio. Logo, para um dado x fixado, J’ € a estimativa
do correspondente valor que seria dado pela reta tedrica, ou seja, a+ fx’ = u(¥ |l x=x’).

Ora, podemos desejar construir um intervalo de confianga para a + fx’, com base em
sua estimativa_y’. Considerado um valor x* que nio foi usado para o calculo da reta. pode-
se mostrar que (7]

W) =o+ B,
2an 2|1 (X =XP -
o’(y) =0z |i”+—5}x } (8.38)
Logo, podemos construir o intervalo de confianca desejado, o qual serd dado por
- X' =% _
Y tlaaann 5k SS_)' {8.39)
r

ondey’ = a+ bx’,

Evidentemente, a amplitude do intervalo assim calculado sera minima para x” = X. Se
fizermos x* variar, os limites superior e inferior dos intervalos de confianga determinados
pela expressao (8.39) definirao uma regidao em torno da reta de minimos quadrados, a qual
chamaremos regido de confianca para a + x°. Isso significa que temos confianga 1 - e de
que os valores de a + Ax” estejam contidos nessa regido, ou, o que é 0 mesmo, que a reta
tedrica esteja nessa regido. As curvas internas mostradas na Fig. 8.15 definem a regido de
confianga no exemplo dado.

Por outro lado, podemos desejar determinar um intervalo no qual, com 1 — a de certeza,
possamos prever que o valor experimental de ¥, obtido para dado x’, venha a estar contido.

Ora, o valor experimental y* a ser previsto ocorrera em tormo de &+ Ar’, cuja estimativa
é y Como o ponto x’ considerado ndo foi usado para o célculo da reta, resulta que y’ ey
sdo independentes. Portanto o desvio que se verificard entre o valor.experimental y” € 0
valor calculado y* tera variancia dada por

X' -x 1 {(x' =%
o’ -3 =a}(y)+0’(F) =0k +o% -+( ot =cil+-+-—-—( x) . (8.40)
n Sur n S
Como y* é estimativa justa de y’, podemos, portanto, prever gue, com confianga 1 - a.
o valor experimental de ¥ estara contido no intervalo

x'-x)

. 1
Yt ann Sk 1+;+ (8.41)

Fazendo x* variar, teremos definida a regido de previs@o paray’, definida pelas curvas
externas mostradas na Fig. 8.15.

Muita cautela, entretanto, € necessaria quando se pretende usar regressao para estimar
valores médios ou fazer previsdes em regides afastadas daquela em que os pontos
experimentais ocorrem, pois pode haver modificagbes imprevistas nas condigdes gerais do
fendmeno, prejudicando a validade dessas inferéncias.

[17] A demonstragio encontra-se no Ap. 5.
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Regido de confianga ;IJar-a o+ Bx’

Regi&o de previsdo para y’

’

X
/

< s feees

Frgurs B.15 Regifes de confianca e de previsso.

EXem D0 e

Construir intervalos de 95% de confianca para o valor médio de ¥ e para a
previsdo y’, quando x = 10, para o exerplo resolvido em 8.4.

S0lucao T

J& vimos, para esse exemplo, qué

n=§ X=45, -
Sy =42, 53 =0,0142,
[& 25% = 2,447, ..'. Sk =Q,119.

.Temos.que, parax’ =10,

J=a+bx'=0174+0,217-10= 2,344,

O intervalo de confianga para o valor médio @.+ bx’ serd, de acordo com
(8.39),

2,344+2,447 0'”9"3+ o

~2,34410,268, _
~ P22,076<0+10p£2,612)=0,95.
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O intervalo de previsao para y’ sera, conforme (8.41),

2,344 :2,447-0,1191/“%4,%,

~2.344%0,396,
~P(1,948 < ) $2,740)= 0,95,

8.6 REGRESSAO POLINOMIAL

0 mesmo principio dos minimos quadrados viste para a regresséo linear podera ser aplicado
se admitirmos que a fungzo de regressao é um polindmio de grau £ > 1. A diferenga estd em
que teremos £ + 1 coeficientes a estimar.

Tomando as derivadas parciais em relagdo as £ + 1 estimativas, chegamos 2 um sistema
de £ + 1 equagdes com & + 1 incognitas o qual, resolvido, fornece a solugao do problema.['3)
Assim. no caso de admitirmos que a fungao de regressio seja uma parabola na forma

Y=o+freyx (8.42)
devemos obrer a parabola-estimativa
Jp=a+bx+cxdd (8.43)
O sistema de equacdes ao qual chegamos é:
Sy, =na+bSx +cIxt
Sty =alx; +bExt+c3 X7, (8.44)
Tty =aSxt+ T} +cTxl.

(9]

Se os valores de x; forem igualmente espagados, a solugao desse sistema ficara bastante
simplificada se trabalharmos com x,- X a0 invés dos x;, pois os somatdrios de poténcias
impares se anulam. 2% O sistema ficara, entdo

Ty =na+cE{x; - X%,
x; - X)y; = BE(x; - XY, (8.45)
S(x; - Xy =al(x; - D+ Sk - X

Vemos que o coeficiente & do sistema modificado seria obtido diretamente, sendo o

mesmo da reta, e restaria apenas resolver um sistema de duas equagdes a duas incoégnitas
para se determinar @ e ¢. A parabola seria, evidentemente, obtida na forma

Vp=a+bx-X)+c(x-X7 (8.46)

['8] Uma dificuldade tradicional nesse tipo de problema era a solucao do sistema no caso de valores
relativamente grandes de £. Com o aperfeigoamento dos computadores, essa dificuldade praticamente deixou
de existir. A mesma observagio ¢ vélida no caso da regressao linear multipla.

19 E facil perceber que, no caso de um polindmio de grau £, as & + 1 equagdes do sistema poderiam ser
obtidas multiplicando-se a expressao do polindmio-estimativa por x°, x*, x2, ..., x* ¢ aplicando soratdrios.
12°] veja a nota de rodapé referente i obtengao das expressdes (8.18) e (8.19) no caso da regress3o linear
simples.
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EXemp o S —————— R N S
Ajustar a pardbola de minimos quadrados aos dados do exemplo de 8.4.

Solucado
Ja temos

n=8;
Sp =X =-%)) =91
S = 0t - B = 42

2y =92
5 s
=2 -2 =0,2167 =0,217;
i) 6
X =4,5.

Falta obtermos I.(x; - T)%y; e T(x;- X)?, 0 que serd feito com auxilio da
Tab. 8.6. Temos, entao, o sistema

9.2=8az+42c,
50,9 =42a+388,5c,

o qual, resolvido, fornece
2=10688 e ¢=00155.

Tabela 8.6 Valores para o cilculo da pardbola
x| v - | @-07| @ -0 | @-2*
1 05 |-35 12,25 6,125 | 150,0625
2 06 |-25 6,25 3,750 39,0625
3 09 |-15 225 | 2,025 5,0625
4 08 |-05 0,25 0,200 0,0625
5 1.2 0,5 0,25 0,300 0.0625
6 1.5 1,5 2,25 3,375 5,0625
7 1.7 2,5 6,25 | 10,625 39,0625
8 2,0 3.5 12,25 | 24,500 | 150,0625
9,2 42,00 | 50900 | 388,5000

Logo, 2 pardbola de minimos quadrados serd

Jp =1,0688+0,2167(x ~4,5)+0,0155(x -4,5)%,
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que pode ser colocada na forma
Jp =0,408+0,0772x +0,0155x2.

Essa pardbola, juntamente com a reta ja obtida, esta tracada na Fig. 8.16.

y
A
2,01
1.9
1,0 °
o
0.54
-
r
0 T T T T T T I = X
0 12 3 4 5 6 7 8

Figura 8.16 Psrébola e reta de minimos quadrados.

8.7 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA

Vamos agora considerar o caso em que queremos estudar o comportamento de uma variavel
dependente ¥ em fungéo de duas ou mais variaveis independentes X; (211, Teremos, entéo,
uma regressdo multipla. Se admitirmos que ¥ varia linearmente com as varias X, teremos o
caso da regressao linear multipla. 2

Tomemos o caso mais simples, em que temos apenas duas varidveis independentes X
e X,. Devemos, nesse caso, obter uma equag¢do na forma

J=a+bx,+ b, (8.47)
equagao do plano estimativa no espago a trés dimensdes.

(21] Ysaremos aqui o indice / para denotar as varidveis independentes, e o indice / para denotar os elementos
da amostra.

[22] No presente texto, ndo iremos além do estudo da regressio linear multipla, Entretanto, conforme ja
discutido em 8.4.2, ha a considerar também o caso de fungdes linearizaveis. De fato, sio comuns em
Economia os casos em que temos fungdes do tipo

y=abi B b,
que sao de imediata linearizagio por meio de logaritmos.
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A imposigao do critério de minimos quadrados leva ao seguinte sistema:

V= na+5Zx;+bhixy ;.
XY= AL+ B I+ b Ex s, (8.48)
LiaX Y =akX +HZx 0+l zxzz_,'-
De forma semelhante, no caso geral, em que a equagao procurada é da forma
j’=a+b]xl+b2X2+-“+kak, (8.49)

equagao de um hiperplano no espaco a £ + 1 dimensdes, chegariamos a um sistema cuja
primeira equagao seria

Zy; =RA+H LX)+t by Xy,

= .= - - 8.50
.'.£Z=_y—51X|-bz.t‘z-----b‘.xk. ( )
As demais % equagbes seriam da forma
TX, Y =X+ BTl e B X Xy e+ by Xy Xy
SX 0= QL X, + B T Xy BT X A BT Xy Ky (8.51)

Lxyy =alxy "‘blzxuxgr+522Xz_;xy+---+bgEx;-.

Se, agora, ao invés de trabalharmos com y; € X;;, usarmos y;-y € X;— X, teremos @ = 0,
permanecendo inalterados os &;, pois uma simples translagao nao afeta os coeficientes do
hiperplano de regress@o. Usando uma notagéo semelhante a introduzida em (8.4) e (8.5),
podemos, portanto, escrever o sistema (8.51) na forma

Sy = oS+ BS )+ + 55y,

52y=b1521+b2522+"'+b"52&' (8.52)

Sy =0Su+5Sp+ ot BpSye
ou, mais condensadamente,

Sy =358, (=12..4). (8.53)

A solugao de tal sistema, exceto quando £ é muito pequeno, €, em geral, impraticavel
sem o auxilio de computador.

Pode-se observar, outrossim, que o problema da regressao polinomial pode ser tratado
como um caso particular desse que analisamos agora, considerando-se x, = x, x3 = X2, ...,
X = x%, embora a situacdo real em cada caso seja diferente.
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Uma reagdo quimica foi realizada sob seis pares de diferentes condigdes de

pressao e temperatura. Em cada caso, foi medido o tempo necessario para que
a reagao se completasse. Os resultados obtidos sdo os que seguem.

Condigdo Temperatura Pressdo Tempo

(°C) {atm) (s)
1 20 1.5 9,4
2 30 1,5 8,2
3 30 1,2 9,7
4 40 1,0 9,5
5 60 1,0 6,9
6 80 0.8 6,5

Obter a equagdo da fungdo de regressdo linear do tempo () em relacdo a
temperatura (x) € a pressao (xz).

SOIUCa0 R S

Usaremos a formulagio dada pelo sistema de equagdes (8.52). E claro que,
por analogia a (8.4) e (8.5), temos

- - zxuz
Sy =ShalXy = XN~ N =L x5y, - gn Y
Sy =Zalxy - X 7 Lx;Txy
2= Zail _y-Xf)(r”-x,)=zxg..xy-_ !/n I

s calculos preliminares sdo dados na Tab. 8.7. Temos, entio,

Sy =2.099,0- 292502+ 136,33,

7,0-50,2
=59,64 - ————=1073,
S5y =59,64 . 1,073

;.
S,y =13.800 --(-2-96‘1 =2.533,33,

(7,00
6

3'22=8,53- =0,413,

2606' 7.0 . _28,33.

512 ‘521 = 275,0"

O sistema de equagbes (8.52) fica sendo, portanto,
-136,33=2.533,335,—- 28,334,
1,073 = _-28.3317, +0,413b,,

que, resolvido, fornece
by =-0,1063, by =~4,69485.
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l Tabela 8.7 Célculos preliminares para a regressao linear multipla

L Xy |y | | | B vy | fu | Ty
20 | 15 | 94 | 400| 225 | 88.36| 300 | 1880] 14.10
30 | 1.5 | 82 { o900l 225 | 67.24| 450 | 2460| 12,30
30 | 12 | 97 | 90| 144 | 9409| 360 | 201.0| 11,64

40 1,0 9.5 1.600( 1,00 90,25 | 40,0 380,0| 9.50
60 1,0 6.9 3.600| 1,00 47,61| 60,0 414,01 6,90
80 0.8 6.5 6.400| 0,64 42,25 64,0 520,0| 5,20
260 7,0 50,2 | 13.800( 8,58 | 429,80(275,0 [2.039,0( 59,64

0O valor do coeficiente g é fornecido pela (8.50):

a=y-bF -b% 52%—24-0.1063)-%-(-4,6945)-7'—;’513.450.
Logo, a equagao desejada é

J=18,450-0,1063x, —4,6945x,. (%)
[ =

8.7.1 Correlacéo linear miltipla

A idéia de correlagao entre duas variaveis, vista em 8.1, pode ser estendida ao caso de
varias variaveis. Denomina-se cogficiente de correlagao linear multipla a quantidade sempre
nao-negativa

(8.54)

R—Jblsl'y +b252}' ++bk$b

Sy

Deve-se notar que essa expressao parte da existéncia de uma varidvel dependente Ve
diversas variaveis independentes X;. Pode-se também perceber, de (8.32), que essa definigao
€ uma generalizagdo daquela que ja conheciamos para o caso de apenas duas variaveis. Da
mesma forma, &2 indica a parcela da variagio total de ¥, expressa por Sy, que € explicada
pelo hiperplano de regressao. Da definicéo, resulta imediatamente que O £ R < 1241, Também

(23] Esse resultado foi obtido manualmente, com o auxilio de um computador pessoal. O mesmo exemplo,
processado no computador B6700 da Universidade de S3o Paulo, forneceu
J=18,428-0,1062x, - 4,6808x,.

1241 Aqui ndo tem sentido considerar valores negativos de R, pois é perfeitamente possivel termos a variavel
dependente positlvamente correlacionada com algumas das varidveis independentes e negativamente
correlacionada com outras, etc.
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por analogia ao caso da reta, pode-se perceber que a variancia residual em tomo do hiperplano
de regressao linear multipla pode ser calculada por
2 s)y - zll‘b: 1 blsb’
Sy = ——RT. (8.55)

sendo o denominador justificado pelo fato de que £ + 1 pardmetros devem ser estimados.

ISGdel

Calcular o coeficiente de correlagao linear multipla de ¥ em relagdo a X; e X,
no exemplo anterior. Calcular também a varidncia residual em torno da
regressao.

S0luCa0 I S
O coeficiente de cormelagdo linear multipla R, de ¥ em relagdo a X, e X5, sera
tal que

Rz= brsl_y +b252_y
Sy '
onde os valores do numerador ja foram calculados e
= (50,2
S)y = 429. 8O—T =9793,

_ (~0,1063)(-136, 33)+(~4,6945) 1,073 9,455

2
R 9,793 T 9,793

=0,966.

Portanto a equagdo obtida explica 96,6% da variagio de ¥. O coeficiente de
correlagao linear multipla é

R=40,966 =0,983.

A variancia residual em torno da regressao é dada por

5” —b,Sl, -QSU ' 9,793-9,455
n-3 6-3

Sy = =0,1127.

8.7.2 Correlag3o parcial**

Suponhamos agora que, sem pretendermos investigar a relagdo funcional de uma variavel
dependente e aleatéria em relago a outras variaveis independentes isentas de erro (problema
de regressao), desejamos estudar as correlagdes existentes entre essas variaveis. Essa situagao
podera ocorrer se tivermos algumas variaveis envolvidas, sendo todas passiveis de verifica-
¢do experimental e, portanto, sujeitas a erro. Nesse caso, evidentemente, o ‘modelo de
regressao linear miiltipla visto ndo seria aplicavel, e tampouco teria sentido usar a expressao
(8.54) para R.
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Seja, por exemplo, o0 caso de haver trés variaveis envolvidas, as quais denotaremos por
X\, X> e X5. Podemos, é claro, utilizar a expressao (8.3) para calcular os coeficientes de
correlagao linear de Pearson para os pares de varidveis. Designemos esses coeficientes de
correlagdo por 7,3, 3. € 723.

Qra, ri» mede a correlagido total existente entre X, e X, englobados os efeitos que X5
possa ter causado sobre o comportamento dessas variaveis. Semelhante consideragao é
valida para r 3 e 753.

Entretanto muitas vezes é importante considerar a correlagdo entre duas das variaveis,
descontado o efeito de uma terceira. Isso equivale a calcular a correlagao. por exemplo,
entre X, e X,, mantida X5 constante. (E importante notar a diferenca fundamental entre
manter X5 constante e ignorar Xs.)

O coeficiente de correlagéo entre X, e X,, apos descontado o efeito de X5, sera por nds
denominado de cogficiente de correlagdo parcial entre X ¢ X, com respeito a Xs, e sera
denotado por ;3 3. Seu calculo pode ser feito mediante

[25]
N2 =nNalhs (856)

7y = .
= -

Um exemplo ilustrativo da necessidade de se investigarem as correlagdes parciais pode
ser o seguinte. Suponhamos que uma empresa subdivida seus compradores potenciais em
diversos setores de vendas. Para cada setor, foram verificadas as seguintes variaveis:

X, = numero de consumidores potenciais segundo uma pesquisa realizada no periodo 1;
X, = gastos em propaganda no periodo 2;
X5 = vendas realizadas no periodo 3.

As correlagdes duas a duas entre essas varidveis podem perfeitamente indicar 3 < 0,
713> 0 e ra5 < 0. Este ltimo valor poderia ser erroneamente interpretado como indicativo
de que as vendas tendem a diminuir com o0 aumento da propaganda. Entretanto vemos, por
12, que, onde o numero de consumidores previsto era menor, foram feitos maiores gastos
em propaganda, mas r;3 mostra que isso nao foi suficiente para eliminar ou inverter a
tendéncia que os diversos setores apresentavam de consumir mais ou menos. Simplesmente,
a tendéncia a diferentes consumos evidenciada pela pesquisa era mais forte que a tendéncia
a homogeneizagdo do consumo tentada mediante a diversificagio dos gastos em propa-
ganda. Esse fato nao se traduz no valor r»3, 0 qual, portanto, incorpora as diferengas originais
representadas pelos valores de X;.

Calculando os coeficientes de correlagio parcial poderiamos obter ry33< 0, 7132, >0¢
7351 > 0. Este ultimo valor mostraria, entdo, que, para idénticas condi¢des iniciais quanto
a0 numero de consumidores potenciais, as vendas tendem a ¢rescer com o0s gastos em
propaganda.

A idéia da correlacdo parcial pode ser estendida ao caso de mais de trés varidveis.
Assim, por exemplo, ry3 25 representaria a correlagio entre as variaveis X; e X3 mantidas
X, e X5 constantes, etc.

125] Uma outra interpretagio existe também para a quantidade r3 5 Supondo que X, seja a variavel dependente
em um estudo de regressao, e que se estabelecessem as regressoes lineares de X; em fungdo de Xz e de X,
em fungdo de X, e X;, a quantidade 73, 5 representa a melhoria relativa de representagio da equacao
maltipla em relagio a simples (ver, a propdsito, o item 8.8.2). Mais especificamente, 73, ; representa 2
quantidade {residuo sobre a reta - residuo sobze o plano)/residuo sobre a reta. Para maiores esclarecimentos,
ver a Ref. 23. Por outro lado, uma interessante andlise geomérrica da questao € apresentada na Ref. 21.
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Analisar as correlagdes totais e parciais no exemplo que vem sendo urtilizado.
Interpretar os resultados.

Solucao

Rebatizando a variavel ¥ (tempo) de X3, temos:

i -28,33
na= = =-0,876,
12 ,]511522 2.533,33-0,413
-136,33
Tis = =-0,866,
i :Zsl " J2535,33.9,795
1,073

20,534,
:]5225“ J0.413.9,793

Na=hshs _ —0.876+0866-0.534

N2s = =-0,98,
T Jo-rdya-rA)  J1-0866%)(1-0,534%)

Fsa= N3=Tighs __—0,866+0,876-0,534 =098,
Ja-r2ya-r2) Ja-0.876%(1-0.5342)

Ps=rifiy __0534-0876.0866 _ .0

75 =
2 -y J1-0.876)(1-0,866)

Os valores de ry; e ry23 mostram, apenas, que o0 experimentador arbitrou,
para temperatura ¢ pressio, valores com variagdo inversa e aproximadamente
linear. O valor de ry3 indica a correlagdo negativa entre temperatura € tempo,
resultado que ¢é reforgado pelo célculo de ry3 2. J& o valor de 735 parece indicar
a existéncia de correlagao positiva entre pressao e tempo. Entretanto, ao calcular
rzs.1, Vemos que, em verdade, a correlagéo entre essas duas variaveis, quando
descontamos o efeito de X, € negativa e bastante forte.

A interpretagdo que se deve dar, portanto, € a de que as correlagdes reais ¢
individuais de X; e X, com X; sao ambas negativas. Entretanto, ao estabe-
lecermos a correlagdo total entre, por exemplo, X; e X3, o efeito incluido de X,
age no sentido de reduzir o grau da correlagao, devido a correlagéio negativa
existente tanto entre X, e X5 como entre X, e X;. O mesmo acontece com
respeito a Xy, quando estabelecemos a correlagio total entre X, e X5. Nesse
caso, o fato de a correlagdo negativa entre X; e X, ser mais forte que a entre
X, e X3 faz com que X; e X3 apresentem correlagao total positiva, mesmo
sendo negativa a sua correlagdo parcial. Dito de outra forma, o efeito de X;
em X (existente, no caso) domina o efeito de X; em X5. A aumentos de X
correspondem diminuigoes de X, e, como predomina o efeito de X;, corres-
ponderao também diminuigdes de X5, donde a aparente correlagdo negativa
entre X, e Xj.

Vemos, pelo presente exemplo, que muito cuidado deve ser tomado ao se
interpretarem valores de coeficientes de correlagao quando pode haver a
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influéncia de outras variaveis que, por sua vez, sao correlacionadas com as
variaveis consideradas. Davies (Ref. 6) chama particularmente a atengao para
a ocorréncia comum desse problema quando os valores das duas variaveis a
correlacionar sao tomados aos pares, ao longo de um periodo de tempo. De
fato, podemos, por exemplo, ter duas varidveis nao-correlacionadas entre si.
mas que tenham correlages significativas com a terceira variavel tempo. O
resultado pode ser uma aparentemente forte, porém espuria, (2] correlagio
entre as variaveis em questzo.

8.7.3 Variaveis ficticias **

Muitas vezes se deseja introduzir na equagao da regressao o fato de que, para determinadas
combinagdes das variaveis independentes, houve a contribuigio de alguma caracteristica
qualitativa aos valores da variavel dependente. 1sso pode ser feito incluindo-se no modelo
uma nova variavel, chamada varidvel ficticia (em inglés é usado o termo dummyy}, cujo
valor é feito igual a 1 quando a caracteristica considerada esta presente, € 0 quando em
caso Contrario. A seguir, a equago da regressio é obtida conforme anteriormente visto.?’]

8.8 A ANALISE DE VARIANCIA APLICADA A REGRESSAO*

0 método da Analise de Varidncia, que vimos no Cap. 7, pode também ser utilizado para a
analise de problemas de regressao, sendo, para tanto, de grande valia, conforme veremos a

Seguir.

8.8.1 Teste da regressao linear

Uma terceira maneira de realizar os testes equivalentes Ay: p = 0 e Hp: 8= 0, Vistos em
8.2.1 e em 8.5 para o caso da correlagdo e regressao lineares, é através da aplicagdo da
Analise de Variancia. Esse teste serd aqui apresentado ndo-prépriamente pelo seu interesse
imediato, ja que é equivalente a outros, mas pela importincia de suas extensdes, que serao
abordadas a seguir.

Vimos, em 8.5, a relagao (8.31), aqui reproduzida,
2 = JP = 20, - PP+ 2 - i (8.57)
Vimos também a interpretagio geométrica dessa relagao, ilustrada pela Fig. 8.13. Vamos

agora utilizar essa relagao para testar a hipdtese de ndo haver regressao {f= 0) pela Analise
de Varidncia.

Nao havendo regressio, a variancia total de ¥ se confunde com a varidncia residual.
Ora, nessas condigdes, essa varidncia comum o% pode ser estimada pela varidncia amostral
de ¥,

Ly -gY S
G2 d (8.58)

(26] Alguns autores empregam esse termo exatamente para designar uma corelagio aparente, porém sem
real efetividade.
[27] Sugerimos que os interessados na questdo resolvam o Exercicio 35 deste capitulo.
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ou pela variancia residual amostral, conforme definida em (8.26) e reformulada em (8.30),
ou seja.

S -0 Sy—8Sa
o Rl sl (8.59)
Relembrando a afirmagdo contida em (3.15), temos que X ( y; - ¥)¥/o% e Z(y, - P) /%
terdo distribuicdes y* com, respectivamente, n —~ 1 & n - 2 graus de liberdade.

Por outro lado, temos que L( ;- 7)? = #25,,. De (8.35), sabemos que, conhecido ¢4,
o teste da hipotese § = O seria conduzido com base em

- G
L Vu (8.60)

-GR/VE;— [/ ’

Elevando ao quadrado ambos os membros dessa relagao, teremos. no primeiro membro,
um »* com 1 grau de liberdade {por definigdo) e, no segundo,

s,
—=.
Oz

Do exposto, resulta que a relagdo (8.57), dividida em ambos os membros por o%,
tefere-se a variaveis y* que satisfazem a propriedade enunciada em 7.1.1. As estimativas
de o'% obtidas a partir dos termos do segundo membro s3o, pois, independentes desde que
H, seja verdadeira e, portanto, seu quociente

F= f-fi (8.61)
S

pode ser usado para se testar, pela Andlise de Variancia, a hipotese H, de nao haver regressao,
de modo andlogo ao visto no Cap. 7. O teste sera sempre unilateral, uma vez que, sendo
falsa /o, 0 numerador tendera a crescer. De fato, sabemos que %S, (=bS,,) corresponde &
parcela de variagdo explicada pela reta de regressao, que sera tanto maior quanto mais
significativa a regressao.

Do exposto, segue-se que a variavel de teste £, conforme definida em (8.61), tera
v, =1ev,=n-2,devendo, pois, ser testada pela comparagdo com o valor Critico £y pz. o
A disposi¢ao pratica para se realizar a Analise de Varidncia nesse caso é dada na Tab. 8.8.

Que o teste descrito € equivalente a0 teste bilateral da hipétese 8= 0 através da expressao
(8.35) fica claro do fato de que o F é o quadrado do ¢,.; quando 8 = 0, e de que, conforme
vimos no item 3.4.7, a distribuicdo #; , equivale a de £2, donde Fy_,.5 o = 32 @2 2.

O importante nessa analise é, mais uma vez, notar como a soma de quadrados correspon-
dente a variagdo total foi “quebrada” em duas parcelas: uma explicada pela regressao e
outra residual sobre a regressao, isto &, atribuida ao acaso. Veremos, nas analises seguintes,
que o que se fara é, mucatis mutandis, exatamente a mesma coisa. - :

128] Mas 030 255 o, OIS 0S valores F> F| ,. 2, o correspondem aos valores 16l > Zn.5. a2
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Tabela 8.8 Disposi¢do pratica para a Anilise de Variancia

Fonte de Somade | Grausde Quadrado F F

variagdo | quadrados | liberdade médio @
ida 3 s

eag, | 5 ! b5, =53 | Fur
. s, -5S

Residual | S, -4%S, | n-2 | sk= —é”—n_—zi

Total Sy n-1

EX MO i S SR

Testar pela Andlise de Varidncia a existéncia de regressdo linear, para os dados
do exemplo visto em 8.4, 20 nivel de 5% de significancia.

SOIUCEO N A A S R

Vamos testar as hipoteses
Ho: ﬁ = 0.
) H1: ﬁ # O .
e, se rejeitarmos Ay, ficard estatisticamente provada a existéncia de regressao
linear ao nivel & = 5%.
“No desenvolvimento dos exemplos anteriores, ja obtivemos:
5” '= 2,06, n= 82
.82
bzs,, =5, = i=(9i=19717
-b S =2, 06 1,9717 0,0883.

“Temos, pois. os elementos para montar o quadro da Andlise de Variancia,
dado na Tab. 8.9, no qual o F critico é Fy. 4, 5% - Como F= 134,13 >> 5,99,
rejeltamos folgadamente Ho, € existe regressao '

Tabela 8.9 Quadro da Andlise de Varidncia
Fontede | Somade | Grausde | Quadrado F Fus
variagdo | quadrados | - liberdade médio ,
Devidod | 39717 | 1. 19717 | 13413 | 599
regressao : )
Residual 0,0883 6 0,0147
Total 2,06

Se tivéssemos feito o teste segundo a equagao (8' 35), teriamos obtido
L = 11,59 > ¢, 356 = 2,447. Note-se que, nao considerando erros de
arredondamento, (11,59)2 = 134,13 e (2,447)% = 5,99.
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8.8.2 Anidlise de melhoria

Foi discutido em 8.3 que o problema de regressio pode tornar-se mais complexo pelo fato
de nao conhecermos de antemao o modelo adequado para a equagao que iremos determinar.
Seria, entdo, o caso de investigarmos diversas equagdes ¢ utilizar aquela que melhor se
ajustasse aos pontos experimentais. Em particular, poderiamos desejar encontrar a equacao
de um polindmio que melhor representasse o fenémeno em estmdo.

Essa idéia, entretanto, ndo pode ser levada a efeito em toda sua extensao, pois sempre
encontrariamos um polindmio de grau n — 1 que se ajustaria sem desvio a todos 0s 7 pontos
experimentais. Esse procedimento eminentemente matematico, entretanto, nada teria de
estatistico, e ndo se coadunaria com o escopo da Estatistica Indutiva, como se pode facilmente
compreender.

Surge entao a idéia de se buscarem equag¢des mais elaboradas até o ponto em que a
melhorta de gjuste conseguida em relagao ao modelo anterior seja significativa. Assim, por
exemplo, se vamos procurar a equagao de um polindmio que possa ser considerado satisfatério
para a representagao de um dado fendmeno, acharemos primeiramente a equagao da reta
de regressdo. A seguir, verificaremos se a adogao de uma pardbola ao invés da reta traz
uma melhoria de ajuste significativa. Se isso acontecer, verificaremos se a clibica de regressao
apresenta melhoria de ajuste em relagio 4 parabola, e assim sucessivamente. Em geral se
recomenda prosseguir tal andlise até que duas etapas sucessivas nio tenham produzido
melhoria significativa.(?] Evidentemente a idéia central é adotar o modelo mais simples,
desde que um mais complicado nao produza uma representagao significativamente melhor
do fendmeno.

Veremos, a seguir, como a Analise de Varidncia permite testar a melhoria no problema
da regressao polinomial. Para tanto, continuamos a admitir como hipdtese basica que a
variagao residual seja normal, constante e independente em torno da linha tedrica de
regressao.

O principio da Anélise de Melhoria esta em que a particao da variagdototal, ,,, dada
pela relagdo (8.31) no caso da reta, pode ser, de modo anélogo, verificada para polindmios
de maior grau. Assim, a soma de quadrados devida a variagao residual em torno da reta de
minimos quadrados pode, por sua vez, ser desdobrada em uma parcela de melhoria de
ajuste explicada pela adogéc da pardbola e uma parcela devida a variagdo residual em torno
da parabola, ou seja,

S - i =2~ TV + 20 - I (8.62)

onde yp, designa os valores calculados pela parabola e as somas de quadrados do segundo
membro tém, respectivamente, 1 ¢ 2~ 3 graus de liberdade, e a do primeiro membro, como
sabemos, n - 2.

A Fig. 8.17 procura ilustrar as parcelas de variagdo as quais se referem as somas de
quadrados envolvidos.

129 Notar que o teste visto em 8.8.1 comprova a melhoria da reta y = @ + & em relagdo a y = y. Por outro
lado, a recomendagao do texto deve-se ao fato de nao ser incomum haver uma etapa sem melhoria significatva
e haver melhoria na etapa seguinte.
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Figurs 8.17 Pearcelas de
variaco.

A hipdtese a ser testada € a de ndo haver melhoria de ajuste. Essa hipdtese sera testada,
de maneira semelhante ao teste da regressao linear, por

U - Ji)
F=m— 8.63
3 (8.63)
onde s% é a estimativa da variancia residual em torno da paréabola, sendo dada por
Ui~ e )
2 T SR .
s3 —3 (8.64)

Admitiremos que houve melhoria significativa de ajuste se F> F ,_3. . A Tab. 8.10
mostra como pode ser construido o quadro da Analise de Variancia correspondente.

“Tabela 8.10 — Disposicio prética para a Andlise de Vari4ncia
Fonte de Soma de Graus de Quadrado F F
variagao quadrados liberdade médio «
Melhoria T
deajuste | ©=Z(Jp-J) 1 ® F= 2 | finoe
Residual . R . @
s/apallrgbola ®=}:U,--.Vp,)2 n-3 5;-,2_3
Residual
s/ areta S»,—szn n-2

Acreditamos que a idéia de como estender a analise a ]:olinamios de grau superior
tenha ficado clara pela apresentagio do caso da parabola.l*®] Deve-se frisar que, mesmo
nesse caso, o calculo manual ja é, em geral, bastante trabalhoso. Nesse tipo de analise,
portanto, o emprego de programas de computador é recomendavel.

%] Evidentemente, ao testar a melhoria devida ao polindmio de grau &, teremos 5% = Ty —yx) /(2 - &= 1)
e o valer critico de Fserd £ pape1. o
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Testar se a pardbola de minimos quadrados obtida em 8.6 oferece uma
representa¢do do fendmeno significativamente melhor que a reta, para os dados
do exemplo apresentado em 8.4 (reproduzidos na Tab. 8.6). Usar a = 5%.

SO’UCéO . ]

Ja obtivemos anteriormente a varia¢do residual em tomo da reta, dada pela
soma de quadrados igual a 0,0883, com 7 - 2 = 6 graus de liberdade e
fornecendo, conseqiientemente, s% = 0,0147. Devemos agora, conforme
mostrado na Fig. 8.17, subdividir essa variagdo residual em torno da reta em
duas parcelas: uma referente a melhoria de ajuste da parabola em relagao a
reta, e a outra correspondente 3 variagao residual em tomo da parébola. Note-
se que, obtida uma dessas parcelas, a outra pode ser calculada por diferenga.

Podemos calcular diretamente a variagao residual em torno da parabola
mediante

i~ )
ou a melhoria, mediante
2l - Jif

Alternativamente, podemos obter a variagdo residual através da variagao to-
tal explicada pela parabola, medida por

e -5

que é a diferenga entre a variagdo total medida por S,, e a variagdo residual
em torno da parabola

Tabela 8.11 Valores pa.ra o cilculo da melhoria de ajuste

X i o | T | (ViPe)?
1 05 | 0,501 | -0,001| 0,000001
2 0,6 | 0,624 | -0,024 | 0,000576
3 09 | 0779 | 0,121 | 0,014641
4 08 | 0965 | -0,165 | 0,027225
5 1,2 | 1,181 | 0019 | 0,000361
6 1,5 | 1,429 | 0071 | 0,005041
7 1,7 | 1,708 | -0,008 | 0,000064
8 2,0 | 2018 |-0018 | 0,000324
0,048233
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Em qualquer dos casos, necessitamos calcular os valores yp, através da equagio
da parabola que ja obtivemos em 8.6,

p=0,408+0,0772x +0,0155x2.

Esses valores sdo apresentados na Tab. 8.11. Na mesma tabela sao calculadas
as diferengas y; - yp; e seus quadrados, que levam & determinagdo do residuo
sobre a parabola.

Vemos, da Tab. 8.11, que a soma de quadrados correspondente a variagdo
residual sobre a parabola é aproximadamente 0,0482. Podemos agora construir.
o quadro da Andlise de Variancia, dado na Tab. 8.12. A soma de quadrados
correspondente 4 melhoria foi calculada por diferenga.

Como o F calculado foi menor que o critico, devemos aceitar a hipdtese A, de
ndo haver melhoria de ajuste, ao nivel &= 5% de significAncia. Coerentemente,
devemos utilizar a reta para a representa¢io do fendmeno. 1Isso, € claro, nao
quer dizer que a pardbola ndo possa, em verdade, oferecer uma representagzo
methor; entretanto tal nao ficou estatisticamente provado ao nivel de signifi-

¢éncia adotado.
Tabela 8.12 Quadro da Andlise de Varidncia
Fontede | Somade | Grausde | Quadrado F £
variagio | quadrados | liberdade médio %
Melhoria .
de ajuste 0,0401 1 0,0401 4,18 6,61
Residual
sobrea | 0,0482 5 0,0096 -
-parabola .
Residual ' '
sobreareta| 0,0883 6

*
8.8.3 A Analise de Variancia na regresséo linear maitipla

No caso da regressao linear miltipla, 2 Andlise de Varidncia pode também ser usada para
verificar se a equagdo obtida é significativa como explicagdo do fendmeno.

O problema € em tudo semelhante ao discutido em 8.8.1 para o caso da reta, o qual,
alias, é um caso particular de regresséo linear. Assim, também agora temos a variagao total
medida pela soma de quadrados total 5, e/ou pela varidncia total s%, e a variagao residual
em torno do hiperplano de regressdo multipla medida pela soma de quadrados residual ou
pela varidncia residual s%. A diferenga corresponde a parcela da variagao total explicada
pelo hiperplano da regressao multipla. A soma de quadrados correspondente é dada por
R%s,,, onde R é o coeficiente de correlago linear miltipla, conforme definido em 8.7.1. Ou
seja, a soma de quadrados correspondente 3 varia¢ao explicada é dada por

blsl)’+b252)’+“'+bk5b/'
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A diferenca dessa quantidade para com 5, € a soma de quadrados residual. cujo
correspondente numero de graus de liberdade é n~ (R + 1) =2 -4 - 1, pois & + 1 coeficientes
do modelo terdo sido estimados a partir dos resultados amostrais. O namero de graus de
liberdade correspondente & variagao explicada é £ e a condicao de validade da propriedade
vista em 8.1.1 subsiste mais uma vez. Isso permite realizar a Analise de Variancia conforme
indicado no quadro da Tab. 8.14, de maneira semelhante as anteriores.

Por outro lado, o principio da analise de melhoria visto em 8.8.2 pode também ser
aplicado ao caso da regressdo multipla. De fato, é comum encontrarmos problemas em que
uma determinada variavel de interesse ¥, considerada como a variavel dependente no estudo
de regressao, esta provavelmente correlacionada com diversas variaveis consideradas
independentes X, X5, ..., Xz

Admitindo-se que seja um caso de regressao linear multipla, pode-se entao utilizar um
procedimento iterativo de inclusdo sucessiva de variaveis no modelo, até que a inclusao de
novas variaveis ndo contribua significativamente para melhorar o ajuste. O procedimento
para tal € semelhante ao visto em 8.8.2 para a determinagao do grau do polindmio em uma
regressdo a duas variaveist®!l, e ndo julgamos necessario repeti-lo. Para a solugdo desse
problema, diversos procedimentos tém sido desenvolvidos, incluindo os necessarios
programas de computador, devido ao volume de calculo envolvido. Drapper & Smith, na
Ref. 7, recomendam a urlizagao do processo stgpwise. em que sdo incluidas suces-sivamente
no modelo as variaveis independentes mais fortemente correlacionadas com ¥, sendo feita,
apds cada inclusao, uma analise para verificar se alguma variavel ja anteriormente incluida
ndo deva ser descartada. Dessa forma, procura-se chegar a uma equagao que represente
bem o fendmeno sem ser sobrecarregada pela presenga de varidveis que nao contribuem
significativamente para melhor explica-lo. Tais variaveis sdo, em geral, fortemente
correlacionadas com alguma outra que esta incorporada a equagao de regressao, trazendo,
portanto, pouca contribui¢do no sentido de aprimorar ¢ modelo.

Tabela 8.13 Anslise de Variancia aplicada 4 regresséo linear mtiltipla

Fonte de Soma de Graus de | Quadrado F F

variagdo quadrados liberdade médio a

Devido 2 T8, ®

Tegressio 25155y S A = Fhnt-Lo
. k SEM

Residual | S5oM =5, -3/, 4,5, | n-%4-1 5‘2‘=n-k-1

Total Sy n-1

Exempla I

Testar, pela Andlise de Variancia, a significancia da equagéo de regressao li-
near miiltipla obtida no exemplo apresentado em 8.7.

B conforme ja foi dito, podemos, sob certas condigdes, considerar os problemas de regressio polinomial e
linear miiltipla como um 6, bastando, para tanto, considerar x| = X, X3 = X2, ..., X¢ = x%. A diferenca
principal, no que diz respeito a aplicagao de uma analise de melhoria, estd no fato de que, no caso da
regressdo polinomial, ja temos uma ordem natural para efeito de implementagao do modelo, o que néo
acontece no caso da regressao linear multipla.
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3

n=4§

R85, =65, + bS,, =9.455.

e podemos, portanto, montar o quadro da Andlise de Varidncia, dado na Tab.
8.14. 0 quadro nos mostra que a regressao ¢é significativa ao nivel de 1% de

significancia.

Tabela 8.14 Quadro da Analise de Variancia
Fontede | Somade | Grausde | Quadrado F £
variacio | quadrados | liberdade médio 1%
Devido 4 3
regressio 9,455 2 4,7275 41,96 30,82
Residual 0,338 3 0,1127
Total - 9,763

8.9 EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Calcule o coeficiente de correlagio linear de Pearson para os oito pontos seguintes:

(1.1) (4.1) (5.3) (3:2)
(3.4) (4.2) (1.4) (3.3)

Construa o diagrama de dispersao e comente o resultado obtido. FAS

2. Para cinco volumes de uma solugao, foram medidos os tempos de aquecimento em um
mesmo bico de gés e as respectivas temperaturas de ebuli¢ao:

Tempo (min) 20 22 19 23 17
Temperatura (°C) 75 80 75 82 78

a) Calcule o coeficiente de correlagao.
b) A correlagao é significativa, ao nivel de 5% de significancia? /e
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3.

Para os doze pares (x, y) apresentados a seguir:

a) calcule o coeficiente de correlagdo;

b) verifique se podemos afirmar que as variaveis tendem a variar inversamente, ao
nivel de 1% de significancia.

X y X J
35,6 112,4 34.8 113,0
37,7 109,1 38,2 108,5
37,3 108,8 36,8 112,0
35,2 111,2 37,5 110,2
38,2 109,4 39.0 107,9
36,4 110,6 36,3 109.4

Jogue dois dados distintos vinte vezes e anote os pares de pontos obtidos nessa experién-
cia. Sabendo que os pontos dos dois dados sdo variaveis teoricamente independentes,
calcule o coeficiente de correlagdo entre os pontos obtidos e interprete o resultado.

Qito alunos sorteados entre os da segunda série de um curso de Engenharia obtiveram
as seguintes notas nos exames de Calculo e Fisica:

Aluno 1 2 K] 4 5 6 7 8
Calculo 4,5 6,0 3,0 2,5 5,0 5,5 1,5 7.0
Fisica 3,5 4,5 3,0 2,0 5,5 5,0 1.5 6,0

Com base nesses dados, pode-se ter praticamente 99% de certeza de que os alunos
mais bem preparados em Calculo também o sejam em Fisica?

Sete pares de valores forneceram:

X 1 2 3 4 6 8 10
y 10 7 9 5 6 3 2
a) Calcule o coeficiente de correlagio linear.

b) Verifiqgue se podemos afirmar que o coeficiente de correlagio populacional é infe-
rior a -0,4, aos niveisa=5% e a = 1%.

Calcule o coeficiente de comrelagao de postos para os dados do exercicio anterior.

Sabe-se, de longa experiéncia anterior, que o coeficiente de correlacao entre a densidade
e a resisténcia a flexdo de um certo tipo de chapa de madeira prensada difere um tanto
de lote para lote, permanecendo, porém, sempre dentro do intervalo 0,60 a 0,80. Tendo
chegado um grande carregamento dessas chapas, deseja-se sortear um certo niumero
delas para determinar, através dessa amostra, o citado coeficiente de correlag@o para
esse lote especifico, dentro de +0,03. O nivel de confianga minimo exigido é de 90%.
Quantas chapas devem ser sorteadas ?
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9.

10.

11.

12.

13.

Temos a seguir as alturas, em centimetros, de dez atetas que participaram de uma
competicao de salto em distancia, dadas em fungao das classificagdes obtidas pelos
atletas. Esses dados indicam uma influéncia favoravel da altura nos resultados obtidos,
ao nivel de 5% de significdncia?

Classificagao Altura Classificagao Altura
12 178 6° - 172
2?7 180 7° 170
3° 172 8? 167
4° 168 9?2 170
5° 175 10° 171

Um banco possul oito agéncias em certa praga. Desejando verificar a afirmagio de que
um maior numero de funcionarios leva a uma ineficiéncia maior no servigo, o gerente
geral relacionou o nimero de funcionarios por agéncia (x) e a classificagdo das agéncias
segundo sua eficiéncia dentre todas as agéncias do banco (). Ao nivel de 5% de
significancia, qual a conclusao? Os resultados obtidos foram:

X 9 15 12 12 13 20 22 17
y 8° 132 62 22° 15* 36° 29° 31°

Dados os sete pares de valores experimentais abaixo (x;, ), estabelecer a regressao
linear y = q + bx, calculando os coeficientes a e & pelo método dos minimos quadrados,
supondo os valores x; isentos de erro.

X, 0 2 4 6 g8 10 12
ye 1 2 6 9 11 14 20

Ajuste uma reta de minimos quadrados aos dados abaixo, adotando: a) X como variavel
independente; b) ¥ como varidvel independente. Verifique se as duas equagdes obtidas
correspondem A mesma fungao implicita.

x 2 4 5 6 7 10 12
Y 9 9 7 4 5 -3 1 FAN

A velocidade maxima de automéveis Formula 1 com motores de mesma poténcia é
fungdo, entre outras varidveis, do peso do veiculo, no intervalo entre 700 e 800 kgs.
Assim, verificou-se qual a velocidade méxima atingida em uma reta de 1.200 m. Os
resultados foram: '

Peso (kg) 790 780 770 760 750

Velocidade
méxima (km/h) 280 284 291 295 301

Qual a velocidade esperada para um veiculo de 730 kg? [Sugestdo: transforme as
variaveis.]
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14.

15.

16.

17.

18.

Obtenha uma equagao de regressao adequada para os dados que seguem. Represente a
equagao obrida em um diagrama de dispersao.

X 1 2 3 4 5 6 7 8
B4 1.4 2.3 3.2 4.4 9.2 11,0 17,0 224

0 alongamento de uma mola foi medido em fungdo de seis valores de ¢arga aplicada.
Obtiveram-se:

Carga (kg) 1 2 3 4 5 6
Alongamento (cm) 0,5 1,0 2,0 2,5 4,0 5,0

a) Estabelega a equagdo da regressao linear aplicavel.

b) Por um método & sua escolha, teste a significincia dessa regressao ao nivel a = 1%.

No come¢o de um determinado més, as cotagoes de uma empresa na Bolsa de Valores
apresentaram-s¢ como no quadro que segue. Considerado um modelo linear, qual a
melhor estimativa para o sétimo dia? Pode-se concluir, ao nivel de significancia de 5%,
gue essa agao esteja num periodo de baixa?

Dia Valor da agéo

3.8

3.4

3.1

2,4

2,0 S

[, WY -G ¢ B S Y

Dados os valores seguintes de ¢ (horas de tratamento térmico} e de R (resisténcia a
tra¢ao de um ago, em kg/mm?), pode-se afirmar, ao nivel de 2% de significancia, que R
depende de £7 Admitida uma dependéncia linear, qual seria a equagao da reta de regressao
de R em fungdo de 2

¢ 1 2 3 4 5 6 7 8
R 48,7 50,2 498 51,0 S1.,7 51,2 51,6 51,8 VAN

A teoria de certo fendmeno prevé que a variavel adimensional y varia em fungao da
temperatura absoluta 7 segundo a lei linear y = g7+ F, onde g e £ 530 dois parametros
fixos. Determine um intervalo de 90% de confianga para g e teste a existéncia da
regressao, com base nos seguintes dados:

T (K) 300 350 400 450 500 550 600
Y 5.2 5.4 5,7 6,2 6.6 6.8 7.0
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19.

20.

21.

22,

Numa experiéncia, determinou-se o coeficiente de correlagao linear de Pearson entre a
resisténcia elétrica e a dissipagdo térmica, dada em joules por segundo, para dez
dispositivos eletrdnicos, tendo-se obtido 7 = 0,88. Verifique se esse resultado experi-
mental permite afirmar, ao nivel de 5% de significancia, que a regressao linear da
dissipagao térmica em fungao da resisténcia elétrica explica mais de 50% da variagdo
observada na dissipagiio térmica. E admitido de antemao que a dissipagéo térmica nao
deve ser negativamente correlacionada com a resisténcia elétrica.

Dez pares de valores experimentais (X, ), =1, 2, ..., 10, quando representados num
papel quadriculado, se distribuiram aproximadamente segundo uma linha reta. O
coeficiente de correlacdo entre x e_y, calculado a partir desses dados, resultou igual a
0,707 e o coeficiente de regressao linear &, admitindo-se a variavel x sem erro, igual a
1,60. Sabe-se ainda que 5, = 400. Por experiéncias anteriores envolvendo milhares de
dados, esperava-se obter para & o valor 2,50. Pode-se afirmar, ao nivel de 5%, que a
presente experiéncia contradiz a expectativa?

Numa determinada experiéncia, foram obtidos os seguintes pares de valores (x, y):
X 2 4 6 8 10 12

y 11 9 6 9 7 4

a) Escreva a equagio da melhor reta de regressao de y em relagao a x.

b) Verifique, ao nivel de 5% de significincia, se existe evidéncia suficiente a partir
dos dados experimentais para contradizer a hipotese de que a reta de (a) é paralela
aretay=1,5-0,45x.

O faturamento de uma loja durante seus primeiros oito meses de atividades é dado a
seguir, em milhares de reais.

Meses Faturamento Meses Faturamento
Margo 20 Julho 10
Abril 22 Agosto 40
Maio 22 Seternbro 45
Junho 25 Outubro 60

a) Calcule o coeficiente de correlagdo linear de Pearson para os dados apresentados.

b) Elimine o dado referente ao més de julho, considerando que foi anormalmente
baixo devido a uma brusca, porém passageira, recessao no mercado, e, com base
nos demais pontos, equacione a reta de regressao que melhor se adapte aos dados.

¢) Com base na equagdo da reta determinada em (b), faga uma previsdo para o
faturamento do més de dezembro. Na sua opiniao, essa previsao & otimista ou
pessimista?
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23.

24,

26.

Uma teocria fisica faz prever que y dependera de x segundo a expressao y + C = x’/2p.
onde C e p sao duas constantes numeéricas. Sabendo-se que x é medide sem erro e que
a precisac da medida de y no intervalo experimental aqui considerado é constante,
estime os methores valores de Ce p a partir dos seguintes dados:

X 1 2 3 4 5 6 7
¥ 0.2 0,6 0,8 1.4 2,6 3.2 5.0

[Sugestdo: trate a expressao proposta como um caso particular de regressao curvilinear
redutivel a uma regressao linear.]

Um certo fendmeno fisico segue a lei x(y + 1) = € (x ey variaveis; C e y constantes).
Sabendo que a determinagdo experimental de x é muito mais precisa do que a de y,
estime o melhor valor para a constante € a partir dos pares de valores experimentais
dados a seguir. Com base nesses dados, ao nivel @ = 5% de significancia, existe evidéncia
de que a constante y seja realmente diferente de zero?

x 1 2 5 10 20 50
¥ 270 12,0 100 6,0 6.3 4,8

. Ao se testar, tanto pela Analise de Varidncia como pelo teste da hipétese 8 = 0, a

significdncia da reta de regressdo entre duas varidveis z ¢ w, concluiu-se, ao nivel
o = 5%. que a regressao nao era significativa. Entretanto o coeficiente de correlagio
[inear de Pearson entre z ¢ w foi calculado, obtendo-se 7 = 0,664. Sendo p o valor
tedrico do coeficiente de correlagdo linear entre as duas variaveis, podemos concluir ao
nivel de 5% de significancia que p = 0,27 Justifique sua resposta. .

Com referéncia aos dados do exercicio 18, estabelega intervalos de 95 e 99% de confianga
para:

a) o valor que se esperaria para a média de muitas determinagdes do valor de y a
temperatura de 700 K;

b) o valor que se esperaria para_y se a presente experiéncia prosseguisse até 700 K.

27. As vendas de duas firmas A e B estao relacionadas a seguir, em milhares de unidades.

Ano 1996 1997 1998 1999 2000 2001
Vendas de A 1,0 1,5 3,0 3,5 4,5 5.0
Vendas de B 4,5 5,0 5.5 5.5 6,0 6,0

Ao nivel a = 5%, pode-se afirmar que em 2006 as vendas de A serdo maiores que as
vendas de B? [Sugestdo: suponha linearidade das vendas com o tempo.]
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28. Sabe-se que z varia linearmente tanto com x como com y. Estime, com base nas
resultados experimentais que seguem, o valor mais provavel de zparax=3ey=1.

x 2 2 0 1 2
y 2 0 5 3 4
z 4 6 1 3 2

29. Estabelega a equagao da regressao para os dados que seguem, sabendo que a equagao
tedrica é da forma 2 = ay ¥+,

X 1 1 2 3
Y 2 3 2 1
z 4,0 7.5 16.0 1,8

30. Dados os pontos experimentais que seguem, verifique, pela Analise de Varidncia, se ha
regressao da variavel ¥ sobre a varidvel X.

y 2 3 6 7 8 10 11
x 7 4 6 3 3 2 1

31. Para os pares (x,_y) seguintes, determine:

a) areta de minimos quadrados;
b) a parabola de minimos quadrados;
¢) se existe melhoria significativa de ajuste.

X 1 2 3 4 5
y 0.2 0.5 1,5 3.0 50

32. Na determinagao experimental de sete pares (z, w), obtiveram-se o0s seguintes resultados:
z 2 4 6 8 10 12 14
w 2.4 2,0 1,5 1,5 1,8 3.5 5,0

a) Determine a equagdo da reta de regressao de minimos quadrados aplicavel ao caso.
Use um teste apropriado para verificar se essa regressao linear € significativa ao
nivel a = 5%. Qual a conclusio?

b) Uma parabola de minimos quadrados foi determinada, apés o que foram calculadas
as diferengas d entre os valores dados pela reta e os dados pela parabola, para
cada entrada z, bem como as diferengas @’ entre os valores dados pela parabola e
a média w, para as mesmas entradas z. Os resultados foram:

z 2 4 6 8 10 12 14
d -1.24 0,00 0.75 1,01 0,75 0,00 -1,24
d’ 0,07 -0,78 -1,15 -1,00 -0,36 0,78 2,44

Verifique se a parabola oferece uma representacao do fendmeno melhor do que a reta,
aos niveis usuais.



228 CORRELACAQ € REGRESSAQD

33. Desconfiando-se de que uma certa propriedade w de um dado material variava com a

34.

35.

temperatura x € a pressao z de processamento, foi realizada uma experiéncia que
conduziu aos seguintes resultados:

x (°C) 20 35 50 65 80 95
Z (atm) 1,25 1.25 2,50 2.50 3,75 3,75
w 17 35 58 65 86 109

a) Pode-se afirmar, ao nivel @ = 0,005, que w depende pelo menos de uma das variaveis
xez?

b) Quanto vale o coeficiente de correlagdo maltipla ligando wa x e 27
¢) Qual a melhor estimativa de w para x =20°Ce z= 3,75 aum?

Calcule os coeficientes de correlagao totais e parciais para os dados do problema ante-
rior. Interprete os resultados.

Um revendedor de automoveis abriu duas lojas em uma cidade ¢ anotou as vendas de
cada uma durante os primeiros cinco meses de funcionamento. Os resultados foram:
Més Loja 1 Loja2 Total

1 15 12° 27

2 24" 8 32

3 20 15 35

4 22 22" 44

S 31" 16 47

Foi contratada uma promotora de vendas que permaneceu, em cada més, nas lojas
cujas vendas estao assinaladas por asterisco.

a) Estabelega a previsdo de vendas para o sexto més através da regressao linear
baseada nas vendas totais.

b) Idem, através de regressdes lineares baseadas nas vendas das duas lojas indivi-
duaimente e na introdugdo de uma variavel ficticia. No sexto més, a promotora de
vendas ficard na loja 1.

¢) Estime o efeito proporcional da presenca da promotora sobre as vendas.
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— VESUMIO

A1.1 PROBABILIDADES

A1.1.1 Espac¢o amostral — eventos

Chamamos espaco amostral, ou espago das posstbilidades, ao conjunto S (em geral o mais
detalhado possivel) de todos os resultados possiveis de ocorrer em um experimento sujeito
as leis do acaso.

Qualquer subconjunto de um espago amostral sera um evenzo (A, 8, C, ...), definindo
um resultado bem determinado. Dentre os eventos a considerar, devemos incluir o préprio
espago amostral (evento certo) e o conjunto vazio @ (evento impossivel).

Sédo validas para os eventos as operagdes com conjuntos. Temos, assim, 0s concei-
tos de eventos intersegdo (A N B), reuntdo ou unigo (A v B), mutuamente excludentes
(A nB=0)ecomplementares (AeA taisqueAnA=@eAuid=S5).

A1.1.2 Probabilidade e suas propriedades

A probabilidade ¢ um numero associado a um evento, destinado a medir sua
possibilidade de ocorréncia, gozando, dentre outras, das seguintes propriedades:

a) 0sPA)ST; (A1.1)
by P(S) =1; (A1.2)
¢y P(@) =0; (A1.3)
d) SeA,B, ..., K, sdo eventos mutuamente excludentes,

PAUBGU...UK) =PA) + P(B) + - + PK); (A1.4)
e) P(A)=1-PA); (A1.5)
f) P(AuB)=PA) +PB) - PANB). (A1.6)

(11 Este resumo foi'condensado da Ref, 5, utilizando a mesma notagio daquela obra.
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Uma regra pratica ¢ objetiva para a atribuigao numérica da probabilidade é

_m

P(A) (AL1.7)

sendo:

m o numero de resultados de S favoraveis ao evento A; e

n o nimero de resultados possiveis de S, desde que todos sgjam iqualmente
provdvers.

A1.1.3 Probabilidade candicionada e correspondentes propriedades

Muitas vezes, o fato de sabermos que certo evento ocorreu faz com que se modifique a

probabilidade que atribuimos a outro evento. Denotamos por P(AIB) a probabilidade do

evento A, sabendo que B ocorreu, ou probabilidade de A condicionada a B. Temos

P(AN D)
P(B)

S3o importantes os teoremas que apréSentamos a Seguir.

PAIB)= [PB)#0]. (A1.8)

Teorema do produto

P(An B)= P(A)- P(B\A}= P(B)- P(A|B). (A1.9)
A generalizagao é imediata. Por exemplo,
P(ANBNC)= PA)-P(BIA) PCIAN B). (A1.10)

Teorema da probabilidade total

Sejam A, Az, ..., A, eventos mutuamente excludentes e exaustivos, e B um evento
qualquer de S. Entdo

P(B)=L7., Pl4;)- P(BIA;). (A1.11)

Teorema de BayesP
Nas mesmas condi¢des do teorema anterior,

P(A;)- P(BIA,)

7 =12,..,n. (A1.12)
20 P(A))- P(BIA;)

P(A;18)=

A1.1.4 Eventos independentes

Se P(A|B) = P(A!B) = P(A), 0 evento A é estatisticamente independente do evento B. 1ss0
implica ser B também estatisticamente independente de A. Para eventos independentes, o
teorema do produto fica

PANBA--AK)= P(A)- P(B)...P(K).

(2] Para uma visio mais ampla da importiincia desse teorema, cuja idéia originou a chamada “Estatistica
Bayesiana”, ver a Ref, 1.
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A1.2 VARIAVEIS ALEATORIAS
A1.2.1 Variaveis aleatorias unidimensionais

Varidve! aleatdria é uma fungdo que associa numeros reais aos eventos de um espago
amostral.[®) Em outras palavras, os resultados do experimento aleatorio sao dados nume-
ricamente. O comportamento de uma variavel aleatdria € descrito por sua distribuicdo de
probabilidade.

As variaveis aleatorias podem ser drscretas. continuas ou mistas.

No caso de varidvel discreta, a distribui¢ao de probabilidade pode ser caracterizada por
uma_funcdo probabilidade. que indica diretamente as probabilidades associadas a cada
valor.

No caso de variavel continua, a distribuigao de probabilidade é caracterizada pela fungao
densidade de probabilidade, que é uma fungio continua gozando das seguintes propriedades:

a) f(020; (A1.13)
b) J'bf(x)dr=P(a<Xsb). (&>ay (A1.14)
0) r_f(x)dsz (A1.15)

No caso continuo, um resultado é impossivel se f{x) = 0.

A1.2.2 Funcao de reparticdo ou de distribuicdo acumulada
Essa fungao é definida por
F=PAXsx), W (A1.16)

servindo como alternativa para a caracteriza¢ao da distribui¢ao de probabilidade de qualquer
tipo de varidvel aleatdria. No caso discreto, temos que

Flxo)=Zy<x, PXD) (A1.17)
e, NO caso continuo,
Fixy)= L flxdr, (A1.18)
d
» f@0)= - F0). (A 1.19)

Pl Usamos letras maitisculas (X, Y, ...) para designar as variaveis aleatdrias, e minisculas (x, y. ...) par
indicar particulares valores dessas variaveis.
Elver a nota [3].
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Sao propriedades da fung¢ao de repartigao:

a) 0<FX) <1

b) F(-e)=0:

€} Fl+eo)=1;

d) F(x) é sempre nao-decrescente;

e) Fb) -Flay=Pla<Xsh, &> a)

f) F(x) é continua a direita em qualquer ponto;

g) Fix) é descontinua a esquerda nos pontos de probabilidade positiva.

A1.2.3 Variaveis aleatérias bidimensionais

Um par ordenado de valores aleatérios define uma varidvel aleatdria bidimensional. Uma
distribuigdo de probabilidade bidimensional pode ser discreta, sendo caracterizada por uma
fung3o probabilidade bidimensional tal que

pF zj P(Xf-.}’j) =1 (A1.20)

ou continua, sendoe caracterizada por uma fungao densidade de probabilidade bidimensional
tal que

J:J:f(x.y)dr dy=1 (A1.21)

No caso discreto, definem-se as distribuigdes marginais de X e ¥, respectivamente, por

PX=x)=2 ; P(X1. ) ),

Al.22
P =y =5, Pt y,): (A1.22)

€, no caso continuo, por

an= r SN,
- (A1.23)

= [ S s,
Duas varidveis aleatérias discretas X e ¥ sdo independentes se, para todos os pares (X ),
P,y )= P(X=x;)-P(¥=y,). (A1.24)
Analogamente, no caso continuo, X e ¥ sdo independentes se, para todos os pares (x, y),

Sx5)=gxy-Ap). (A1.25)

A1.2.4 Parametros de posicdo

Esses parametros contribuem para bem localizar a distribuigdo de probabilidade em questao.
Consideraremos a média, a mediana e a moda.
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Média, ou expectancia, ou esperan¢a matematica [, uy, u(X), £(X)].1 E definida,
para variaveis discretas, por

E(X)=u(X)=3; X;P(X;). (A1.26)
€, no caso ¢ontinuo, por

E(X)=u(X)=£{f(ndr- (A1.27)
Se Y é uma variavel aleatoria definida em fungdo de X, temos, também, em cada caso,
E(¥)y=uPy=Z; Y(x:}P(x:} (A1.28)
E(N =ul)= _Ey(nf () dx. (A1.29)

Sdo propriedades da média:
1y E(&) = 4, k = constante; (A1.30)
2) E(kX) =k - E(X); (A1.31)
3) EX: N =EWX) £EW); (A1.32)
4) EXtR)=EX) +k (A1.33)
5) E(X-Y =E(X)-E(Y),XeYindependentes. (A1.34)

Mediana {my]. Divide a distribuigio de probabilidade em duas partes equiprovavsis.

Moda [m,]. E(s30) o(s) ponto(s) de maior probabilidade, no caso discreto, ou de maior
densidade de probabilidade, no caso continuo.

A1.2.5 Parametros de dispersdo

Esses parametros caracterizam a variabilidade das variaveis aleatorias, sendo também de
grande importincia. Consideraremos a variéncia, o desvio-padrao e o coeficiente de variagao.

Varidncia [0?, 0%, ¢2(X)]. E definida por

o%(X) = E[(X - u)’]. (AL.35)
Seu calculo é, em geral, mais convenientemente feito por meio de
o*(X)= E(X*)-[EXOT, (A1.36)

onde, de acordo com (A1.28), £(X?%) ¢ calculado, no caso discreto, por
E(X%)=X; FP(x;) (A1.37)

e, de acordo com (A1.29), no caso continuo, por

E(x?) =_[:-x2f(x’)¢r (A1.38)

(%] No presente texto, demos preferéncia ao uso das notagdes u(X) ou g, para a média das distribuigdes reais
que sao objeto de estudo pela Estatistica Indutiva. No &mbito do Céleulo de Probabilidades, damos preferéncia
a notagdo £(X). que julgamos mais ajustada as distribuicoes das variaveis aleatdrias (hipotéticas) que sdo
em geral consideradas. Por essa razdo, utilizamos tal notagio no presente Apéndice.
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Sao propriedades da variancia:

1) o2 =0 (&= constante); (A1.39)
2) o)X =4k oK) (A1.40)
3) Se X e Ysao variaveis aleatorias independentes,

ciX 1Y) =a%X) + o) (A1.41)
4y o¥X =z k) =o2(X). (A1.42)

Desvio-padrao [o, o, o (X)]. E a raiz quadrada positiva da variancia. Tem a vantagem
de ser expresso na mesma unidade de medida da variavel. Suas propriedades decorrem das
da variancia.

Coeficiente de varia¢io [cv). E definido como o quociente entre o desvio-padrao e a
média, ou seja,

o

=2, (A1.43)
T

E adimensional, sendo uma medida da dispersio relativa.

A1.3 PRINCIPAIS DISTRIBUICOES DISCRETAS

Neste item s3o apresentadas algumas distribuigdes discretas de probabilidade que, pela sua
importancia, merecem um estudo especial.

A1.3.1 Distribuicdo de Bernoulli

Seja um experimento em gue s6 pode ocorrer “sucesso” ou “fracasso”. A variavel aleatdria
tal que X = 1, se ocorrer sucesso, e X = 0, se ocorrer fracasso, tem distribui¢do de Ber-
noulli. Sendo p a probabilidade de ocorrer sucesso, a probabilidade de ocorrer fracasso sera
¢=1-p, e a fun¢io probabilidade da distribui¢io de Bernoulli pode ser descrita por

x | Px)
0
1

-fs <]

Pode-se demonstrar que, para uma distribuigdo de Bemoulli,
EX) =p, (A1.44)
o2(X) = pg. (A1.45)

A1.3.2 Distribuicdo binomial
Seja um experimento tal que:

a) sao realizadas n provas independentes;
b) cada prova é uma prova de Bernoulli, ou seja, s6 pode levar a sucesso ou fracasso;
¢) a probabilidade p de sucesso em cada prova é constante (logo, ¢ também é).
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Nessas condigdes, dizemos que a variavel aleatéria X, igual ao numero de sucessos obtidos
nas n provas, tem distribui¢ao binomial. Pode-se mostrar que

P(X:k):(:]p"q"'"', E=012...7 (A1.46)
onde (1)(®] representa o nimero de combinagdes de 7 elementos & a £. Para uma distribuicio
binomial de pardmetros 2 € p, temos que

(XY= E(X)=np, (A1.47)
a*(X)=npq =np(1- p). (A1.48)

A1.3.3 Distribuicdao de Poisson
Se fizermos p = 0 e n — « em uma distribuigao binomial, mantendo-se constante o produto
P = np, aexpressao (A1.46), no limite, passa a ser

kp-ut
P(X=k)=ﬂ;

Essa expressdo define uma distribuigdo de Poisson com média u. Pode-se demonstrar
que, para uma distribui¢ao de Poisson, a varidncia é igual a média.

£E=012...1. (A1.49)

A1.3.4 Distribuicdo geométrica

Seja X o namero de repetigdes de uma prova de Bernoulli (com p constante) até a ocorréncia
do primeiro sucesso. A varidvel aleatoria X tera distribuigdo geométrica e

PX=k=pgt'. k=123, .. (A1.50)
Pode-se mostrar que
1
E(X)=—, Al.51
X1 7 ( )
ox)=<L. (A1.52)
Vi

A1.3.5 Distribuicdo hipergeométrica

Seja um conjunto de N elementos, dos quais 7 tem uma determinada caracteristica (7 < V).
Sendo extraidos ao acaso » elementos sem reposi¢do, a variavel aleatoria X, igual ao namero
de elementos extraidos que possuem a referida caracteristica, tem distribui¢do dita

hipergeomeétrica e
[r] ) [ N- r]
PX=k)= \k) \n-% )

)

(A1.53)

e [, _nn-1..(n~£+1)
k)T Rn-B T k(k-1...2-1
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Pode-se mostrar que

E(X)=np. (A1.54)
o’(X)= (Zhy Non (A1.55)
onde
=L
7=
e
N-r
==

A1.4 PRINCIPAIS DISTRIBUICOES CONTINUAS

Neste item sdo apresentadas algumas distribuigdes continuas de probabilidade, também de
grande importancia.

A1.4.1 Distribuicdo uniforme ou retangular

Temos essa distribuigdo quando a probabilidade esta igualmente distribuida em um intervalo
[, 5]. Sua funcdo densidade de probabilidade ¢

1
f(x)_m. paraasx s,

(A1.56)
Sx)=0, para qualquer outro valor.
Pode-se mostrar que
Exn=42 *b (A1.57)
o*(X)= Q-l'z—“)-. (A1.58)
A1.4.2 Distribuicdo exponencial
Essa distribui¢do € definida pela fungdo densidade de probabilidade
= 1p=Ar

S =2, x20, (A1.59)

S0=0, x<0.
A Fig. Al1.1 mostra o aspecto tipico do grafico de uma distribui¢ao exponencial. Pode-
se mostrar que

E(0= (A1.60)

’

ol

(A1.61)

ul“‘

oim
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9
A
A
Figura A1.1 Distribuigso > X
exponencisl. 0

A1.4.3 Distribuicdo normal
Essa importante distribui¢do é definida pela fun¢do densidade de probabilidade

Yz
f(1)=-a71-2-;e 2( ‘ ) — 00 < X < oo, (A1.62)

Vemos que uma distribuicdo normal fica perfeitamente caracterizada pelo conhecimento
dos pardmetros u e o, que s3o, conforme a propria notagdo sugere, sua média e seu desvio-
padrdo. O aspecto caracteristico de seu grafico € mostrado na Fig. A1.2, onde u-c6eu+ o
sao os pontos de inflexao da curva.

Sao importantes o teorema do limite central e o teorema das combinagoes lineares,
relacionados com a distribuicio normal.

Teorema do limite central. Esse teorema, em geral apresentado sob diversas formas,
afirma, em esséncia, que, sob condigdes bastante gerais, uma varidvel aleatdria, resultante
de uma soma de n variaveis aleatdrias independentes, no limite, quando 7 tende ao infinito,
tem distribui¢do normal.

Teorema das combina¢des lineares. Esse teorema afirma que uma variavel aleatéria
obtida pela combinacéo linear de variaveis aleatérias zormais independentes tem também
distribuigdo normal.

Figura A1.2 DistribuicSo normal.

B L G A

[ T T DA

G p-3c

Q
=
kS
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A1.4.4 Distribuicdo normal reduzida ou padronizada

E a particular distribuigao normal com média O e desvio-padrao 1. Devido a sua importancia,
distinguiremos a variavel normal reduzida das demais normais denctando-a pela letra Z.

A distribui¢do da variavel Z ¢ apresentada na Tab. A6.1. Entrando-se com um particu-
lar valor z,, a tabela fornece P(0 < Z < ), 0 que corresponde a area sombreada na Fig.
Al.3.

Desejando-se obter a area entre a média 4 e um ponto x, qualquer, em uma distribui¢ao
normal genérica, basta calcular o valor padronizade correspondente a x, mediante

zo= 2ol (A1.63)
c

e entrar na Tab. A6.1, a qual fornecera diretamente P(0 < Z € 2p) = P(u S X € Xp). Outras
probabilidades podem ser obtidas a partir dessa, com base na simetria da distribuigdo e por
meio do uso inteligente da tabela.

Figurs A1.3 Distribuicso normal reduzida.

A1.4.5 Aproximacoes pela normal

Como conseqiiéncia do teorema do limite central, distribuigdes resultantes da soma de
variaveis aleatérias independentes podem ser aproximadas pela “curva normal” desde que
0 numero de parcelas somadas seja suficientemente grande. Enquadram-se nesse caso,
eatre outras, as distribuigbes binomial e de Poisson.

Em geral se considera que, se np 2 5 e ng 2 5, ja se pode aproximar uma distribuicao
binomial pela normal de mesma média ¢ = np e mesmo desvio-padrao ¢ = Vnp
Analogamente, se u 2 5, j& se pode aproximar uma distribui¢do de Poisson pela normal de
mesma média u e mesmo desvio-padrio o= Vu

Ao fazermos tais aproximagdes, em geral é recomendivel (e mesmo, as vezes,
indispensavel) uma corregdo de continuidade, devido ao fato de estarmos aproximando
distribuicdes discretas por uma outra continua. Essa corregao consiste em, s¢ desejarmos
P(X = k) na distribuicdo discreta em questdo, calcular P(2 - 3 < X<k + 1) na distribui¢ao
normal. Em decorréncia, se desejarmos, por exemplo, Pk, < X S k;), &, e &, inteiros, na
distribuigao discreta, calcularemos P(%; + 3 S X < %, + ) na distribuicdo normal, etc.



codificacdo
dae dados

Para efeito do calculo manual, ou mesmo usando calculadoras de mesa, muitas vezes é
recomendavel usar uma codificagio dos dados, que pode introduzir grande simplificagao no
célculo. Vamos ilustrar isso utilizando uma codificagao linear para calcular a média e a
variancia dos dados referidos na Tab. 2.6.

Vamos fazer uma transformagao da forma
z =%iXe (A2.1)

onde /4 € a amplitude das classes de fregliéncias e x, é uma constante convenientemente
escolhida. No caso # = 5 e fagamos xp = 57. Teremos entdo a Tab. A2.1:

TR A T -
Tabela 2115 Csiculo gavmédine variancia com dados codificados -
Classes
(Hmjts reais) .f; Ai Zi Z}_ﬁ Zif;
39,5—44,5 3 42 -3 -9 27
44,5 — 49,5 8 47 -2 -16 32
49,5 — 54,5 16 52 -1 -16 16
54,5 — 59,5 12 57 0 0 0
59,5 — 64,5 7 62 1 7 7
64,5 — 69,5 3 67 2 6 12
69,5 — 74,5 1 72 3 3 9
50 =25 103
Aplicando (2.5) e (2.16) para os valores z;, temos
s_2Z%iJi _
=-0,
=" so >
2 £ _ 2 - 2
si= 22 fi-(E2 ) /n_103-(=25) /505L847.

n-1 49
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A transformacao inversa. que leva de z para x, é
X; = hz; + X,.
Logo, lembrando as propriedades da média, resulta
E = }IE‘F XO
¢. lembrando as da variancia, tem-se
s2 =Kt
Portanto, no presente caso,
¥=5(-0.5)+57 =545,
52 =25-1,847 = 46,175.

Cdlculo dos tndices de assimetria e curtose”

(A2.2)

Usando a mesma codificacdo, vamos calcular agora os indices de assimetria e curtose,

referentes aos dados da Tab. 2.6. Para tanto, usaremos a Tab. A2.2.

Tabela A22 . Célc;ilo dos momentos centrados de terceira e quarta ordem com dados
. Godificados - - ' .
(li.mit&s reaus) .j; X; Z; zl'ﬁ ﬁfl z:ffr 21 fl
39,5 — 44,5 3 42 -3 -9 27 -8 243
44,5 —49,5 8 47 -2 -16 32 - 64 128
49,5 — 54,5 16 52 -1 -16 16 -16 16
54,5 —159,5 12 57 0 0 0 0 ¢
59,5 — 64,5 7 62 1 7 7 7 7
64,5 — 69,5 3 67 2 6 12 24 48
69,5 — 74,5 1 72 3 3 9 27 81
50 =25 103 -103 _ 523
Aplicando as expressdes (2.26) e (2.28), temos
3 2 _
m(z) = 24 f _3521'_&. +27 = 2103 _3(_0_5)E +2(-0,5)* =0,78,
n 078 n 50 50
Ay = — =0,310.
> ,36)

Por sua vez, utilizando (2.27) e (2.30), temos

4 3 2
m(n) = ZLi gs2ES o RIS 5z

Rl ) BRPVPCE
=54 0,5) = K05 =5
7,555
= =221,
“ (1,81)2 z

4 -

-3(-0,5)" =7,558,

lembrando que os coeficientes @3 e a4 530 exatamente os mesmos para os dados originais
ou codificados, pois a codificagao afeta-lhes igualmente o numerador ¢ 0 denominador.



Um exemplo de
inducdo
bayesiana

Vamos nos reportar ao exemplo apresentado em 4.2.2, como ilustragao do critério de mdxima
verossimilhanga. Temos, pois, uma caixa contendo dez bolas, § das quais sao pretas e
10 - S5 brancas. Queremos, agora, estimar S usando o critério de Bayes, sabendo que, de
quatro bolas retiradas com reposi¢ao, uma foi preta e trés foram brancas. Para tanto, devemos
conhecer a fungio de perda associada ao erro da estimativa, bem como uma distribuigio de
probabilidade « prioril”) para os possiveis valores do parimetro S, isto &, do nimero de
bolas pretas na caixa. Como ndo temos qualquer informagéo a respeito de S, vamos admitir
como sendo equiprovéavel a distribui¢io de probabilidade a priori de S, ou seja,

| =

PS=0)= (=012,...,10).

—

1
Por outro lado, vamos admitir que a fungdo de perda seja

o(S)= k(S -SP, (A3.1)

onde § ¢ a estimativa adotada para o parametro S e & ¢ uma constante. Vimos, no Cap. 4,
que a probabilidade de sairem trés bolas brancas e uma bola preta é dada, em fungao
de 8, por

%(S) = P(e]S5) =r510.5.5(1o—5)3. (A3.2)

onde ¢ esta representando a particular evidéncia experimental admitida no nosso caso.

Usaremos, a seguir, a notagio S; para designar a condigdo S=7 (/=0, 1, 2, ..., 10).
Aplicando a férmula de Bayes, dada em (A1.12), temos

PS,)- Plel S;)

P(S, | 3) = P(,E)

(A3.3)

[71 O termo “a prior™ é comumente usado em indugio bayesiana para indicar “antes de ser conhecido o
resultado experimental”.
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onde P(g) pode ser calculada, conforme (A1.11), por

Pe) =2, FS) - PelS). (A3.4)
Logo. temos
PS) PelS)  PELS)

= , (A3.5)
TP PElS) | % PElS)

F(S, l£)=

pois todas as probabilidades £(S,) sao admitidas iguais.

Vemos que, conforme sempre ocorre se a distribui¢do g priory é suposta equiprovavel.
as probabilidades P(S;l€) sao proporcionais as P(¢| 5;), com ¢constante de proporcionalidade
iguala 1/3;P(elS). Ora, as probabilidades P(el 5,) s3o dadas na Tab. 4.1, e sua soma fornece

3, PElS) - 4.917
2.500°
2 500 (A3.6)
Tendo em vista (A3.2), temos. pois,
P(S;le)= -5,(10-5,7%, (A3.7)

4917 917

sendo que 05 valores S;(10 - 5)3 sao os numeradores dos valores dados na Tab. 4.1.
Devemos agora calcular, para cada estimativa S, qual a perda esperada a posteriori da

verificagao experimental ¢. A expressdo (A1.28), aplicada a nossa fungao de perda, fornece

Eo(S) €] =5, &S -5;2- P(S; | €) = $i(S -5, PS:{10-5)°. (A3.8)

Rk
4917

Logo, podemos nos basear no minimo valor da quantidade (4. 917/k)£[v($)le] para a
gbtencao da estimativa bayesiana. A Tab. A3.1 ilustra o calculo de tal quantidade para
§=1,2,3,4,5, ficando claro que a estimativa bayesiana é S = 3, sendo essa a estimativa
que minimiza a perda esperada, cujo valor minimo é proporcional a 15.708.

R LR ) b G RV L
[ Tabela 43,1 Caliulo a5 perdas speradas & meios S Roreuai A ST AL AL
2 _ Y2 ¢, <3
s |soosp $-5) ($-5)251{10-5)

S=1| 8=2| 3=3 | 3=4 | 3=5| §=1 | $=2 | 8=3 | 8=4| 3=5
0 0 1 4 g 16 25 0 0 a 0 0
1 729 0 1 4 9 16 0 729 | 2916 | 6.561 | 11.664
2 1.024 1 0 1 4 9 1.024 0| 1.024| 4.096| 9.216
3 1.029 4 1 ¢ { 4 4.116 |. 1.029 0| 1.029] 4116
4 864 9 4 1 0 1 7.776 | 3.436 864 0 864
5 625 16 9 4 1 0 10.000 { 5.625 | 2.500 625 0
6 384 25 16 9 4 1 9.600 | 6.144 | 35456 | 1.536 384
7 189 36 25 16 9 4 6.804 | 4.725| 3.024 | 1.701 756
8 64 49 36 25 16 9 3136 | 2304 1.600 ] 1.024 576
9 9 64 49 36 25 16 576 44] 324 225 144
10 0 81 69 49 36 25 0 0 0 0 0
43.032 | 24453 | 15.708 | 16.797 | 27.720




Funcoes
densidade de

probabilidade
das distribuicoes x?, te F

A4.1 — DISTRIBUIGOES »2

(xe)wz—l .e-z%/z
Suh={ 2v2.1(v/2) '
0, 12 <0,

2220,

onde I'(x) é a_fungdo gama, dada por

Ix)= f:*"e“du

€ que consiste numa generalizagao da nogio de fatorial, pois, se x-é inteiro, I'(x) = (x - 1)!

A4.2 — DISTRIBUICOES ¢t

= r[(v+1)/2)
Tn_t;l‘(v 1 2)(L+ 22 7 v)reni2

—o00 < f, < +oo,

S&)
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A4.3 — DISTRIBUICOES F

q(vl + VZ) / 2] . v;’I /ngz/ZFVllltézZ-I
r(vl / z)r(vz / 2) (VZ + V]Fyhyz )(V‘+v2)/2 '
f(Fv,,vz ) =

£,

v 20,

0, £, <0.
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o k3,

Demonstracoes
referentes ao
cap. 8

AS.1 RELACOES (8.33)
S.
a) u(b)=u[§‘1] =;1—u(5,y).

pois a variavel X é suposta nao-aleatdria. Mas

wSy) = u[El; - X)) =Zx, - X))
= Z(x; —X)(B +Bx)
Usamos aqui o fato de que os valores médios de ¥ sdo dados em fungéo de X pela linha
tedrica de regressdo. Como X (x, - X) = 0, podemos escrever

WSy) =aX(x, - X)+ B x,(x; - X)
=BLx (x,-X)-pri(x; - I)
=BE(x; —})().’,* "E)=ﬁ5a

1
~ () -E-_‘ﬁsn'- B.

x

5 1
b) o’b)=0’ {;EJ= ?62(547).

0*(Sy) = 07 [X( £~ Ty ] = T&[(x = Xy
=2(x; - 2 6?()).
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Nessa passagem foi usado o fato de que os y; sao independentes. Como supusemos a
variacao residual constante, temos:

Q) oSy =E(X XV} = F S

1 ¥
. oib) = — 625, ==&

A5.2 RELAGOES (8.37)

a) Mma)=p(y-x)=puZ y; / n)-Xu(b)
= %Zﬂuﬂ—ﬁh%ﬂwﬂxf)—ﬁ?

b) (@) =c=fy—bf)=oz(y)-fzcz(b).

4 1 n
62(.}’)_62 ZTy]':;l'z'zazU’/):;Zi:lci
1 2
=-n;2-ncz,,=2:.
o2 (b)=2£,
Ser
1 7 1 P
cz(a)-oz{—+-§;]=cf,[—+(§2; 2 ]
o2, B +E XY
A s,

Lembrando (8.5), temos

AT xI-E )Y +(Tx)Y oiIx?
ca)=63 - s, = ;-5}: .

AS.3 RELACOES (8.38)

Vma+bx = y-bX +bx' = y+ Hx - %),
L k() = @)+ ) = o+ fr,
6?(J) =a? (i +{x' - XYa(b)

2 2 ’ ¥12
o . g 1 (x¥-x
=82 g2 3F g2 _+(___.)_}
n g
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Tabela A6.1 Distribuigio normal — valores de PO'SZ<20) . ...

0 1 2 S 4 5 6 7 8 9

0.0000 | 0,0040| €.0080 | 0,0120 | 0,0160 | 0,0199 | 0,0239 | 0,0279 | 0,0519 |0,0359
0.0398 | 0,0438| 0,0478 [ 0.0517 | 0,0557 | 0,0596 | 0,0636 | 0,0675 | 0,0714 [ 0,0753
0,0793 | 0.0832| 0,08711 0,0910 [ 0.0948 | 0,0987 | 0,1026 | 0,1064 [ 0.1103 | 0,1141
0,1179 | 0,1217] 0,1255] 0,1293 | 0.1351 | 0,1368 | 0,1406 | 0,1443 | 0,1480 | 0,1517
0,1554 | 0,1581/ 0.1628 | 0,1664 | 0,170C | 0.1736 [ 0,1772 | 0,1808 | 0,1844 | 0,1879

0,1915 | 0,1950| 0,1985| 0.2019 | 0,.2054 | 0.2088 | 0,2123 | 0,2157 | 0,2190 | 0,2224
02257 | 0.2291( 0,2524 | 0.2557 | 0,2389 | 0,2422 | 0,2454 | 0,2486 | 0,2517 | 0,2549
0,2580 | 0.2611| 0,2642 ] 0.2673 | 0,2703 | 0,2734 ( 0,2764 | 0,2794 | 0,2823 | 0,2852
0,2881 | 0.2910 | 0,2939 | 0,2967 | 0,2995 | 0,3023 | 0.3051 | 0.3078 | 0.3106 | 0.5133
0.5159 | 0,3186| 0,3212 | 0,3238 | 0,3264 | 0,3289 | 0.3315 | 0,3340 | 0,3365 | 0,3389

05413 | 0,3438| 0,3461 | 0,3485 | 0,3508 | 0,3531 | 0,3554 | 0,3577 | 0.3599 | 0,3621
0.3643 | 0,3665| 0,3686 | 0,3708 | 0.3729 | 0,3749 10,3770 | 0,3790 | 0,3810 | 0,3830
0,3849 | 03869 0,3888 | 0,3907 | 0,3925 | 0,3944 [ 0,3962 | 0,3980 [ 0,3997 |0,4015
0,4032 | 0.4049| 0,40661 0,4082 | 0,4099 | 0,4115(0,4131 | 0,4147 | 0,4162 (0,4177
0,4192 | 0,4207| 0,4222 | 0,4236 | 0,4251 | 0,4265 | 0,4279 | 0,4292 | 0,4306 10,4519

0.4332 | 0,4345( 0,43587 | 0,4370 | 0,4382 | 0,4394 | 0,4406 | 0.4418 | 0,4429 | 0.4441
0.4452 | 0,4463 | 0,4474 | 0,4484 | 0,4495 | 0,4505 | 0,4515 | 0,4525 | 0,4535 | 0,4545
0,4554 | 0,4564 0,4573| 0,4582 | 0,4591 | 0,4599 [ 0,4608 | 0,4616 | 0,4625 | 0,4633
0,4641 | 0,4649| 0,4656 | 0.4664 | 0,4671 | 0,4678 | 0,4686 | 0,4693 | 0,4699 | 0,4706
04713 | 0.4719| 0,4726| 0,4732 | 0,4738 | 0,4744[0,4750°| 0,4756 | 0,4761 | 0,4767

0,4772 | 0,4778| 0,4783 | 0,4778 | 0,4793 [ 0,4798 | 0,4803 | 0,4808 | 0,4812 |0,4817
0,4821 | 0,4826| 0,4830 | 0,4834 | 0,4838 | 0,4842 | 0,4846 | 0,4850 | 0,4854 |0,4857
0.4861 | 0,4864| 0,4868 | 0,4871 | 0,4875 | 0,4878 | 0,4881 | 0,4884 | 0,4887 | 0,4890
0.4833 | 0,4896| 0,4898 | 0.4901 | 0,4304 | 0,4906 | 0,4909 | 0,4911 | 0,4913 | 0,4916
0,4918 | 0,4920( 0,4922 | 0,4925 | 0,4927 | 0,4929 | 0,4931 | 0.4932 | 0,4934 | 0,4936

0,4938 | 0,4940| 0,4941 | 0,4945 | 0,4945 | 0,4946 | 0,4948 | 0,4949 | 0,4951 (0,4952
0,4953 | 0.4955| 0,4956 | 0,4957 | 0,4959 | 0,4960 | 0,4961 | 0,4962 | 0.4963 | 0,4964
0,4965 | 0,4966| 0,4967 | 0,4968 | 0,4969 | 0,4970 [ 0,4971 ( 0,4972 | 0,4973 | 0.4974
0.4974 | 0,4975( 0,4976| 0.4977 | 0,4977 | 0,4978 | 0,4979 | 0,4979 | 0,4980 | 0,4981
0,4981 | 0.4982| 0,4982 | 0.4983 | 0.4984 | 0,4984 [ 0,4985 | 0.4985 | 0,4986 [0,4986

0,4987 | 0,4987| 0,4987 | 0,4988 | 0,4988 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4989 | 0,4990 (0,4990
0,4990 | 0,4991( 0.4991| 0.4991 | 0,4992 | 0.4992 | 0,4992 | 0,4992 | 0,4993 |0,4993
0,4993 | 0,4993| 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 | 0,4994 | 0,4995 | 0,4995 (0.4995
0,4995 | 0,4995| 0,4995 | 0,4996 | 0,4996 [ 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 | 0,4996 (0,4997
0,4997 | 0,4997| 0,4997 | 0,4997 | 0.4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 | 0,4997 |0,4998

0,4998 | 0,4998| 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998 | 0,4998
0,4998 | 0,4998( 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0.4999
0,4999 | 0,4999| 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999
0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0,4999 | 0.4999
0,5000 | 0,5000| 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000 | 0,5000
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APENDICE 6 — TABELAS

|ihbela A63 Distribuicdes £ de Student — valores de #, », onde P=P(4, 2 £, 7)

P

v
0.10 0,05 0,025 0,01 0.005
1 3,078 6,314 12,706 31,821 63.657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 9.925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3.747 4,604
S 1,476 2015 2,571 3.365 4.032
6 1,440 1,943 2.447 3,143 3.707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3.499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1.383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,572 1,812 2228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3.106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3.085
13 1,350 1.771 2,160 2,650 3.012
14 1,345 1.761 2,145 2,624 2,977
15 1,541 1,753 2,151 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1.333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,528 1.729 2,095 2,539 2,861
20 1.325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2.518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
S0 1,299 1,676 2,009 2,403 2,678
80 1,292 1,664 1,990 2,374 2,639
120 1,289 1,657 1,980 2,351 2,618
oo 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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APENDICE 6 — TABELAS
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Tabela A6.5 Nitmeros 20 acaso

2519 64 82 84
2302414604
5585 66 96 28
68 45 19 69 59
69 51462985

6274299224
44 31 52 43 07
28 30 62 58 83
3514 82 56 80
18 88269554

6103912248
44 06 03 09 34
65 68 62 42 45
22 0652 26 39
0102140305

64 94 63 15 07
19 83 94 62 94
1308 60 46 28
5978987614
4500264385

6685120027
48 28 01 51 92
95 68 45 52 45
36090301 86
3593814595

3731612898
6642 19 24 94
3565781235
76320619 35
43 33 42 02 39

9461470310
1313 38 6996
9159113844
2295301929
20 398495 61

67 80 84 41 26
7669762413
2331487574
5774432090
58 22 04 02 99

888459 69 14
4383101324
05 30 08 46 32
20253670 69
99 78 78 83 82

7732828189
1832848504
90049356 16
3832110101
43 67 16 38 95

2831934394
97 1921 6334
82803714 20
03 6803 1360
6516581101

8773193847
69 3317 03 02
56 39 59 89 63
6413093711
98 78 80 63 23

54369098 10
1115504608
3390 38 44 50
860257 4199
07 57 66 20 56

8345322626
42 69 6017 42
7822 87 10 88
31 66 60 65 64
2096 06 79 80

22009059 22
14 68 61 14 48
06 58 87 39 67
03 03 02 58 97
33394049 42

24 65 58 57 04
0272640775
79 16 78 63 99
04 75 14 95 3%
40 64 64 57 60

18 62 852824
8566483873
43 61 00 66 42
68 52 16 83 34
97001291 33

2645178276
751096 59 31
7626711435
64 09 44 62 58
2214730111

39 6501 73 91
48 78 58 08 88
3386767166
48 3272 26 95
83 97 68 95 65

5037493873
7208545717
3785055607
3267354971
67778098 87

062707 3426
62400387 10
0098 48 18 97
5064191891
3854522578

015248 69 57
96 88 22 46 94
9151632795
98 55 33 46 09
01 98 00 89 85

0917 535596
3556609420
74 2584 0307
49 66 41 12 45
8612228925

0241038933
60 73 04 84 98
8829 04 79 84
4149363343
1010711945

8685730232
96 45 18 47 07
0371137826
5375351339
8884 77 00 07

46 86 8097 73
9072929310
6621417760
8705465276
4690 61 03 06

651264 64 70
0912819363
9935726122
8996342237
89 853322 80

5841054908
69 3002 04 26
5240746729
27 115704 19
3489122937

68 68 88 54 00
92 36 48 69 45
9750713979
579308 35 69
44 71 38 40 37

81 61 61 80 41
919908 07 65
5782148806
07 511992 66
15495551 08

11 83 53 06 09
11 0592 06 57
3394242028
2483747561
1519746723

8183 339829
68 82 34 08 83
6242071263
6102 73 36 85
61389373 68

9127 5943 09
25405840 64
34320292 31
67 28 50 49 85
76231558 20

7072514973
56 42 78 54 06
8061684419
37799502 66
35 36 82 82 59

35972583 41
60969012 82
0992 147349
7319762813
013348 17 66

0564127088
5749364406
77 82969697
241070 06 51
S00007 7823

80 58 35 06 88
7493 5539 26
6042 17 18 48
5962 3795 42
4954368514

73 48 27 39 43
27709876 68
1634921952
53671495 29
18 5054 18 82

43 40 13 35 45
78 362624 06
98 84 48 42 92
84 6543 07 30
2379807137

551054 38 50
43245640 80
8319067778
77 54 00 15 42
60 62 95 40 30

44 3776 21 96
9057551747
50746467 42
4404702202
3274616473

37 03 08 98 64
53267920 38
9528127323
84 31 64 64 08
2146514477

90 85 59 43 64
69 90 58 64 03
3254986494
525504 24 29
72 38 92 00 05

17 79 96 52 35
3348 3291 54
82171817 14
91954381 14
83 59 89 6506

21052259 3¢
68 4490 24 25
5510 61 64 29
66 151847 44
S3767058 78

757351 70 49
76 1836 16 34
0017 37 71 81
549557 5504
69 99 95 54 63

1253 67 51 54
16282582 98
6421911582
1277407014
44 37 33 53 17

3810116773
64 26 70 54 87
81041452 11
79 86 61 57 50
38 06 58 37 93

2223614375
4948551139
3907306077
5249417346
47 10 62 31 28

3161222111
94 252080 85
3918278568
0563349233
63 59 40 40 32
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Tabela A6.7 Valores aiticos da amplitude studentizada ¢, @ = 0,05

AR 3 4 5 6 7 8 9 10| 12 |15 | 20

18,0 27,0 | 328 | 371 | 404 (451 454 | 474 | 491 | 520 | 554 | 59.6
6,09 83 9.8 109 | 1,7 | 124 130 | 155 140 ) 147 | 157 16,8
450 591 | 682 750 | 804 | 848 885| 9.8 | 946 | 995|105 1.2
393 504 | 576 | 620 671 7,05 735 760 | 785 | 821 | B66 | 925
3,64 460 | 522 | 567 | 6.05 | 633 658 | 680 | 699 | 732 | 7172 | 821

434 | 490 | 531 | 563 | 589 612 | 632 | 649 679 | 714 | 759

3.54 416 | 468 | 506 536 561 582 | 600 | 616 643 | 676 | 717

3.26 404 | 455 | 485 | 517 | 540 560 | 577 | 592| 618 | 648 | 687

320 395 | 442 | 476 | 502 524 545 | 560 | 574| 598 | 628 | 664

3,15 3.88 455 | 465 491 | 512 550 | 546 | 560 | 585 [ 611 6,47

426 | 457 | 482 | 503 520 535 | 549 | 571 599 | 633
420 ( 451 | 475 | 495 512 527 | 540| 562 | 588 | 621
. 415 | 445 | 4.69 | 488 505| 519 532| 555 | 579 | 61!
3,03 370 [ 411 | 441 [ 464 | 483 499 513 | 525| 546 | 572 | 605
3,01 3,67 | 408 | 437 | 460 | 478 494 508 ) S520| 540 | 5,65 | S596

3,00 365 405 | 435 | 456 | 474 490 | 505 | 515| 535 | 559 | 35.90
3 . 402 | 430 | 452 | 47 4861 499 S11| 531 ( 555 | 584
297 | 361 400 | 428 449 | 467 482 496 | 307 527 550 | 579
2.96 359 | 398 | 425 447 | 465 479 | 492 504 | 325 5461 575
5 396 | 423 | 445 | 462 477 | 480 | 501 | 520 | 3435 | 5.7i

292 ) 553 | 390 417 | 437 | 454 468 | 481 | 492 510 | 532 ¢ 559
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30 289 349 | 384 | 410 430 | 446 460 | 472 48| 500 | 21 548
40 2,86 344 | 3791 404 425 | 439 452 | 463 | 474 491 | 511 5,36
60 | 285 3401 374 | 5981 416 | 431 444 | 455 | 465 | 481 | 500 | 524

120 2.80 536 | 369 | 392 | 410 | 424 456 | 448 | 456 | 472 | 490 | 513

ot 2,77 3,31 3,65 386 | 405 | 417 429 | 439 447 | 462 | 480 5,01
oa=0,01
1 190 135 164 186 202 216 227 257 246 260 277 298
2 |14 19 22,3 247 | 266 | 282 295 | 30,7 31,7 | 354 | 354 379
3 826 | 10,6 12,2 133 142 15,0 15,6 162 167 | 175 185 19,8
4 6,51 812 | 417 996 | 10,6 111 11,5 119 12,3 128 15,5 144
5 5,70 687 | 7.80 842 | 891 9.32 9,67 | 997 [ 102 107 11,2 119
6 5,24 6,33 7,03 756 | 797 | 832 861 | 887 9,10 [ 949 9,95 [ 10,50
7 495 592 6,54 7,01 737 7,68 794 | 817 8357 | 871 9,12 9,65
8 4,74 563 | 620 6,63 696 | 724 74T | 768 787 | 818 | 855 9,03
9 4,60 543 | 596 635 | 666 | 651 7131 732 749 | 778 | 813 8,57
10 4,48 527 | 577 6,14 6.43 | 6.67 687 | 7,05 721 748 | 781 822
11 4,39 514 [ 562 597 | 625 | 648 6,67 | 6,84 699 | 725 7.56 795
12 432 504 | 550 584 6,10 [ 6,32 6,51 6,67 6.81 7,06 7,36 7,73
13 4,26 496 | 5,40 575 | 598 | 6.19 637 | 655 6,67 | 6,90 7,19 7,55
14 421 4,89 532 563 | 588 6,08 626 | 641 6,54 6,77 7,05 7,39
15 4,17 483} 525 556 | 580 [ 599 6,16 | 6,31 644 | 6,66 6,95 7.26
16 4,13 4,78 5,19 549 572 5,92 6,08 622 6,35 6,56 6,82 7,15
17 4,10 474 | 514 545 | 566 | 585 6,01 6,15 627 | 648 6,73 7,05
18 4,07 470 [ 5,09 538 | 560 | 579 594 | 6,08 6,20 [ 6,41 6,65 6,96
19 4,05 467 | 505 533 | 555 | 573 589 | 6,02 614 | 6,54 6,58 6,89
20 4,02 464 | 502 529 | 551 | 569 584 | 5497 609 | 6,29 6,52 6,82
24 3,96 454 [ 491 517 | 537 | 554 569 | 581 592 | 6,11 6,33 6,61
30 3,89 445 | 480 505 | 524 | 540 554 | 565 576 | 593 | 614 6,41
40 3,82 437 | 470 493 [ 511 527 539 [ 5.50 560 | 577 | 596 6,21
60 3,76 428 | 4,60 482 499 | 5.13 525 | 536 545 | 560 | 579 6,02

120 3,70 420 450 | 471 487 | 501 512 521 | 530 544 | 561 5,83
® | 3,64 412 | 440 | 460 | 476 [ 488 499 | 508 | 516] 529 | 545 | 565
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.Tabela A6.8 — Tangentes hiperbélicas iriversas — valores de z = % In E—:— =arctghr

r 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0.08 Q.07 0.08 0,09

0.0 | 0.0000 [ 0,0100 | 0.0200 | 0,0300 | 0,0400 | 0,0500 | 0.0601 [ 0.0701 | 0.0802 | 0,0902
0.1 [0,1003|0,1104 | 0,1206 | 0.1307 | 0,1409 | 0,1511 | 0,1614 [ 0,1717 | 0,1820 | 0,1923
0,2 | 0.2027 | 0,2132 | 0,2237 | 0,2342 | 0.2448 | 0,255¢ | 0,2661 | 0.27¢9 | 0,2877 | 0.2986
03 [0,3095 { 0,5205 | 0.3516 | 0.3428 [ 0,3541 | 0,3654 | 0,3769 | 0,5884 | 0,4001 [ 0,4118
0.4 | 04236 | 0,4356 | 0.4477 | 0.4599 | 0.4722 | 0,4847 | 0.4973 | 0.5101 | 0.5230 | 0,5361
0.5 |[0.5493 | 0,5627 | 0.5763 | 0,5901 | 0,6042 | 0.6184 | 0,6328 | 0,6475 | 0,6625 | 0,6777
0,6 [0,6931 [0,7089 | 0,7250 | 0,7414 | 0,7582 | 0,7753 | 0,7928 | 0,8107 | 0.8291 | 0,8480
0,7 | 0,8673 | 0.8872 | 0,9076 | 0,9287 | 0,9505 | 0,9730 | 0.9962 | 1.0203 | 1,0454 | 1,0714
0.8 |1,0986 | 1,1270 | 1,1568 | 1,1881 | 1.2212 | 1,2562 | 1,2935 ! 1.53331 | 1,3758 | 1,4219
0.9 | 1,4722 { 1,5275 | 1,5890 | 1,6584 | 1.7580 | 1,8318 | [,9459 | 2.0923 | 2,2976-| 2.6467




= Respostas
a exercicios selecionados

Capitulo 2
Exercicios de aplicacdo (item 2.3.2)
1. a) £=1,95 md = 2,05 my=2,1
R=22 5 =0,328 $=0,573 Co=29,4%
(b r=364 md =36 mo=35¢e37
R=16 5% =14,69 5=3,83 cv=10,5%
2. X =106,00 md =105,83 mo = 105,79
R=33 £ =535 $=7.32 v =6,9%

Exercicios complementares

4, X =778, md=77,6;mg =77; Mpp = 82; s = 21,72
6. (¢) X=233,93 md = 33,82 my = 33,67 s=1,19
9. X =1.041,1 §=13,23 md = 1.040,5
10. £=1,181 md=1,158 5§=0,12 me=1,112
11. X=124,3 md = 124,5 my = 126,64 §=17.29
12. (@) md=4 P =046
(b} md=4,333 7 =058 Sim
13. Q1 =Xo + &/sh Q2 =X + 538 Q1 =xo+ "/h
14. my = 42,5 md = 42,25 v =0,131
Capftulo 3
2. 1.028°
3. 39
5. (a) 36,6
(c) 35,72

d 33,8
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Caprtulo 4
Exercicios de aplica¢do (item 4.2.3)

4.

-In0.78

Exercicios propostos

1.
2.
3.

12.

13.
14.
16.
17.
18.
21.
22.

{a}
(b}
©
(@)
(b)
©
@
(e)

@)
(b)
©

(a)

@)
(b}
(c)

25,317 £0,114; 25,317 +0,136;
20,065 mm

32,4 + 0,886; 32,4+ 1,238
1,373 £ 6% £ 6,366

1,172 s ¢* £2.523

0,0159 < ¢* 50,1510

0,0126 £ 6% 50,2581

2,9154 € 4 € 3,2346

1,8389 s u < 3,3111

35,0681 € u<3,0819;

Sim, poid n = 120

2,914 € £ < 6,290 ;

X =239,7:

39,7+ 3,29
0,35+ 0,174
0,147 £ 65 0,389
0,34 + 0,046;
629

385;

Nao;

1.083

353,3m
14055652205
n=1.263

5=13,89

0,34 £ 0,061

(b) 664
10

Capitulo 5
3) (@)

3)

sim; (b) nao

25,317 £ 0,208

1,145 < & £ 8,806
1,070 € < 2,967

3,0659 < u<3,0841
29,57
Aproximado

t=2,08<2,262 < £4 3. Nao podemos confiar
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7. (@) Hy p=12 cm*/min Hy: p> 12 cm®/min;

© 15
To. F=130<Fs5 o552 1,45 Nio
12. F=155>14 Sim
14, Sim, quanto a ambos os aspectos
15. Apenas ao nivel de 5%
16. 2=1,08<1,645 Aceitar o lote
19. Nao
25. r=0,81 Nao ha

Aceitar Hy (5%)
Rejeitar A, (S%)

26. (a) F=1,93<3,59
(b) ¢=2,179 > 2,086

34. Sim, quanto a média
35. F=282<432 Nio
Capitulo 6

1. »=14,33<16,92 E razoavel

2. ri=411<781 Sim

3. 2i=3,52<9,488 Concordamos

6. 7=5.225 Aceitar H,

9. d=0,268 Aceitar Ay
12. 2% =20,53>7,815 Depende
Capitulo 7

1. .Fz.g = 8,78 > 8,02 Slm

4. F=6,73>6,01 Sim

5. F;=0,29F=6,43> 4,46 S6 ha entre as maquinas
Capitulo 8

1. -0,085

2. (b) Nao, pois ¢=1,46 < 3,182
10. t=2,94> 1,943 Ha evidéncia
12. (@) y=10,8-0,85x

(b) *=12,3-1,09 Nio
16. Sim
17. £=4,90 > 3,143, logo, sim R = 48,95 + 0,40¢

25.

Néao

261
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Achatamento, 31

Aderéncia, 131

Amostra, 2

Amostragem casual simples, 39
Amostragem estratificada, 40
Amostragem multipla, 41
Amostragem nao-probabiiistica, 41
Amostragem por conglomerados, 40
Amostragem probabilisdca, 38
Amostragem sequencial, 41
Amostragem sistematica, 39
Amplitude de classe, 15

Amplitude. 16, 25

Amplitude interquardl, 25

Andlise de Varidncia, 149, 213
Assimetria, 3C

Bayes, 62, 241

Classes de frequéncias, 13

Classe modal, 23

Codificagio, 239

Coeficiente de assimetria, 30
Coeficiente de correlagio de postos, 186
Coeficiente de correlagao linear de Pearson, 181
Coeficiente de cormrelacao linear multipla, 209
Coeficiente de correlagao parcial, 211
Coeficiente de curtose, 31
Coeficiente de determinagio, 199
Coeficiente de excesso, 31
Coeficiente de indeterminagio, 199
Coeficiente de regressdo linear, 190
Coeficiente de variagio, 28
Comparagoes multplas, 166
Conglomerados, 40

Consisténcia, 59

Contraste, 169

Correcdo de continuidade, 106, 132, 140
Corregao de Sheppard, 25, 29
Covariancia, 181

Curva caracteristica de operagao, 93
Curtose, 31

Desvio médio, 25

Desvio-padrao, 27

Diagrama circular, 9

Syt

Diagrama de barras, 9

Diagrama de dispersao, 177
Distribui¢do amostral, 43
Eficiéncia, 60

Enquartagao, 42

Emo de estimagao, 67

Ermro tipo I. 85

Erro tipo II, 85

Especificagdo, 57

Estatistica Descritiva, 1
Estatistica Indutiva, 1
Estatisticas, 43

Estimagdo por intervalo, 67
Estimagio por ponto, 63
Estimador, 58

Estimatva, 58

Estratificagdo, 40

Fator de populagdo finita, 45
Fisher, sirR. A., 57, 185
Fragdo de amostragem. 39
Fractis, 23

Freqiténcia, 8

Freqiiéncia acumulada, 12
Freqiiéndla relativa, 8
Funggo de verossimilhanga, 60
Gosset, W. S., 54

Grafico de frequiéncias acumuladas, 12
Grau de confianga, 67

Graus de liberdade, 47
Histograma, 13
Homocedasticidade, 150
Indice de assimetria de Pearson, 30
Indugdo, 2

Inspegdo por amostragem, 88
Interagdo, 157

Intervalo de confianga, 67
Justeza, 59

Kolmogorov, 135
Leptocurtose, 31

Limites de classe, 17
Linearizagdo, 195, 206
Maxima verossimilhanga, 60
Mediana, 22
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Melhoria de ajuste, 216, 220
Mesocurtose, 31
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Método de Kolmogorov-Smimov, 135
Método de SchefTé, 166
Método de Tukey, 166
Método dos momentos, 62
Minimos quadrados, 191
Moda, 23

Modelo aleatdrio, 150
Modelo fixo, 150

Modelo usual de regressio, 190
Momentos. 28
Néo-tendenciosidade, 59
Néo-viciado, 59
Néo-viesado, 59

Nivel de confianga, 67

Nivel de signlficancia, 85
Pearson, K., 62, 132, 181
Percents, 23

Platicurtose, 31

Poder do teste, 93

Poligono de freqiiénclas, {3
Poligono de freqiéncias acumuladas, 14
Populagéo, 2

Populagio amostrada, 41
Populagdo hipotédca, 42
Populagao-objeto, 41

Quartis, 23

Qui quadrado, 48, 132
Recenseamento, 3

Regido critica, 86

de confianga, 202
m de previsio, 202
Rlsco do consumidor, 88
Risco do produtor, 88
Sheppard, 25, 29
Smitnov, 135
Snedecor, 52, 115
Spearman, 186
Stepwise, 220
Student, 51
Suficiéncia. 60
Tabelas de condgéncia, 137
Tamanho da amostra, 75, 93, 107
Tendéncla centrat, 20
Teorema das combinagdes lineares, 45
Teorema do limite central, 45
Teste de Bartletr, 121
Teste de'Cochran, 121
Teste de homogeneidade, 140
Teste de independéncia, 137
Teste de seqliéncias, 142
Universo, 2
Variagdo residual, 188
Varidncia, 25
Variéncta residual, 152, 196
Varidvel aleatéria de teste, 83
Varivel dependente, 189
Variavel ficticia; 213
Varidvel independente, 189
Varidvel qualltativa, 6
Varidvel quantitativa, &

Vicio de amostragem, 38
Viclo de estimagdo, 59
Viés, 59



