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Mecénica B — PME 2200 —-22 Prova — 14/05/2013
Duracdo da Prova: 110 minutos
(Na é permitido o uso de calculadoras, celularegblets e/ou outros equipamentos similares)

QUESTAO 1 (3,0 pontos) Considere que o dispositivo mecanico ilustradoaaio Isitua-se
no plano horizontal, ou seja, que a diregdo do cagnavitacional seja perpendicular ao plano
da figura. Esse dispositivo é constituido por duesas rigida®©A e AB de comprimentos,
articuladas en®, Ae B. Um pistéo ligado a barra e® montado ao longo de uma guia linear,
€ submetido a uma for¢a Uma mola de constante elasticaé ligada por suas extremidades
a articulacdA e a um aneC, restrito a mover-se ao longo de uma guia lineamola tem
comprimento natura quando as barras estdo alinhadas na direcao @asligeares. Admita
gue todos os vinculos sejam ideais. Pede-se:

(a) utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais (R.J, determine o énguloHeqde

equilibrio do sistema;
(b) explique porque ndo é necessario o conhecimentmdssas dos componentes do sistema.

QUESTAO 2 (3,5 pontos)Uma placa quadrada fina de madéa lados2a esta
em equilibrio suspensa por uma rétula @mUm projétil de massan=M/3 e

dimensdes despreziveis é disparado com velocidade-v,i (Vy =consf) em

direcdo ao pontoP(O,a/Z,—a)da placa. Admita que o choque seja perfeitamente
elastico. Pede-se:

(a) construir a matriz de inércia da placa no sisteantesiano Qyza ela solidario;
(b) determinar o vetor rotagdo da placa imediatameptie a choque;
(c) determinar a posicéo do porRamediatamente apés o choque;
(d) desenhar o eixo instantaneo de rotacao da plachatamente apés o choque.

S&o dados:Jay =§Ma2, Joy =%Ma2, Ja, :%Maz
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QUESTAO 3 (3,5 pontos)Uma barra delgada de comprimehte massavl
esta articulada er®. A barra é abandonada a um ang@psujeita a agéo

gravitacional até colidir com a particulano pontoC. A particulaA tem A
massam, posicao verticalu(t) e apoia-se sobre uma mola de rigittezO h

comprimento da mola quando sujeita ao peso da nmaséal, conforme
mostrado na figura ao lado. Considerando as mebipéteses do enunciado

do EMSC#2, responda as seguintes questdes: AN
o " S NN
(a) descreva o critério por vocé adotado para ideatifics eventos de choque NN\
em seu programa de simulacao; AN
(b) identifique as variaveis dos graficos temporaigs@ntados nas figuras c \\\
b, c, ed; Y — O
(c) reproduza em sua folha de respostas o grafico pog identificado no Y ¢
item (b) como aquele correspondentew({): @, e nele indique os UOT K
instantes em que ocorrem eventos de choque;

e X : . . U
(d) no grafico correspondente a velocidadé), identifiue pontos de }< >
maximo (ou de minimo) locais muito proximos entreesapresente sua c
interpretacdo para estas ocorréncias.
0 0‘2 Gl-i (]IB O‘E ; 1I2 1‘-1 WIG 1I8 2 0 (]I2 (]I-l O‘G OIB ; 1‘2 1‘-1 WIG 1I8 2
Tempo (s) Tempo (s)
Figura (a) Figura (b)
"o 0I2 (]I-l O‘E O‘E ; 1I2 1I4 1‘5 WIB 0‘2 Gl-i (]IB O‘E ; 1I2 1‘-1 WIG 1I8 2
Tempo (s) Tempo (s)
Figura (c) Figura (d)
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RESOLUCAO DA QUESTAO 1
(a) Determinacao do angulo de equilibrio
Para determinar o angulo de equilibrio do sistetiizamos a metodologia descrita nos itens a-1 @b&jxo:

a-1) Notamos que o mecanismo tem um Unico graibeelbde e que, portanto, quaisquer de suas coaiges podem ser
obtidas mediante variacdes de uma Unica coordegataalizada como, por exemplo, o dngdlo

a-2) Utilizando8 escrevemos as equacfes vinculares que restringeovimento do mecanismo:
Xa =Lsin@ yg =2Lcosd
a-3) Dentre os possiveis deslocamentos virtuatgaatbs deslocamentos infinitesimais compativeis @mwinculos, a saber:

XKa = Lcosbod
&g = —-2Lsindo0 l F

a-4) Fazemos o diagrama de for¢as de corpo livestema (figura ao lado) e explicitamos B > Bx

aquelas que realizam trabalho ndo nulo — no casoca aplicadaF e a forga elastich,,

dada por: :
|
. 1\\6
Frm = —kxa = —kLsiné !7
— 0 A
a-5) Determinamos o trabalho virtual realizado ggsas forcas em um deslocamento virtual =
o8
AW = F [Ka + F [y = —KLsing [ L cosddb - F(- 2L sin6o6) y
—» Ox
= I = —kL2 SinfcosHd6 + 2FL sin66 « T
Oy

= AN = (-KL? cosd + 2FL )singag

a-6) Aplicamos o Principio dos Trabalhos Virtuassséstema em foco: para que ele esteja em equikbmecessario que o
trabalho virtual seja nulo para qualquer deslocamentual arbitrariodé.

SN = (- KL? cosga0+ 2FL)sindse=0 0158

sind=0
= 2
-KkLcosf+2FL =0

Dessa forma, determinamos os valoregdempativeis com o equilibrio do mecanismo, a saber
1 2F
#=0 e f=cos’| —
kL

Observemos que a funcéos® fornece duas solucdes possiveis garauma positiva, outra negativa.

(2,5)
(b) Papel da forga peso na determinagdo das configuesde equilibrio do mecanismo

Como o mecanismo plano opera perpendicularmenteédd do campo gravitacional, a for¢a peso nélizeemabalho para
quaisquer deslocamentos virtuais compativeis comimsulos; logo, ndo se faz necesséario conhecenassas de seus
componentes.

(0.5)
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RESOLUCAO DA QUESTAO 2

Sendo desprezivel a espessura da placa, os seusntosnde inércia em relacdo aos eikas Gy e Gz sdo dados,
respectivamente, por:

Jor :%[(Za)z s (2a)2]:§Ma2 ,

M M
Jay :E[o2 +(2a)? :?az,
Joz :%[(2a)2 +02]:%a2

Logo, os momentos de inércia da placa, em relacaoas@x, Oy e Oz sdo:

Jox = Jox +Md3, o, :§Ma2 +Ma? :gMaz

Joy = Jay + Mdéyoy = %az +Ma? = %Maz
M >

Joz = Jaz + Mdé,0, :%az +M 0? :?a

A matriz de inércia da placa fina, referida ao p0lé:

Sma? 0 0
3
[30]=] © %Maz 0
0 0o Mg
3

(0,5)
O momento impulsivo em relagéo ao p@lodevido ao choque do projétil contra a placa, é:

Mo =(P—O)DI(—T)=(ET—aIZjDI(—T)z I(af+%|2]

2

Aplicando-se o teorema da resultante dos imputsig, relacéo ao polo, resulta:

[30]20] = Mo
S Ma? 0 0
3 4 Awy 0
=/ 0 =Ma® 0 |[JAwy|=|-la
° M rwy| |2
0 0 —a? 2
L 3
5 ! 0 0
Ma?
Ay 3 L 0
=|Awy |=| O 7 0 |ila
Aa)z —Maz I_a
3 2
1
0 0
M 2
L 3 |
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Ay ??I
= | Awy |=|——
4Ma
Aw, 3l
2Ma
i = @+ AD= 0+ A= i 3lg
4Ma 2Ma

A variacédo da velocidade do porffoda placa em contacto com o projétil,
ao longo da normal de choque, é:

Aup = AVp Miptaca = AV (-1 )=[-A@0(P-O)Ji

= Aup = —[3—IT+3—IIZ} D(Eﬂaﬁj i
4Ma 2Ma 2

3l 3l 3l '
SAlp = ——+—— =
4AM T AM T 2M ‘x/
Aplicando-se o0 teorema da resultante dos impulsmsmavimento do y
projétil (assimilavel a um pont®’), tem-se: 1. w
H J Lt fipy
- aca
MAVp = Iprojetii = AVp —E ‘ZA/e
n sz
A variacéo da velocidade do projétil ao longo damad de choque, é: Projétl
_ o=
Aup = AVp hprojetii = AVpr e
Portanto, a velocidade relativa de afastamentoocdogos, imediatamente =
apos o choque, é:
Au:AuP+AuP':| l+i = i+i :gl_
m 2M M 2M 2M

Como a velocidade de aproximacéo dos corpos é

U = Vp [Mfipjaca + V' Miprojetii = 6(_ I_.)"' (—VI—)[ﬁ =-v

e o choque é perfeitamente, elastico, de modo que

u=-eu=-u=v,

a velocidade relativa de afastamento entre os sa¥po

Au=u"-u :v—(—v) =2v

Com isso, ficam determinados o momento impulsiwetor rotagdo instantanea da placa imediatansgtde o choque, a

saber:

—EMV

w’——MV[E _’:|—£X(1J+kj
4Ma 2Ma 3al2

A teoria de choque e percussdes admite como hgsfaadamentais as seguintes:

(1.5

12 ) durante eventos de choque, de duradtdeO, as forcas de contacto entre os corpos assumlme:vé(t) -0 nao

determinados, porém o valor limite da integral
to+At

J'F(t)dt , paraAt tendendo a zero, € limitado, ou seja:

to
to+At

lim a0 IF(t)dt=I

to
22 durante o curto intervalo de temg@@em que ocorre o choque, a velocidagede qualquer pont®; pertencente a
quaisquer dos corpos que se chocam sofre variagiiada Av; , de modo que a variacdo de sua posicao, fitit@ndendo a
0, é nula, ou seja:
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/

Eixo
Instantaneo
de Rotacéo

AP =limp o AVAt =0,

Portanto, tomando por referéncia a segunda hipdesaa, conclui-se que a
posicéo do pont® se mantém inalterada imediatamente apds o choqusgja:

pP=p= (0,3,—a]
2

(1,0)

O novo eixo instantaneo de rotacdo da placa paslsappnto fixoO e tem a /

direcdo dew , conforme representado na figura ao lado: <

(0.5)

RESOLUCAO DA QUESTAO 3

OBS: Embora nao tenha sido solicitado na prova quep®duzisse a metodologia de modelagem matenddigaoblema
enunciado no EMSC#2, considerou-se oportuno apéeseneste documento, de modo a facilitar a sugoeenséao.

A) Modelagem do problema

O movimento da barra entre dois choques sucessi&ateterminado a partir da integragdo da equagadedrema do
Momento da Quantidade de Movimento, a saber:

[30]te] = M & (1)

Sendo a barra delgada, a sua matriz de inércisidafao p6loO e
descrita no sistemaxyz é:

Jox O 0 0 0 0

2
[3o]=| 0 Jo, © :o% 0| @
0 0 Jo 2
0o o M

O momento das forgas externas em relacdo aoqaéio

M = (G-0)o(- ng):—%m(— MgJ )= ML9| D[(Ju) (3. T)T]:%TD[cos(lSO—e)T+cos(90—9)T]
M|2'9| D[ cosd +sing

= M& =

] Mngsmﬁk 3)

Dessa forma, a expressdo do Teorema do MomentadiatiQade de Movimento fica:
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0 02 0 0 ,
ML 0 0l= MLgsmtS’lz3 ML oK = MLgsmHE @)
3 2 | o, 2 3 2
0 ML
L 3

Logo, a equagéo diferencial que governa o movimdatbarra entre dois choques sucessivos, é:

_ 3gsind
2L

P

®)

O movimento da particula entre dois choques suaes® obtido a partir da integracdo da equacédo do Tmu
Teorema do Movimento do Baricentro, a saber:

mi+ku=0 (6) ?
—ku

A cada evento de choque o sistema barra-partimaa(ijeito aos impulsos indicados na figura abaixo

A
I

Py 0

T I

Nesses eventos, as velocidades do pBpfzertencente a barra e do poRtrepresentando a particula, sdo, respectivamente:

Vp =ak O(-L7)=-a] (7)
Ve, =Uj (8)

Projetando essas velocidades na direcdo da nomnehalgue, obtém-se a velocidddede P; relativa aP,, imediatamente
antes do choque, ou seja:

U=-al+U (9)

Aplicando-se a barra o Teorema do Momento dos Isgsyiresulta:

Johd= (R -0) 0] = (-LT)0If = -LIk = ad@= - JL K (10)
Oz
Portanto, a projecéo da variagéo da velocidad® degundo a normal de choque da barra é dada por:
~ R 2
Au = 2&0(R -0)F = ——— K O-L7)F =1 @)
‘]Oz ‘]OZ

Aplicando-se o Teorema da Resultante dos Impulgestécula, tem-se:
Mo, =-1- (12)
m
Portanto, a projecéo da variagéo da velocidad® degundo a normal de choque da particula é dada por
au =-L(7)=L 3
m m
Logo, a projecao da variacdo da velocidade dexapegdo dos pontos de contaétoe P,, é:

1,L JEI (14)

AU =Aup +Auy, =| —+
m J
A velocidade de afastamento entre os pontos dacm®; e P, imediatamente ap6s o choque é:

Oz

U'=-eU (15)
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Logo, a variacdo da velocidade relativa dos podéosontacto entre os corpos, durante o choquadéa plor:

AU =U'-U =-eU-U =—(1+eU (16)
O impulso aplicado aos corpos que se chocam é glado

1+e 1+e
| =— U=- -al +u) (17
T 1+L2( ) a7)

m \]Oz a JOZ
Substituindo-se 1" nas equac¢Bes (10) e (12) obtém-se, finalmentegxpsessdes da velocidade angular da barra e da
velocidade da particula imediatamente apds o choque

=+ (cal+u)B= (18)
1 \]Oz

Vh =Vp + =0 (~al +u) (19)

B) Resolucéo das questdes propostas

Choques entre dois corp& e S, sdo eventos caracterizados pela tentativa de ¢éols
reciproca de vinculos de corpo rigido. Bee P, sdo pontos dé&, e S, animados de
velocidadesvg e Vp, que, na iminéncia do choque, medem a menor dist&ntre esses

corpos, deve-se verificar se as seguintes conds@iesatisfeitas:

128d =d(S;,Sz) =|L cosB(t) - u(t) < £ (ondes é um nimero t&o pequeno quanto se queira),
ou seja, ambos os corpos devem estar suficienterpediximos;

22vp Oy <0 e Vp [fip <0, ou seja, ambos os corpos devem estar se aprakiman

(1,5)
Os graficos apresentados nas figuras (a), (bg (d) correspondem, respectivamente, a:
= u=u(t)
= 9=4(t) (1,0)

« w=af)

- u=uf)

Nos eventos de choque ocorrem abruptas variacteslaisidade sem sl
as correspondentes variacdes de posicao e/ouajy@Entlos corpos.
Esses eventos sado indicados por meio de setas dfcogrde

w= aft), reproduzido ao lado. 4t

Omega (radfs)

(0.5) ol

Py A B A & A

Tempo (s)




Os eventos referidos no item (d) e destacados m@ficgr de
u:u(t), ao lado, correspondem a choques sucessivos emtre

objeto que oscila a alta frequéncia (particulautooque oscila a
baixa freqiéncia (barra). A probabilidade de ocwi@ desses
eventos é maior quando as velocidades dos pdatdsarra e da
particula que entrardo em contacto tém mesmadadire¢sentido,
pois em tais circunstancias a velocidade de afa&stamde ambas é
inferior a que se observa nos casos em que osdssntias
respectivas velocidades s&o opostos. E importaaiear que a lei
temporal de ocorréncia desses choques sucessiospresenta
periodicidade, pois, em geral, o quociente engefraqiéncias
fundamentais dos movimentos oscilatérios da pdatieuda barra
ndo é um numero inteiro.

(0.5)

ESCOLA POLITECNICA DA UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA MECANICA

dusdt imis)

02

1
Tempo (s)

12




