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Turma A
Questao 1. (2,0 pontos) Calcule a massa da superficie S de equagao

4+ (2 -2 =1

e densidade §(x,vy, z) = \/ﬁ, com /22 + y2 + 22 # 0.
T2 +y2+2

Solucao:
Vamos parametrizar a esfera S utilizando coordenadas esféricas com centro em (0,0,2). Seja o tal
parametrizacao.

o(0,¢) = (cosfsin ¢, sin 0 sin ¢, 2 + cos ¢)
NS [07271']7¢ € [Oaﬂ-]
Calculando os termos necesséarios,

o9 N op = (—sinfsin ¢, cos O sin ¢, 0) A (cos 6 cos ¢, sin 0 cos ¢, — sin ¢) = — sin ¢(cos 0 sin ¢, sin 6 sin @, cos @)

| oo Ao ||=sin¢

A massa de S é, entdo,

/5( )dS /QW/WSM) do df
T, 2 =

S Y o Jo Vb—+4coso
Fazendo u =5+ 4cos¢p = du = —4sin¢pdo

9 U71/2 9
= 277/ du = W\/ﬁ‘ =27
1 4 1



Questao 2. (2,0 pontos) Calcule // F - 7dS, onde ﬁ(x,y,z) = (x,0,z) e S é a parte do paraboldide
S

y = 22 + 22 + 1 limitado pelo cilindro 22 4+ 22 = 16 e orientado por 7 tal que 7 - ; > 0.

Solugao:

Figura 1: Superficie S

Parametrizando S, temos:
o(u,v) = (u,u® +v* +1,v), (u,v) € R

Sendo:
R = {(u,v) € R*|u?® +v? < 16}

Calculando as derivadas parciais de o1 e o9, temos:
ou = (1,2u,0)
oy = (0,2v,1)
ou N\ oy = (2u, —1,20)
Como 7 - j > 0, temos que A dS = (—2u, 1, —2v) du dv.

Calculando a integral de superficie:

//Sﬁ.ﬁdS://R(u,O,v)-(—2u,1,—2v)dudv:_2//R(u2+vz)dudv

Passando para coordenadas polares:

27 4 7,4 4 o
=—2/ /r?’drdH:—Q-—‘ -9) — _256m
0 0 4 0 0



Questao 3. (3,0 pontos) Seja

= T Y 2
Flo.y.2) = ($2+y2+1’x2+y2+1 e ’1> '

Calcule / / F-iido onde S é a superficie z = 2 — /22 + y2 + 1 > 0 orientado pela normal unitdria 7 tal
S

queﬁ~E20.

Solugao:

Gostariamos de utilizar o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo. Como S nao é uma superficie
fechada, definimos uma superficie S1 como na figura abaixo de modo que a uniao de S e S1 delimitam uma
regiao, chamada de R.

Figura 2: Superficies S e S1

O Teorema da Divergéncia garante que, dadas orientacoes consistentes nas superficies,

//ﬁ.ﬁda+// ﬁ-ﬁda—/// divF dz dy dz
S S1 R

Vamos calcular cada integral separadamente. S1 tem bordo igual & interseccao de S com o plano z = 0 e
estd contida no plano z = 0. Seja ¢ uma parametrizagao de S1.

0=2—Va2+2+1le2=y2+y2+1=>22+4>=3
o(r,8) = (rcosf,rsinb,0)
r € 10,v3],0 € [0, 27]

A normal de S1 consistente com o Teorema é —k.
| o A g ||=|| (cos@,sin®,0) A (—rsind,rcos@,0) ||=] (0,0,7) ||=r

Logo, o fluxo de F sobre S1 é

. 27 \/§ . . 2 \/g
// F-ﬁdaz/ / F(o(r,0)) - (—k) | or ANoa || drdﬂz—/ / rdrdf = —3m
S1 0 0 0 0



Podemos parametrizar a regiao R utilizando coordenadas cilindricas.
or(r,0,w) = (rcosf,rsinfd, w)

Dom(¢) = {(r,0,w) :0<r<V3,0<0<2m,0<w<2—/r2+1}

|Jac(¢)| =r
O divergente de Fea integral tripla sao
) ) o1 24y 4+ 1)(1+1) — 227 — 242 2
divF = 2 (2#)_*_7(#_1_352) (2t 4y 2)( 2) 2:6 y© B
Or\x?2+y2+1/ oy\a?+y?2+1 0z (2 +y2+1) (x2+y2+1)
2 2—Vr2+1 2 2 \f2
/// ddemdydz—/ / / dwdrde_/ / ( )+ VIR g -
f 2 4_ 1 _
2771 . 2(7-1—%)1—277(—5—!—1—1-2—2)—

Portanto, como a orientagao dada para S no enunciado é consistente com o Teorema da Divergéncia, por

este, temos
// F.fido =m — (=371) = 4r
S1



Questao 4. (3,0 pontos) Calcule /ﬁ - dr onde
v
2 —(y—-1) x 3
F ) ) = < ) ) N )
Gy =la@rgom P erg ot

e v é a interseccdo da superficie z = (y — 1) e 22 + (y — 1)? = 1 orientada de modo que sua projecio no

plano zy é percorrida no sentido horario.

Solugao:
Primeiramente, vamos separar F' em duas partes, de modo que F' = F; + Fj

F = (2,0, ezg)
—(y-1) x 0)

ﬁ:( ) 9
2T\ (-1 a2 4 (y— 1)2

Vamos primeiro calcular a integral de linha de F. Calculando seu rotacional, temos:

o oy

7
2 = (0,1,0)

)

Rotﬁl =

IS
w

o Jos.y
)
I8

(&

N

Sendo assim, temos que o campo F; nao é conservativo. Além disso, temos que Fj é definido para todo

o R3. Assim, utilizamos o Teorema de Stokes para calcular sua integral.

Figura 3: Superficie S; e curva vy

Seja Sp a superficie z = (y — 1)? limitada pelo cilindro 22 + (y — 1)? = 1, com normal orientada de modo
que 7 -k < 0 (sentido induzido pela curva «). Como 7 é bordo de S, aplicando o teorema de Stokes, temos:

/ﬁl-dF:// RotF, -7 dS
vy S1



Parametrizando S, temos:
Ul(“?“) = (U7U + 17U2)7 (ua U) € Rl

Sendo:
Ry = {(u,v) € R¥u? + % < 1}

Calculando as derivadas parciais de o1, temos:
o1u = (1,0,0)

o1y = (0,1,2v)
o1uNo1y = (0, —20v,1)

Como i - k < 0, temos que 77 dS = (0,2v, —1) du dv.

/ﬁl-df’:// RotF) - itdS = /(0,1,0)-(O,2@,—1)dudv:2// vdudv
0% S1 R1 Ry

Como R; é simétrica em relagao a v e o integrando é uma funcao impar em v, temos que:

/F’l-dF:2// vdudv =0
ol Ry

Finalmente, iremos calcular a integral do campo F5. Calculando seu rotacional, temos:

Portanto:

i j k

= o) el o]

RotFy = oz dy 0z
—(y—1)

_ (L @+ (y—1)?) —x(22) n 1@+ (y—1)%) - (y - 1)(2(y — 1)) P_G
(2 + (y — 1)) (2 + (y — 1))

F5 possui o rotacional nulo, porém, seu dominio nao é simplesmente conexo, pois o campo nao é definido
no eixo (0,1, 2), z € R. Sendo assim, aplicaremos o Teorema de Stokes, tomando o cuidado de escolher uma
superficie que nao cruze esse eixo.



1.0

Figura 4: Superficie S e curvas v e «

Seja Sy o cilindro 2 4+ (y — 1)2 = 1 limitado superiormente por z = (y — 1)? e inferiomente pelo plano
z = —1, com normal exterior (sentido induzido pela curva 7). Como « é bordo de Sz, e denomindando por
a o outro bordo de So, aplicando o Teorema de Stokes, temos:

/ﬁg-dF+/ﬁ2~dF:/ RotFy - 7idS =0
Y [e% So

A normal de S induz sentido anti-horario a «. Sendo assim, parametrizando a:
a(t) = (cost,1 +sint,—1), t € [0, 27]

Portanto, a integral de F, sobre ~ é dada por:

2

2w :
— - t t
/FQ-dF:—/Fg-dF:—/ (—%,Q,O)-(—sint,cost,O)dt:— dt = =27
v a 0 1 1 0

'./F-dF:O—Qﬂ:—Qﬂ
Y



Turma B
Questao 1. (2,0 pontos) Calcule a massa da superficie S de equagao

4y (z+2)2%=1

e densidade §(x, vy, z) = \/ﬁ, com /x% 4+ y2 + 22 # 0.
T2 4+y2+2

Solugao:
Vamos parametrizar a esfera S utilizando coordenadas esféricas com centro em (0,0, —2). Seja o tal
parametrizacao.

o(0,¢) = (cosfsin ¢, sin 0 sin ¢, —2 + cos @)
NS [0727T]7¢ € [Oaﬂ-]
Calculando os termos necessarios,
g AN op = (—sinfsin ¢, cosfsin ¢, 0) A (cos 6 cos ¢, sin 0 cos ¢, — sin ¢) = — sin ¢(cos 0 sin ¢, sin 6 sin @, cos @)

| oo Ao ||=sin¢

A massa de S é, entéo,

/5( )ds /%/W SO 160
T,Y, 2 = —

IS s 0 0o VO —4coso
Fazendo u =5 —4cos¢p = du = 4sin ¢ do

9 ,~1/2 9
= 271'/ du = ﬁ\/ﬂ‘ =27
1 4 1



Questao 2. (2,0 pontos) Calcule // F - 7#dS, onde ﬁ(w,y, z) = (x,y,0) e S é a parte do paraboldide
S

z =22+ y2 + 1 limitado pelo cilindro 22 + 42 = 9 e orientado por 7 tal que 7 - k < 0.

Solucgao:

Figura 5: Superficie S

Parametrizando S, temos:
o(u,v) = (u,v,u? +v* + 1), (u,v) € R

Sendo:
R = {(u,v) € R¥u® 4+ v? < 9}

Calculando as derivadas parciais de o1 e o9, temos:
on = (1,0, 2u)
oy = (0,1,20)
oy N\ oy = (—2u, —2v,1)
Como 7 - k < 0, temos que 71 dS = (2u, 2v, —1) du dv.

Calculando a integral de superficie:

//gﬁ'ﬁdSZ//l%(u,v,O)-(2u,2v,—1)dudv:2//R(u2+1)2)dudv

Passando para coordenadas polares:

2 3 r43 o
:2/ /r3drd0:2-—’ -9‘ — 8l
o Jo 410 lo



Questao 3. (3,0 pontos) Seja

- xT z 2
F s Y :( 717 :c)
@y =i b mr 2z e

Calcule / / F - fido onde S é a superficie y = 2 — v/22 + 22 + 1 > 0 orientado pela normal unitdria 7 tal
S

que 7i -k > 0.

Solucao:

Gostariamos de utilizar o Teorema da Divergéncia para calcular o fluxo. Como S nao é uma superficie
fechada, definimos uma superficie S1 como na figura abaixo de modo que a unido de S e S1 delimitam uma
regiao, chamada de R.

Figura 6: Superficies S e S1

O Teorema da Divergéncia garante que, dadas orientagoes consistentes nas superficies,

//ﬁ-ﬁdd—i—/ ﬁ-ﬁda—/// divﬁdmdydz
S S1 R

Vamos calcular cada integral separadamente. S1 tem bordo igual & interseccao de S com o plano y = 0 e
estd contida no plano y = 0. Seja ¢ uma parametrizacao de S1.

0=2—-Va2+224+1e2=vVa2+22+1=22+22=3
o(r,0) = (rcosf,0,rsinf)
r € [0,v3],0 € [0, 27]

-

A normal de S1 consistente com o Teorema é —j.

| or A og ||=| (cosB,0,sin6) A (—rsiné,0,rcosé) ||=| (0,7,0) ||=r

10



Logo, o fluxo de F sobre S1 é

. 27 \/3 . . 2 \/g
// F-ﬁdaz/ / F(o(r,0))-(=J) || or Nog || drdb = —/ / rdrdf = —3m
S1 0 0 0 0

Podemos parametrizar a regiao R utilizando coordenadas cilindricas.
dr(r,0,w) = (rcosf,w,rsinb)

Dom(¢) = {(r,0,w): 0 <7 <V3,0<0<2m,0<w<2—+r2+1}

[Jac(¢)| =
O divergente de Fea integral tripla sao
1 24224 1)(1+ 1) — 227 — 222 2
divF = — 0 (7$ >+87+2<7z —i—eIQ) = @27+ DA +1) =2 F =
Oz \z2+22+1/ 0y Jz\a?2+22+1 (22 + 22+ 1)2 (22 + 22+ 1)2
2 2—Vr2+ 2r /3 2
/// ddemdydz—/ / / 2’" T dwdrd) = / / 2@V D)
7’2+1)
Y2 - Vu -2 2 \4 1
2 =2 (— —) —or(—S+1+42-2) =
m : 2 du ™\ +\/ﬂ . T 2+ +

Portanto, como a orientagao dada para S no enunciado é consistente com o Teorema da Divergéncia, por

este, temos
// F-iido =7 — (=37) =4x
S1

11



Questao 4. (3,0 pontos) Calcule /ﬁ - dr onde
v
2 —(¥—2) x 3
F ) ) = < ) ) N )
R v e R B v

e v é a interseccdo da superficie z = (y — 2)% e 22 + (y — 2)? = 1 orientada de modo que sua projecio no

plano zy é percorrida no sentido horario.

Solugao:
Primeiramente, vamos separar F' em duas partes, de modo que F' = F; + Fj

F = (2,0, ezg)
—(y—2) x 0)

ﬁ:( ) 9
2T \at g (y -2 22 4 (y - 2)2

Vamos primeiro calcular a integral de linha de F. Calculando seu rotacional, temos:

o oy

7
2 = (0,1,0)

)

Rotﬁl =

IS
w

o Jos.y
)
I8

(&

N

Sendo assim, temos que o campo F; nao é conservativo. Além disso, temos que Fj é definido para todo

o R3. Assim, utilizamos o Teorema de Stokes para calcular sua integral.

Figura 7: Superficie S e curva vy

Seja Sp a superficie z = (y — 2)? limitada pelo cilindro 22 + (y — 2)? = 1, com normal orientada de modo
que 7 -k < 0 (sentido induzido pela curva «). Como 7 é bordo de S, aplicando o teorema de Stokes, temos:

/ﬁl-dF:// RotF, -7 dS
vy S1

12



Parametrizando S, temos:
Jl(“? U) = (u7 v+ 27 U2)7 (ua U) € Rl

Sendo:
Ry = {(u,v) € R¥u? + % < 1}

Calculando as derivadas parciais de o1, temos:
o1u = (1,0,0)

o1y = (0,1,2v)
o1uNo1y = (0, —20v,1)

Como i - k < 0, temos que 77 dS = (0,2v, —1) du dv.

/ﬁl-df’:// RotF) - itdS = /(0,1,0)-(O,2@,—1)dudv:2// vdudv
0% S1 R1 Ry

Como R; é simétrica em relagao a v e o integrando é uma funcao impar em v, temos que:

/F’l-dF:2// vdudv =0
ol Ry

Finalmente, iremos calcular a integral do campo F5. Calculando seu rotacional, temos:

Portanto:

i j k

= o) el o]

RotFy = oz dy 0z
—(y—2)

_ (1 @+ (y—2)?) —x(22) n 1 (2% + (y —2)%) — (y — 2)(2(y — 2)) P_G
(2 + (y — 2)?)? (2 + (y — 2)?)?

F5 possui o rotacional nulo, porém, seu dominio nao é simplesmente conexo, pois o campo nao é definido
no eixo (0,2, z), z € R. Sendo assim, aplicaremos o Teorema de Stokes, tomando o cuidado de escolher uma
superficie que nao cruze esse eixo.

13



1.0

Figura 8: Superficie S e curvas v e «

Seja Sy o cilindro 22 + (y — 2)? = 1 limitado superiormente por z = (y — 2)? e inferiomente pelo plano
z = —1, com normal exterior (sentido induzido pela curva 7). Como « é bordo de Sz, e denomindando por
a o outro bordo de So, aplicando o Teorema de Stokes, temos:

/ﬁg-dF+/ﬁ2~dF:/ RotFy -iidS =0

Y [e% So

A normal de Sy induz sentido anti-horédrio a «. Sendo assim, parametrizando «:
a(t) = (cost,2 +sint, —1), t € [0, 27]

Portanto, a integral de F, sobre ~ é dada por:

2

2w :
— - t t
/FQ-dF:—/Fg-dF:—/ (—%,Q,O)-(—sint,cost,O)dt:— dt = =27
v a 0 1 1 0

'./F-dF:O—Qﬂ:—Qﬂ
Y
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