MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral II1
Escola Politécnica - 2¢ Prova - 22/05/2018

Tipo A
Nome : Q N
1
NQUSP : 2
3
Professor(a) : Turma : 4
Total

Escreva de forma organizada e clara, justificando suas respostas.

1% Questao (2 pontos). Calcule a integral de linha / x (z —20)ds, onde v é o trecho
2!

da intersecdo das superficies z = 22 +y? e z = 12 — 4y, do ponto (4, —2,20) ao ponto

(0,2,4) e que esta contido no semi-espago = > 0.

Solucao.

A curva interse¢ao das duas superficies: x*+(y+2)* = 16. Logo podemos parametrizar
7 como

v =4cos(t), y=—2+4sin(t), z=20—16sin(t), parat e [0, g].

Assim,

/:c(z —20)ds = /2 4 cos(t)(—16 sin(t))y/(—4 sin(t))2 + (4 cos(t))? + (—16 cos(t))2dt

0% 0

s

5 9
= —256/ cos(t) sin(t)y/1 + 16 cos?(t) dt = 256 (1+16 0082(75))3/2
0

48

/2 _ ? (1 o (17)3/2) '

O

0



2% Questao (2,5 pontos). Calcule a integral de linha / dx + (z + eyQ) dy, onde v é o
o
trecho da curva y = —2® + 4z, do ponto (0,0) ao ponto (4,0).

Solucao.

O campo F = Pi+Qj, onde P(z,y)=1eQ(z,y) = z+e¥”, é de classe C! e satisfaz
0Q 0P

— — — = 1. Entao consideramos a curva B parametrizada por ¥(t) = (4 — ¢,0), com

or Oy

0 <t < 4. Pelo Teorema de Green temos que

/de—k(x—key{z) dy+/de+<x+ey2> dy:—//Rdxdy,

onde R ¢ a regiao do plano limitada por v e B, esta regiao pode ser descrita como sendo
o conjunto dos pontos (z,y) € R tais que 0 <y < —2? +4ze 0 <z < 4.
Com a parametrizacao de B resulta que

/de+<x+ey2> dy:—/04dt:—4.

Por outro lado, com a descricao de R acima, o Teorema de Fubini implica que

4 —ac2+4x 4 ) x3 ) 4 32
dx dy = dyder = [ (—z*+4x)de=|—— + 2z ‘ = —.
R 0 Jo 0 3 o 3

Concluimos entao que

32 20
d ( y2>d o222
L T+ |r+e Y 3 3



3% Questao (2,5 pontos). Calcule a integral de linha
/ (4y cos(z?) — 82%y sin(z?)) dx + (4o cos(z®) + 4y) dy,
ol

onde 7 ¢ a curva parametrizada ~(t) = (,cos(t)), com t € [0, J].

Solucgao.

Identificamos P = 4y cos(z?) — 8z%y sin(z?) e Q = 4x cos(z?) + 4y, temos que

or 0
oy - Oz’

= 4 cos(z?) — 827 sin(a?)

Além disso, o campo F' esta definido em todo o plano o qual é simplesmente-conexo, e
P, () tem derivadas parciais de primeira ordem continuas. Entao segue-se que F' é um
campo conservativo. Logo existe f : R? — R tal que Vf = F. Isto ¢, tal que

g = 4y cos(z?) — 82y sin(x?), %

B = 4z cos(z?) + 4y.

Integrando segunda equacao anterior em relagao a y, temos que
f(z,y) = 4y cos(z?) + 2y + h(z).
Derivando f em relagao a x:

? = 4y cos(z?) — 8ya? sin(x?) + K (x),
xr

e comparando com a primeira equagao, temos que h'(z) = 0. Logo
f(x,y) = dya cos(x?) + 2y,

Portanto pelo Teorema de integrais de linha temos:

/(4y cos(x?)—8z%y sin(x?) dr+(4x cos(x?)+4y) dy = f((

Y

b |



4% Questao (3 pontos). Calcule a integral de linha

[ (G Vo) e (g o)

onde v é a fronteira da regiao no plano determinada pelas desigualdades y > —xz — 2 e
y < —a? + 4, orientada no sentido anti-horério.

Solucao.

Os pontos de intersecao das curvas y = —x —2 e y = —2>+4 sdoxr = —2ex = 3.
Observamos que o campo de vetores

-y r—1
F (7 14

apresenta uma indeterminacao na regiao limitada pelas desigualdades. Logo vamos dividir
o calculo da integral em duas integrais de linha:

/%ffiwd“(# dy+/v1+x4dw+xdy—A+B
Y

Para o calculo de A, isolamos o ponto (1, 0) pelo circulo C dado por (z —1)? +4? = a?

com a > 0 pequeno, orientado no sentido horéario. Sendo P = ﬁ, Q = m,
temos que:
0Q 0P _ pol-1p | @-1-y
dr  Jy  ((x—1P+y?)? ((x—12+y?)?
Logo por Teorema de Green:
// P))dxdy = /de + Qdy + / Pdzx + Qdy,
01 C
temos que
A= / Pdz+Qdy = / A A = / / ) )dzd / Pdz+Qdy =
-/, v L (2 —=1)2 492 (x —1)2 +2y v v=
2 : 2w
- / Pdz + Qdy = / w(—asin(t)) + C‘C"j(t) (acos(t))dt = / dt = 2r.
—C 0 a a 0

onde o circulo —C' e parametrizado por x — 1 = acos(t), y = asin(t) para t € [0, 27].
Calculo de B: Aplicamos Teorema de Green direto para o campo F(z,y) = (V1 + 24, x).
Logo

3 pd—z? 3
12
/\/1+x4dx+xdy—//dxdy—/ / dydx—/ (6—x2+x)dx—?5.
ol D —2J—x-2 -2

Portanto

V 4 1 z)dy =27 12
/W(m‘i‘ 1+l‘)dl’+(<x_1) y2+ )dy 2m + 6



MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral II1
Escola Politécnica - 2¢ Prova - 22/05/2018

Tipo B
Nome : Q N
1
NQUSP : 2
3
Professor(a) : Turma : 4
Total

Escreva de forma organizada e clara, justificando suas respostas.

1% Questao (2 pontos). Calcule a integral de linha /x (2 —10) ds, onde v é o trecho
gl

da intersecdo das superficies z = 2* +3? e z = 8 — 2y, do ponto (3,—1,10) ao ponto

(0,2,4) e que esta contido no semi-espago x > 0.

Solucao.

A curva intersecao das duas superficies: 22+ (y+1)? = 9. Logo podemos parametrizar
7 como

x=3cos(t), y=—1+3sin(t), z=10—6sin(t), parat e [0, g].

Assim,

/ (= — 10) ds = / " 3 cos(t) (=6 sin(t))/(=3 sin(1))? + (3 cos(6) )2 + (=6 cos(1))2dt

01 0

z 54 /2 9
= —54/ cos(t) sin(t)y/1 + 4 cos?(t) dt = T3 (1+4 0052(15))3/2 =3 (1- 53/2) .
0 0

O



2% Questao (2,5 pontos). Calcule a integral de linha / dx + (z + eyQ) dy, onde v é o
o
trecho da curva y = —2* + 22, do ponto (0,0) ao ponto (2,0).

Solucgao.

O campo F = Pi+@Q}, onde P(z,y)=1eQ(x,y) = x+¢e¥", é de classe C" e satisfaz
oQ 0P

— — — = 1. Entao consideramos a curva B, parametrizada por ¢(t) = (2 —¢,0), com

Jor Oy

0 <t < 2. Pelo Teorema de Green temos que

/dm+(a¢+ey2)dy+/ dm+(:p+ey2)dy:—// dx dy,
ol B R

onde R ¢ a regiao do plano limitada por v e B. Esta regiao pode ser descrita como sendo
o conjunto dos pontos (x,y) € R? taisque 0 <y < —z?+2re0 <z < 2.
Na parametrizacao de B dada acima obtemos que

/de+(x+ey2> dy:—/Oth:—Q.

Por outro lado, com a descri¢ao de R acima, o Teorema de Fubini implica que

2 p—z?+2z 2 23 2 4
// da:dy:/ / dydx:/(—x2+2$)d:v:(——+x2>‘ = —.
R 0o Jo 0 3 o 3

Concluimos entao que



3% Questao (2,5 pontos). Calcule a integral de linha
/ (4y sin(z®) + 82*y cos(z?)) dx + (4asin(z?) + 4y) dy,
.

onde 7 ¢ a curva parametrizada ~(t) = (¢,cos(t)), com t € [0, ]].

Solucgao.

Identificamos P = 4y sin(x?) + 8z%y cos(z?) e Q = 4z sin(z?) + 4y, temos que

or 0
dy - Oz’

= 4sin(z?) 4 82° cos(z?)

Além disso, o campo F' esta definido em todo o plano o qual é simplesmente-conexo, e
P, () tem derivadas parciais de primeira ordem continuas. Entao segue-se que F' é um
campo conservativo. Logo existe f : R? — R tal que Vf = F. Isto ¢, tal que

% = 4ysin(2?) + 82y cos(z?), 2—5

e = 4w sin(z?) + 4y.

Integrando segunda equac cao anterior em relacao a y, temos que
f(z,y) = dyzsin(z?) + 2y* + h(x).
Derivando f em relagao a x:

g— = 4y sin(x?) + 8yx? cos(x?) + I/ (1),
T

e comparando com a primeira equagao, temos que h'(z) = 0. Logo
f(x,y) = dyasin(a®) + 2y,

Portanto pelo teorema de integrais de linha temos:

/(4y sin(2?)4-82%y cos(x?)) dr+(4x sin(2?)+4y) dy = f(y(

Y



4% Questao (3 pontos). Calcule a integral de linha

/(W—Fm) dx—l—(ﬁ%—%) dy,

onde v é a fronteira da regiao no plano determinada pelas desigualdades y > x —2 e
y < —a? 4 4, orientada no sentido anti-horério.

Solucao.

Os pontos de intersecao das curvas y = —2 e 22 = —y+4 saox = -3 ez = 2.
Observamos que o campo de vetores

F(o,y) = (s + VIF ot )

(z+1)2+y? (z+1)% +y?

apresenta uma indeterminacao na regiao limitada pelas desigualdades. Logo vamos dividir
o calculo da integral em duas integrais de linha:

- 1
/((—y)dﬂﬁ‘l'(LyQ)dy+/v1+x4dx+mdy:A+B.
v v

T+ 1)2 +y? (x+1)2+

Para o calculo de A, isolamos o ponto (—1,0) pelo circulo C dado por (z+1)*+1y? = a?

com a > 0 pequeno, orientado no sentido horéario. Sendo P = (m—)—gﬂﬂ e = ﬁ,
temos que:
0Q 0P _ y—(z+1)  (z+1)° -y’
Oy ((x+12+92)?  ((@+1)2+y?)7?
Logo por Teorema de Green:
// P))dxdy = /de + Qdy + / Pdzx + Qdy,
01 C
temos que
A= / Pdz+Qdy = / Y N = / / ) )dxd / Pdz+Qdy =
-/, v S@+1)24+y2 0 (24 1)2 2y v v
2 : 2w
- / Pdz + Qdy = / w(—asin(t)) + C‘C"j(t) (acos(t))dt = / dt = 2r.
_C 0 a a 0

onde o circulo —C' e parametrizado por x + 1 = acos(t), y = asin(t) para t € [0, 27].
Calculo de B: Aplicamos Teorema de Green direto para o campo F(z,y) = (V1 + x4, x).
Logo

2 p4—z? 2
12
/\/1+x4dx+a:dy—//dxdy—/ / dydx—/ (6—3:2—3:)dx:—5.
Y D -3 Jx—-2 -3 6

Portanto

e I prape: el g = 12
/((:(:—1—1) ey 5+ 1+x)da:+(<x+1)2+y2 x)dy = 2 + 5



