Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
3a. Prova - 1°. Semestre 2017 - 04/07/2017

Turma B
1* Questao: (4,0)

a) Seja S a parte do cilindro y* + 22 = 9 que estd no interior do cilindro z* + y? = 9 com
z > 0. Calcule a massa de S sendo a densidade d(x,y, z) = 23

b) Calcule //xdy/\dz+ydz/\dx+zdx/\dy, sendo S a parte do plano z +2x —3 =10
S

limitada _p)elo paraboldide z = 4 — 2% — 292, orientada com a normal unitdria de modo
que ﬁ -k >0.

Solucgao:
a) Primeiro parametrizamos a superficie S:

r=1Uu

2 =149 — v?
Calculando as derivadas parcias, temos:

v
ouNoy =10, ——, 1
( V9 — 02 )

e portanto

|ow A oy \/ v +1 \/ ) ’
UU O-U = = = .
902 -2 o2

O dominio de integragao é D, , = {u* + v* < 9}.

Calculando a massa, obtemos:

3
M:// (\/9—1}2) Ldudv:i’)// (9 — v?) du dv.
u,v 9_U2 Du,v

Fazemos mudanca para coordenadas polares:
u = pcost
v = psinf
O novo dominio de integragao é dado por:

Dy ={(p,0):0<p<3,0<0 <2}

Entao, a integral acima fica:



2w 2m _ 2
_3/ / (9 — p®sin? dep—B/ / <9p— (1 = cos 29)) dfdp

1 24 2
—3/(187rp pﬂ)dp—3<817r—8—7r)—3< 3>7r 797r.
; 4 4 4

b) Uma parametrizacao possivel para S éstd dada por:

r=u
y=v
z=3—2u.

Assim,
ouNo,=1(2,0,1)

e o dominio de integragao é

Dy = {(u,v) : 3 —2u < 4 —u? — 20°}
= {(u,v) 1 u* = 2u + 20* < 1}

= {(u,v) : Q—FUQ <1}

. - - .
Como o, A\ g, € ﬁ verificam o, A g, - ﬁ > 0e ﬁ -k > 0, entao definimos a mesma
orientacao.

I_// (u,v,3 — )-(2,0,1)dudv:// (2u + 3 — 2u) du dv

=3 A( u@)—S\/_W

Logo



22 Questao: (3,0) sejam

(z,y,2)
?(‘raya Z) = ( 2 + 9 +4 2)% + (ny,yZQ,Z.T2)
T Yy Z

e S é a esfera 22 +y? + 2% = 1 orientada com normal unitéria ﬁ exterior a esfera. Calcule

[[;F Ndo.

Solugao:

Podemos escrever o campo ? €omo ? = Fl + 1?2, onde Fl = (zy?,y2?% 22%) e

1?2: (e2)
(22 +y2+422)2

Logo [[; F - Ndo = [[,F, - Ndo + [[, Fy- Ndo.

Vamos calcular a integral / / 1?1 : ﬁda. O dominio e a divergéncia do campo 1?1 Sa0:
S

domﬁﬁl =R3,
divﬁﬁl = 9?4+ 22+ 22

Note que R = IntS = {(z,y, 2) : 2* + y* + 2% < 1}, portanto R C dom 1?1 Além disso, a
normal exterior a esfera e a normal que aponta para o complementar de R sao as mesmas.

Utilizando o teorema de Gauss,

//Sﬁ-ﬁda:///Rx2+y2+z2d:cdydz.

Fazendo uma mudanca para coordenadas esféricas, com z = pcosfsin ¢, y = psinfsin ¢

e z = pcos ¢, a integral resulta
1 [ 4
/ sin pdp = iy
0Jo )

T 27 1 p5
//?l-ﬁdaz/ / / p*p?singdpdf dp = 2m—
s o Jo Jo 5

Anélogamente, para calcular / / ?2 . ﬁda primeiro achamos o dominio do campo 1?2 ea
s

sua divergéncia:

domFy = R* ~ {(0,0,0)},

divﬁﬁg _ 1 3_ 322 . 1 - 31> 5
(:L‘2 _|_y2 —1—422)5 (12 _|_y2 +4Z2)5 (:L‘2 _|_y2 +4Z2)§ (1.2 +y2 +4Z2)5
n 1 __ 1222 5
(22 + 42 +422)7 (22 + 92 + 422)2
_ 3 _3(2® + Yt + 427 o
(22 + 42 +422)7 (22 + y2 + 422)2



Seja T = {(z,y,2) : 2> + y* + 42 < 1}. Portanto, TN S = 0.
Seja R a regiao R = ExtT NIntS. Logo RUOR=RUS C domﬁﬁg, porque 0 € IntT".

A normal 7, que aponta para o complementar de R na esfera S é dado por
=N

eem T por
- =
Ne = Ny,

ou seja, apontando para o (0,0,0). Utilizando o teorema de Gauss temos que a integral
de superficie para o campo ﬁg é

//Sﬁ.ﬁda—/wﬁ.ﬁda:o,

onde JT é o bordo de T e o lado direito da equacgao acima é zero pois diVE . Concluimos

h [ R~ [[ Bofio e

Finalmente, a integral de superficie do campo ? é

//S?.ﬁdaz//Sﬁ-ﬁdwr//sﬂﬁda:%w.



32 Questao: (3,0)

Seja
?(x, Y, z2) = (x7, z4 e, cos(2?) + xy)
e v a interseccao do cilindro % + %2 = 1 com o paraboléide z = x? + 3?> — 1 orientada de forma

que sua projecao no plano xy seja pecorrida uma vez no sentido horario. Calcule f7 F d7.
Solugao:

Podemos escrever o campo da questao como ? = (9:7, v’ cos 22> + (0, z,zy) = 1?1 + 1?2,
onde 1?1 = <x7,692,cos 22> e 1?2 = (0, 2z, zy).

Vamos calcular a integral f7 ?1 -d7. O rotacional estd dado por

i
woth = |2 2 2 [ =(0,0,0).
2

Além disso, temos que domﬁl = R? é simplesmente conexo. Logo 1?1 ¢é conservativo. Como
~ ¢é fechada entao f7 ?1 A7 =0.

Agora calculamos fv 1?2 -d7. Una parametrizacao para 7y é:

r =4sint, y = 3cost, z = 16sin?*t +9cos’t — 1; t € [-7,7].
A derivada da curva 7 fica
v'(t) = (4cost,—3sint,32sint cost — 18 costsint) = (4 cost, —3sint, 14sint cost) .
Logo

/ﬁg'?——/ (0,16sin2t+90052t—1,1281ntcost)-(4cost,—38int, 14sint cost)dt
0% -7

= — / —48sin®t — 27 cos® tsint + 3sint + 168 sin? ¢ cos? ¢ dt.

—T

Como a fungao sint ¢ impar entdo [* sin®tdt =0, [* cos’tsintdt =0e ["_sintdt = 0.

Entao

/?2 ST = —/ 168 sin? t cos® tdt
o -

_/ 168(1 —(;OSQt) (1+(;052t)

= —49 / sin? 2tdt

—T

dt

= —/ 21(1 — cos 4t)dt

—T

= —427.



