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Turma A
Questao 1: Calcule /:Uy ds, onde 7y ¢ dada pela intersecio das superficies 22+ y? = 1, 22 + % =1,y>0,

.
z > 0, percorrida do ponto (1,0,0) ao ponto (0,1, 5).
Solucao:

Uma parametrizacao para v é

(1) = (LVI=25V1- )
com t € [0 1], percorrida det=1parat=0.
Assim, 7' (t) = ( 751‘/ ) v (@) ] = \/1 + 12222 = /L2 ¢ 4 integral fica

1—¢2

1 2 1
/14 25¢ a————
0 - 0

Para calcular a integral, basta fazer a seguinte mudanca de variaveis: seja u = 1 4 25t2 — du = 50tdt,

entao )
—/ t\v 14 25t2dt = —

0 1
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Questao 2: Considere o campo
F= (ye™ sin (yz) + 1, ze™ sin (yz) + ze® cos (yz) — y, ye™ cos (yz) — z) .
a) Mostre que F 6 conservativo,
b) Calcule /ﬁ -dr onde 7 (t) = (cost, 1 +sint, cos (2t)) e t € [0,27].
v
Solucao:

a) Para mostrar que Fé conservativo, vamos achar uma funcao potencial, que também ajudaré a resolver
o item b. Supondo que tal fun¢do potencial, denotada por ¢, exista, ela deve satisfazer

dp

22— et sin (2) + 1% ¢ (5,5,2) = €sin (y2) + 7+ [ (4,2)

. - ) . =
onde f (y, z) deve ser determinada. Para tal, temos duas expressoes para 8—9;, uma vinda do campo F

e outra derivando ¢ parcialmente

9 o
07 — wesin (y2) + 26 cos (42) — y = eV sin (y2) + 2% cos (y2) + 01 =
Y Y
of y?
= — = —Y = - <
oy~ Y f(y,2) 5 t9()
onde g (z) deve ser determinada. Com procedimento anélogo para g—f,
0 o o 2
87(5 = ye™ cos (yz) — z = ye™ cos (yz) + a*i ~ a% =—z=9(2) = —% +C
y2

onde C' é uma constante qualquer. Portanto, tomando ¢ (z,y,2) = e™sin (yz) + =z — 5 — %2, temos
que @ é uma func¢ao potencial para F e, logo, este é conservativo.

b) Um jeito facil de calcular a integral é utilizar a fungao potencial encontrada no item a.

Aﬁ-d?=@<v(?)) e (1(0) = 9 (0.0.-1) ~ p(111) = | ~ csin1



Questao 3: Seja F= (—y; —2ye(®Y) 2 (y — 1) el@¥) 4 ‘%3 + 1). Calcule / F - dr, onde ~ & o semi-circulo

dado por 2? + y? =4, y > =, e percorrido de (—v/2,—v/2) até (v2,v2).
Solucao: O célculo direto da integral é complicado, por isso, a ideia é usar o Teorema de Green para
calcula-la. A figura abaixo ajudard a entender as curvas e dominios que serdo definidos.
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Seja a curva a (t) = (t,t),t € [-v/2,V/2] e D aregido limitada do plano cuja fronteira é Im (o) |J Im (7).
O Teorema de Green nos da

/ ?.£~+/Q?.cﬁn=/Dmt??dA;»/?%:/a?.cﬁa_/[)mt?.?m

Vamos calcular as integrais do lado direito separadamente.

V2

- V2 ’ V2 /
/a?-dr:/ﬂ?(a(t)).a (t)dt:/ﬁ?(a(t)).a (t)dt:—/ﬁdt:—Q\/i

2 z 472
/ 7"075? . ?dA = / 2 + y2dzdy = / /4 r2rdfdr = w [r} =dr
D D 0 Jer 4 1o

onde na integral de dominio D foi descrito com coordenadas polares. Assim, a integral pedida é

/?-ﬁ:é?ﬂ—/ﬂ)mt??m:—2\/5—47r



Questao 4: Calcule /ﬁ -dr’ onde v é a fronteira do retangulo R = [—1,2] x [—1, 1] percorrida uma vez no
v
F =

sentido anti-horario e

Solucao:

O calculo direto da integral parametrizando a fronteira de R é complicado e, portanto, vamos recorrer
ao Teorema de Green. Porém note que R contém um ponto em que F nao esta definido, entao uma curva
auxiliar é construida de modo que esteja contida em R e englobe a singularidade (origem), para assim o
Teorema de Green poder ser aplicado. Seja « (t) = (1—80 sent, % cos t) ,t €[0,27] e A o interior da regido

limitada por a. O Teorema de Green garante que

/ﬁdﬂ/ﬁ-dﬁ:/ rotF - k
5 @ R\A

Porém rotF = 0, entao basta calcular a integral sobre a.

21 2
/ﬁ-dfz/ Fa®) o (t)dt:—/ 15dt = —307
a 0 0

Logo,



Turma B
Questao 1: Calcule /:Uy ds, onde v é dada pela intersecdo das superficies 22 + % =1,22422=1,y>0,

.
z > 0, percorrida do ponto (1,0,0) ao ponto (0,4, 1).
Solucao:

Uma parametrizacao para v é

t) = (t,4\/1 —2\/1- t2)

com t € [0, 1], percorrida de t = 1 para t = 0.
Assim, '7/ (t) = <17 \/%7 I4tt2> ”7 ” - \/1 + 171;22 = 1TE?§2 € a integral fica

! 1+ 16t2 !
/azyds:—/ t\/l—t%/;rfzdt:—/ tV16t2dt
5 0 - 0

Para calcular a integral, basta fazer a seguinte mudanca de varidveis: seja v = 1 + 16t2 — du = 32tdt,

entao
—4
—4/ tv' 1+ 16t2dt = )
0

" = 52 ] -5 (v

1



Questao 2: Considere o campo
F= (ye™ sin (yz) + 1, ze™ sin (yz) + ze® cos (yz) — y, ye™ cos (yz) — z) .
a) Mostre que F 6 conservativo,
b) Calcule /ﬁ -dr onde 7 (t) = (cost, 1 +sint, cos (2t)) e t € [0,27].
v
Solucao:

a) Para mostrar que Fé conservativo, vamos achar uma funcao potencial, que também ajudaré a resolver
o item b. Supondo que tal fun¢do potencial, denotada por ¢, exista, ela deve satisfazer

dp

22— et sin (2) + 1% ¢ (5,5,2) = €sin (y2) + 7+ [ (4,2)

. - ) . =
onde f (y, z) deve ser determinada. Para tal, temos duas expressoes para 8—9;, uma vinda do campo F

e outra derivando ¢ parcialmente

9 o
07 — wesin (y2) + 26 cos (42) — y = eV sin (y2) + 2% cos (y2) + 01 =
Y Y
of y?
= — = —Y = - <
oy~ Y f(y,2) 5 t9()
onde g (z) deve ser determinada. Com procedimento anélogo para g—f,
0 o o 2
87(5 = ye™ cos (yz) — z = ye™ cos (yz) + a*i ~ a% =—z=9(2) = —% +C
y2

onde C' é uma constante qualquer. Portanto, tomando ¢ (z,y,2) = e™sin (yz) + =z — 5 — %2, temos
que @ é uma func¢ao potencial para F e, logo, este é conservativo.

b) Um jeito facil de calcular a integral é utilizar a fungao potencial encontrada no item a.

Aﬁ-d?=@<v(?)) e (1(0) = 9 (0.0.-1) ~ p(111) = | ~ csin1



Questao 3: Seja F = (—— +2(z 4 1)@ ) 2zel=v) +% ° + 1) Calcule / F -dr ,onde v é o semi-circulo

dado por 2 +y2 =4, y > —x, e percorrido de (\f, —f) até ( V2, \f)
Solucao: O célculo direto da integral é complicado, por isso, a ideia é usar o Teorema de Green para
calcula-la. A figura abaixo ajudard a entender as curvas e dominios que serdo definidos.
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Seja a curva a (t) = (t,t),t € [-v/2,V/2] e D aregido limitada do plano cuja fronteira é Im (o) |J Im (7).
O Teorema de Green nos da

/ ?.cﬁ«+/?-cﬁn=/ mt??dA;»/?.cﬁ:/?.cﬁ«—/ rotF - K dA
—y « D 0 « D
Vamos calcular as integrais do lado direito separadamente.

/aﬁm:/fim ) dt = / 7 (a ) dt — /Zdt:m

2 z 472
/ 7"075? . ?dA = / 2 + y2dzdy = / /4 r2rdfdr = w [r} =dr
D D 0 Jer 4 1o

onde na integral de dominio D foi descrito com coordenadas polares. Assim, a integral pedida é

/?-ﬂz/Oé?-z"—/ljrot?-?d/l:%f—%r



Questao 4: Calcule /ﬁ -dr’ onde v é a fronteira do retangulo R = [—1,2] x [—1, 1] percorrida uma vez no
v
F =

sentido anti-horario e i+ =]
L+L +
4 16

»‘HM
a8

Solucao:

O calculo direto da integral parametrizando a fronteira de R é complicado e, portanto, vamos recorrer
ao Teorema de Green. Porém note que R contém um ponto em que F nao esta definido, entao uma curva
auxiliar é construida de modo que esteja contida em R e englobe a singularidade (origem), para assim o
Teorema de Green poder ser aplicado. Seja « (t) = (1—(2)0 sent, ﬁ cos t) ,t €[0,27] e A o interior da regido

limitada por a. O Teorema de Green garante que

/ﬁdﬂ/ﬁ-dﬁ:/ rotF - k
5 @ R\A

Porém rotF = 0, entao basta calcular a integral sobre a.

/Qﬁ-dF:/o%ﬁ(a(t))-a/ (t)dt:—/QWSdt:—l&r

Logo,



