FUJA DE CALCULO llI-P3

Roteiro/Resumo

REVISAO QUADRICAS:

Alguns alunos me disseram que, por algum motivo, seus professores de cdlculo Il nGo passaram
as quddricas em aula. Como esse conhecimento é imprescindivel para fazer a P3, vou deixar uma revisGo
aqui no comego.

As quddricas nada mais sdo do que aextensdo das cOnicas, mas no R3. Sdo func¢des que,

em geral, devolvem gréficos que se assemelham a superficies “esféricas”. Assim como as
cOnicas, é importante decorar qual quadrica é qual. Logo abaixo, segue uma lista delas:

Elipséide: Centro C(0. 0, 0):
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O sinais da equacdo sdo positivos.
a, b e c 580 os eixos das elipses.

Centro C(h, k, I):
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Um famoso caso particular é a esfera, quandoa=b =c.

Hiperboloide de uma folha: Centro C(0. 0. 0).
Um dos sinais € sempre negativo.
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Osinal negativo é quem diz em torno de qual eixo a figura esta.



Hiperboloide de duas folhas:
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Nesse caso, é o sinal positivo quem dizem torno de que eixo a quadrica esta.

Paraboloéide Eliptico:
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O termo no 12grau é o eixo da figura. “Pardbola 3D”.

Paraboldide Hiperbolico (Sela):
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Um pouco incomum em prova, mas vale a revisdo.



Superficie Conica: Equacdes semelhantes as do Elipsoide porem
igualadas a zero.

O termo de sinal negativo indica o eixo dos
cones.

(1) eixo z (fig. ao lado): ‘ + 2 —Z—;=0
=

z=0.a = b, obtém-se uma superficie conica
circular. Mas se a £ b entdo obtém-se tumna
superficie conica eliptica. O mesmo se aplica
nas demais equacdes.
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Fonte dasimagens: Livro de Geometria Analitica - Alfredo Steinbruch, Paulo Winterle

Também existem, e sdo bem comuns em prova, as superficies que sdo criadas a partir
do prolongamento de umafuncdo de RemR (retas, pardbolas, etc.), sobre um outro eixo, como
se a figurano R? fosse repetidainfinitamente ao longo desse novo eixo. Temos como exemplos
mais comuns:

Reta - Plano
Pardbola - Calha parabdlica
Circunferéncia -> Cilindro

Vale lembrar que esse processo funciona com qualquer funcdo. E possivel prolongar
exponenciais, logaritmicas, entre outras.

INTEGRAL DE SUPERFICIE:

Assim como na P2 aprendemos a fazer integrais de linha, para a P3 temos que saber
como fazerintegrais de superficie. Aaplicacdo dasintegrais de superficie geralmentetemaver
com o calculodo fluxo (de campo elétrico, de agua, de fluidos em geral) numacertaérea, e por
isso tem bastante uso na engenharia.

Também como aintegral de linha, ela é dividida em:
Integral de superficie de uma funcdo (e.g.: calculo da massa)
Integral de superficie de um campo vetorial

Comoo préprionome sugere, aintegral de superficie é realizadaem um plano, ouuma
superficie, e corresponde ao pedaco de um grafico (em geral, o pedaco de uma quédrica). Essa
superficie nada mais é que um plano deformado, assim como as curvas gama eram eixos
deformados. Como ndo podemos realizar integrais em “planos deformados”, nem em “eixos
deformados”, nds parametrizamos essas entidades, transformando-as em planos e eixos
“retos”, onde podemos realizar a integral. Como a parametrizacdo é o mais importante da
integral, segue um tdpico separado.



PARAMETRIZAGCAO DE SUPERFICIES:

A parametrizacdo de superficies é feita transformando uma superficie definida por 3
varidveis (ou de 2, mas esse caso é um pouco redundante) em uma definida apenas por
2 variaveis. O segredo para esse processo estd justamente neste enunciado. Para

parametrizar, basta achar duas varidveis, ou seja, encontrar na superficie duas coisas
gue estejam variando.

Falando assim pode parecer bem uma dica beminutil, mas alguns exemplos vao ajudar
avisualizar, imaginem um cilindro x? +y?=1:

Em uma breve inspecdo do cilindro, é possivel notar que a altura z é variavel, e que o
raio é fixo (parafazeresse tipo deinspegdo, interseccionem afigura com planos ao longo
do eixo dela, nesse caso o z. Isso ajuda a visualizar o que esta acontecendo com as
intersec¢des conforme vocé varia o z. Nesse caso, as intersecgdes sdo sempre
circunferéncias de mesmoraio paravalores diferentes de z). Se oz é varidvel, entdo ele
ja éumadas novas varidveis.Nessecaso, qual é aoutra? Eu preciso de umavariavel que
consiga, sozinha, descrever a circunferéncia do cilindro. A melhor variavel paraisso (e
euja adianto que quase todas as parametriza¢cdes de quadricas que aparecem vao usar
esta variavel) é um angulo teta.

A parametrizacdo dessa superficie seria a seguinte:

x =1.cosu
x*+y*=1- {y = 1l.sinu
Z=v

Ou seja, z é uma varidvel livre, e recebe uma das varidveis da parametrizacao
para ele, enquanto x e y podem serdefinidos pelo angulo u de 0 a 2. Notem que
o raio, por ser fixo, ja aparece explicito na parametrizacao.

Porém, existe outro caso, que pode ser descrito pelo seguinte exemplo,
imaginem um hiperboloide de uma folha descrito por x* + y? - 22 = 1:



Se a mesma inspecado realizada antes for feita agora, notaremos que tanto o raio
guanto o z variam (as diversas intersec¢des sdo circunferéncias de raios diversos
para valores diversos de z). Se o angulo teta ja é uma variavel, entdo qual vai ser
a minha outra varidvel? O raio ou o z? Nesse caso, faz-se com que uma delas
dependa da outra. E possivel notar pela figura que, conforme z aumenta, o raio
da circunferéncia também aumenta, logo existe uma relacdo entre eles, basta
descobrir qual é.

Tomando a altura z em fung¢do do raio temos:

X = U.COSV
y = u.sinv

z=u*—-1

OBSERVACAO: Como com qualquer parametriza¢do, ha quem prefira “embutir”
todas as possiveis transf. de coords. possiveis em uma parametrizacdo so,
realizando assim s6 uma integral, como é o casso acima. Porém, também é
possivel fazer parametrizacbes mais simples, e depois realizar as transf. que
foram necessarias. Por exemplo, outra parametrizacdo para esta superficie é:

xP+y?—z2=1-

x=u
x2+yt—z2=1- y=v

z=+u*+v?-1

, porém essa parametrizacdo invariavelmente vai exigir que vocé use polares em
algum momento da integral. Fica a critério de cada um qual processo é melhor.
Claro que esses exemplos ndo levaram em conta os limites de integracdo, mas
depois que se tem a relagao entre as varidveis, os limites sdo simples de serem
encontrados.



Bom, depois desse imenso parénteses, voltamos as integrais de superficie. O
processo é bem parecido com o da integral de linha. A Unica diferenca é a mudanca do

jacobiano multiplicando a integral. O que antes era a derivada da curva, agora é a
derivada da superficie, e é definida pelo seguinte determinante:
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,onde S é a parametrizacdo da superficie que vocé desejar.

Dessa forma, as integrais de superficie, assim como as de linha, seguem o
seguinte modelo:

- Integral de uma fungao:
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,onde 6 (x,y,z) é uma funcdo densidade geralmente, e usa-se o médulo do jacobiano.

- Integral de um campo vetorial:
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, onde a integral se da pelo produto escalardo jacobiano (nesse caso esta escrito com
outras letras, mas é a mesma coisa), e o campo com a superficie aplicada nele. Note que
para esse produto escalarocorrer, é necessarioum vetor que represente a superficie.
Esse vetor é o vetor N. Em se tratando de uma superficie, esse pode estar “saindo” ou
“em cima” dela, ou o contrario. Quando uma integral de superficie de campo vetorial
for realizada, é importante que os sinais do jacobiano estejam coerentes com os pedidos
para N. Por exemplo, se N.k>0, a parcela kde N é positiva, logo a parcela zdo jacobiano
também devera ser positiva. Basta que o sinal do jacobiano seja acertado, por exemplo:
(1,1,-1) = (-1,-1,1), e a integral serd feita corretamente.

TEOREMA DE STOKES:

O teorema de Stokes nada mais é do que um caso maior do teorema de Green.
Quando tinhamos uma integral de linha muito complicada, usavamos Green para
descobrir seu valor através da integral da regido dentro da curva. Antes essa regido era
sempre um plano, e por isso sua integral era bem facil. No Stokes, essa regido pode ser
toda deformada, porque estamos falando do R3, ou seja, ela pode ser um pedaco de um
cilindro, de uma esfera, de qualquer coisa, e a curva gama sobre a qual deseja-se calcular
a integral é o contorno dessa regido.



A férmula de Stokes é a seguinte:

f/smt(?)-?ms :/?-d?

Notem que é bem parecida com a de Green. O que mudou e o que ficou igual foi:
as curvas tinham sinal positivo quando se imaginava um “homenzinho” andando no
sentido da curva e a regido ficava a esquerda, e isso continua igual. Agora, antes se
calculava o rotacional da F e seu valor na parcela k sempre era positivo. Dessa vez ndo.
Essa parcela da esquerda é uma integral de superficie de um campo vetorial e a normal
tem um sentido que tem que ser respeitado, como visto na secdo anterior. Mas qual é
a sentido certo da normal? Issoexige outro esforcinho mental. Lembram do homem que
andava sobre a curva? Imaginem a curva contornando a regido de forma que ela fique a
esquerda, ou seja, de forma que a curva seja positiva. Nesse caso, 0 homenzinho ¢é a
propria normal (como se o sentido da normal fosse dos pés até a cabeca dele). Se
utilizada essa normal no célculo da parcela esquerda, ela sera positiva. Caso contrario,
negativa.

Nesse caso temos uma superficie S que é uma casca esférica comz>0, gamaéa
curva que nesse sentido deixa a regido a esquerda, e a normal (que seria o préprio
homenzinho) estd apontada para fora da superficie. Nesse caso, essa é a normal
positiva. A outra normal, que estaria apontando para dentro, é a normal negativa. Nao

ha problema em usar a normal negativa DESDE QUE se ponha um sinal negativo na
formula de Stokes no decorrer no exercicio.

Para descobrir a normal, o processo é o mesmo do da integral de superficie.
Parametriza a superficie e calcula o produto vetorial. Para descobrir se a normal que
vocé achou é a positiva ou a negativa basta uma breve inspecdo. Se a parcela z da
normal, por exemplo, que vocé achou é negativa, mas o desenho te mostra que a normal

positiva aponta para o sentido positivo de z, basta trocar o sinal. Isso mostra a
importancia do desenho.



TEOREMA DE GAUSS:

Por ultimo, o teorema de Gauss. Ele também é uma “ampliacdo” do teorema de
Stokes, porém com outra problematica. Imaginem que uma integral de superficie seja
muito dificil de fazer na unha, entdo usamos a integral de um volume dentro dessa
superficie para achar o valor das integrais das superficies. Muito parecido com Stokes,
certo? O que antes era o contorno de uma superficie definido pela soma das curvas,
agora é a casca de umvolume definida pela soma das pequenas superficies que formam
essa casca.

A férmula do teorema de Gauss é:

/:/:/U div(v) dxdydz = .//au v.nidS

(Ovai,nocaso, éumfF).

Naparcelaa esquerdatemos a parte referenteao volume. E umaintegral tripla, ou seja,
de umaregido tridimensional, dafuncdo div (F).O divergente (div) ¢ uma das formas com a qual

vocé pode usaro operador nablae nadamais é do queasomadas derivadas de que cada parcela
do campo vetorial, em relagdo a essa mesma parcela, ou seja:

0Fx O0Fy O0Fz
+—+
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div(ﬁ) =

, e, portanto, sempre vai retornar apenas uma funcdo, e ndo um campo vetorial. Como essa
integral também ndo tem orientacdo, ndo precisatero sinal acertado, bastarealizar a integral.

A parcelada direitadiz respeito as somas das superficies que limitam esse volume. Sao
uma ou mais integrais de superficies a serem realizadas com o advento que a orienta¢do das
normais dessas superficies SEMPRE deve apontar para fora da regido. Essa orientacdo torna as
integrais positivas na férmula.




Notem que na primeiraimagem, o volume é definido apenas por uma superficie, e a
normal aponta para fora dessa superficie. Na segunda imagem, a regido é definida por duas
superficies. As normais da S apontam para fora da regido e para fora do centro do sistema de
coordenadas, enquanto que as normais de S’ apontam para fora da regido, porém para dentro

do centrodo sistema. O que prevalece é apontar para fora da regiao, ou seja, nesse caso todas
as superficies estdo positivas.

OBS: Como em Green, haviam pontos ou eixos que ndo podiamser levados em conta, chamados
de singularidades, pois ndo faziam parte do dominio da fungdo. Essas singularidades continuamvalendo
para Stokes e para Gauss, e devem ser evitadas.




