Prova Substitutiva de ML AT2455 - Célculo III - POLI - 04/07/2006

Resolugao

Questao 1. (3,0 pontos)

2 2
a) Calcule / yzds, onde v é a interseccao do elipsdide xz + yz +42* = 1 com o plano

v
y = 2x contida no primeiro octante.

b) Seja v(t) = (¢’ In(t + 1),* — 1,5t — 5), t € [0, 1]. Calcule

/ (v cosz +32%2 4+ 1) do + (3y’*senz + z) dy + (2° + y) dz.
0

Solugao. a) Vamos primeiro determinar uma parametrizacdo para a curva 7. Eliminando
a variavel y nas equagoes que definem ~, obtemos a projecao y; de v no plano xz. Agora,
~v1 é a curva - + 22 +422 =1, que é a ehpse 2 442 =1, Portanto, uma parametrizacao
de vy é~(t) = (\2[ cost, \4[ cost, 3sint). Como 7 estd contida no primeiro octante, devemos

terx >0,y>0ez2>0,0que 1mphca que 0 <t < 7. Logo, uma parametrizagao para 7 é

(t) = ( 2 cost, - t) 0<t<?’

Y coSs cos sm <t< —
v 2
Assim,

) ( 2 Sint,— - sint, 1 t)
= sin sint, —cost |,
! VAV
4 16 1 1
1Y ()| = \/(3 + 3) sin®t + 1 cos?t = 5\/1 + 15sin?¢t,
e, portanto,

2(1 4 15sin2 )2 |72

/yzds / —smtcost V 1+ 15sin®tdt = \/_303

45f[4 1= 45v/5 ﬁ'

b) Como F éum campo de classe C* definido em todo R3, que é um conjunto simples-
mente conexo e

i j k
rot F = g 2 g
ox oy 0

yPcosx 4+ 3222 3yisina+z 2P +y

—

= (1—1)i — (32% = 32%)] + (3y* cosz — 3y? cos x)k = 0,

entdo F é um campo conservativo. Portanto, existe uma funcio ® : R* — R de classe O
tal que V®(z,y,2) = F(x,y, 2), para todo (x,y,2) € R® e

[ = a6 - 20,



Para determinar ¢, devemos resolver o sistema

o> 4 )

o Y cosx +3z°z+1 (1)
g—j = 3y*sinx + 2 (2)
0P 3

Integrando a equagao (1) com relagdo a x, obtemos
q)(ma Y, ’Z) = y3 sinx + $32 +x+ C(ya 2)7
onde ¢(y, z) é uma fungao independente de x. Substituindo na equagao (2), obtemos

oc _

3y” s
oy Yy smx + z

3y’ sinx +

e, portanto, c(y, z) = yz+c;(z), onde ¢; s6 depende de z. Assim, ®(z,y,2) = y>sinz+232+
T +yz + c1(2); substituindo na tltima equagdo, obtemos finalmente x3 +y + ¢} (z) = 2 + y,
isto é, ¢1(z) = constante. Portanto, um potencial para F' é a funcao

O(z,y,2) =1y sine + 22 + o +yz

e, portanto

/ﬁ L dF = B(7(1)) — B(1(0)) = D(en2,0,0) — B(0, —1,—5) = eIn2 — 5.

~ . . 7 . .
Questao 2. (3,5 pontos) Seja S a parte do paraboléide z = — — 22 — yy* contida no semi-
4

espago z > x — 1, orientada de modo que sua normal unitaria N satisfaz N - k > 0. Calcule
//ﬁ-ﬁda, onde
S

F(z,y,2) = (—=3z — 2y)i + (2" + 2y)] + (22 — 2)k.

Solugao. Vamos primeiro “fechar”a superficie S com a superficie 7' de modo que a reuniao
S UT seja uma superficie lisa por partes, fechada e orientada segundo a normal unitaria
exterior. Para isso, usamos a parte do plano z = x — 1 que “esta dentro”do paraboldide
z=T—22 4 orientado com a normal Ny = (1,0, —1)/v/2. Seja R a regido limitada por

S UT. Pelo Teorema de Gauss, temos

//ﬁ-ﬁda:///divﬁ(w,y,z)dxdydz
R

suT

e portanto, //ﬁ-]vdaz///divﬁ(x,y,z)dmdydz—//ﬁ-ﬁda.
S R T



Aos célculos: seja D a regiao do plano R? cuja fronteira 0D é a projecao da curva
interseccao do paraboldide com o plano; entao 0D é a curva Zz —22—y?=2—1,isto 4, a
circunferéncia (z+3)?+y? = 3 de centro (—31,0) e raio v/3. Entdo, a superficie T e a regido

R podem ser descritas, respectivamente por:

1
T:o(u,v) = (u,v,u —1), (u,v) € D = {(u,v) € R*: (u—|—2) + 0?2 <3}
‘ 7
R={(z,y,2) € R®: (asy)EDeas—1<z<Z—x — 9%}
Portanto,

//F N do // N(o(u, ))||8—0/\g—(;(uv)||dudv

//f 3u—2v—2(u—1)+u]\/_dudv——2//[2u—|—v—l]dudv

D

V3
:—2/ dr/ [2(—§+r0089)+rsin0—1]rd6’:87r/ rdr=12m,
0 0 0

B %_x2_y2
///divF(x,y,z)dxdydz :// [/ 1dz] da:dy:// E—xz—yz—x%—l] dxdy
z—1
R D

D
1 ve e 9

:// [3—(:1:—1——)2—3;2} dedy = dr/ [3—r2]7"d9:—7r.
2 0 0 2

Logo,

Questao 3. (3,5 pontos) Calcule /ﬁ - dr, onde
gl

4
- — x e’
Ia -
(z,9,2) <2x2—i-3y27 222 + 3y?’ 1+22>

e v é a interseccao do cilindro 222 + 3y? = 1 com o plano x + y + z = 0, orientada de modo
que sua proje¢ao no plano xy seja percorrida uma vez em sentido anti-horario.

Solugao O campo F nao estd definido nos pontos do eixo z. Entretanto, o rotacional de
F ¢ 0:

i J k
0 0 0
rot F = or oy 0z
—y T e
202 4+ 3y? 2224+ 3y? 1422

07— 0f + 202 + 3y% — 42® 222 + 3y% — 612 P_g
(227 +y2)? (227 +y?)? '



Considere a superficie S dada pela porcao do cilindro 222+ 3y? = 1 entre os planos x+y+
z =0 e z = 100, orientada segundo a normal unitaria N(z,y, z) = (2z,2y,0)/y/42% + 4y>.
Pelo Teorema de Stokes, temos

//rotﬁ~]\7da:/ﬁ-df+/ P dr
g Y Y1

onde v; é a interseccao do cilindro 222 + 3y* = 1 com o plano z = 100. Como rot F

obtemos
/ﬁ-dF:—/ F-dr.
Y Y1

Agora, v, é uma elipse contida no plano z = 100, orientada de modo que sua projegao no
plano zy é percorrida uma vez no sentido horério; logo uma parametrizacao de v; é

sint cost
t)y=—,——,100), 0Lt < 2m.
nlf) (\/5 V2 )

0,

Portanto,

2 : : 100%
- —costcost sint, sint e 2
F-dfz/ + — + 0 dt = ———.
/71 0 [\/3 v TR A T T ] NG
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Logo,
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Q
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