MAT2455 - Céalculo Diferencial e Integral para Engenharia III
Escola Politécnica - 3* Prova - 21/06/2016

Turma A
12 Questao:

a) (1,5) Seja S parte do plano x 4+ 3y + 2z = 8 limitada pelos plano z =0, y = 0 e z = 0.

Calcule // F-NdS onde F(z,y,2) = (zyz,y%z,xy) com N - k > 0.
S

b) (2,0) Seja S parte da esfera 22 + y? + 22 = 4, com z > /22 + y?. Calcule a massa de S
sendo 0 (z,y, z) = > + y>.

Solugao:
a) Para resolver o problema, primeiro parametrizamos a superficie S:

U(ya Z) = (8 - 3y - 227y72)a (y,Z) €R

Sendo R a projecao de S no plano yz.

Figure 1: Regiao R
Calculando as derivadas parciais de o, temos:
o, =(-3,1,0)
o, =(-2,0,1)
=0, N0, =(1,3,2)

Repare que o, A\ o, - k> 0.

Assim, calculamos a integral:



4 8—2z
//F-NdS—/ / ’ <(8—3y—22)yz,y2z,(8—3y—2z)y>-(1,3,2)dydz:
s o Jo

4 8—-2z
/ / 3 ((8 — 3y —2z)(yz + 2y) + 3y22) dy dz =
0 0

4 8—2z
/ / " (Syz + 16y — 3yz — 6y — 2y2? — dyz + 3y72) dy dz =
0

y(4z + 16 — 22 )—6y2> dydz =

2(4 z)

Yy ooy 6y _
/0(2(42—1—16 22%) — 3>y0 dz =

/04 (;—2(4 —2)?(22 4+ 8 — %) — ;—2(4 — 2)3) dz =

22 4
= (3(4 C2)2(22+ 8 — 22) — 4(4 — z)3> dz
0
Fazendo a mudanca de variavel u =4 — z = du = —dz, temos:
4 0

5 <3u2(2(4 W) 48— (4—u)?) — 4u3) dz =

4 [ 4 4
7, <3u2(6u —u?) — 4u3> dz = E/o (14u® — 3u*) dz =

4 (14u4 3u5>4 5632
27\ 4 5 /o 135

b) Uma parametrizacio possivel para S é dada por

x = 2cosfsin¢
o5 (¢,0) = < y = 2sinfsin ¢
z=2cos¢

O dominio de og é achado a partir da restricao dada.

z2>Vx?2+y? > cosgp >sing — 0< ¢ <

0<0<27r

T
4

Calculando o diferencial de area necessario para a integral de superficie.

995 — (2 cos B cos ¢, 2sin 0 cos ¢, —2sin ¢)

o
‘98%5—( 2sin @ sin ¢, 2 cos O sin ¢, 0)
Hd"s A 25| = || (4cos@sin® ¢, 4sin 0 sin® ¢, 4 cos psin @) || = 4sin ¢
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Portanto, a massa de S é dada por

. 2m i 805 803 . 2m i . 9 . .
//S(F(x,y,z)dS = /0 /o d(0(0,0)) H@_qb/\WHdgbdQ_/o /0 4 sin” ¢4 sin ¢pdpdh =

327r/04 (1 — cos® ¢) sin pde = 32 [— cos b + Cofﬂs - 4% (16 . 11\/5)




22 Questdo: (3,0) Sejam F (z,y, 2) = (2yz, y®, & + cos (%)) e 7 a interseccao de z = 9 — a2 — 2
e y = 1, percorrida de (—2v/2,1,0) a (2v/2,1,0). Calcule va - dr.

Solucao:

O célculo direto da integral de linha é complicado, por isso, recorre-se ao Teorema de Stokes.
Para tal, observa-se que v nao é uma curva fechada (o que pode ser observado na figura abaixo)
e, entao, ¢ necessario adicionar uma curva auxiliar « tal que v+« delimite uma regiao S contida

no dominio de F. Como Dom (ﬁ) = R3, pode-se tomar « igual a

{a(t) = (—2V2t,1,0) —1<t<1

A aplicacao do Teorema de Stokes entao fica

/ﬁ-d?+/ﬁ-d?z//Vxﬁ-ﬁdS
ol a S

onde S é parte do plano y = 1 e, portanto, sua normal induzida pela orientacao de v+ « é
(0,1,0). O Teorema de Stokes facilita o célculo da integral pedida, ja que a integral de linha
sobre a imagem de « é simples, assim como a integral de superficie.

/ﬁ-dF:/_lﬁ(a(t))-a’(t)dt:/l (0,1,—2\/§t+1)-(—2\/§,O,O)dt:/10dt:0

1 -1 -1

A superficie S pode ser parameterizada por

r=u
os (u,v) =< y=1
Z2=0

onde Dom (og) = {(u,v) € R?| —2V/2<u<2v2,0<0v < 8—u2}.
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O rotacional de F' ¢ dado por

= [(O(x+cos(z") 0(y) 0(2yz) O(x+cos(zh) d(y°) 9(2y2)
VXF_< dy 9z 0z Ox " 9r Oy

Entao, a integral de superficie sobre S fica

. 2V2  p8—u?
//VxF-ﬁdS:/ / (02— 1,-20) - (0,1,0) dvdu —
S —2v2 Jo

2v2  8—u? 2v2 372v2 644/2
/ / dvdu:/ 8 —uldu = [8u—u—} :_\/_
—2v2Jo —2v2 3] o5 3

Logo, juntando os resultados parciais, tem-se que

., 42
/F-dF:M
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32 Questao: (3,5) Sejam ﬁ(x,y,z) = % + (0,0, 2%) e S parte do paraboloide z =

5— a2 — 2, com z > 0, orientada com N(0,0,5) = k. Calcule I Js F.NdS.
Solugao:

O campo F sera separado em uma soma de duas componentes, F e ﬁg, como indicado no
proprio campo.

Fy:

Para aplicar o teorema de Gauss, e necessario "fechar" a regiao e isolar a origem. Para tal,
utilizaremos as superficies R e T.

R:2=0

R(u,v) = (u,v,0), Ng = (0,0, —1)

T4 + 2+ 22 =1r%r<<1;2>0

T(0¢) = (r.cosf.sen(¢)/2,r.senfseng, r.cosd)

Ty x Ty = r*.seng(cosh.seng, senf.sen(d)/2, cos(p)/2) (Ty x T, e interior)
divFy =0

Aplicando o Teorema de Gauss:

//ﬁN%+//ﬁNM—//ENﬂ:o
S R T
//ﬁﬁwz//ﬁﬁw—//ﬁﬁm
S T R

Integral sobre R:



u,v,0
//FlNdR // 2+ 0?) 3/2 0,0,—1)dS =0

Integral sobre T:

r3

(cosB.senb, senf.sen(¢) /2, cos(¢)/2)dopdb

2w pw/2 /2
= / / Sen¢d¢9 = 7r./ sengdp =T
o Jo 2 0

Logo: ffsﬁl.NdS =7
Devemos fechar a regiao em T'(u,v) = (u,v,0), Ny = (0,0,—1),2 =0

7 o .cosf. 2. r.send. .
[ [ Aare [ [ eng eobontOs snbsensrot)
T 0 0

Aplicando o Teorema de Gauss:

//ﬁz.ﬁdSJr//E.J\?Tz///dwﬁ?dxdydz
s T R
//FQNT—// (0,0,0). —1)dT =0
Dy
///divﬁgdmdydz=///Sszxdydz
R R

Com 0 <2z<5—2%—19% ouseja: 22 +1y?> <5
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Usando coordenadas cilindricas:

x = p.cosd, 0 < p < V5
y=p.send, 0 <0< 2w

z2=2z
J=p
Assim:
2. V5 pr2 V5
/ / / 322dzdpdf = 2.pi/ 125p — 75p° 4+ 15p° — p'dp
0 0 0 0
5 625  625.m
=27 — =
8 4
Portanto:

[ [Fas =gy 2007



Turma B
1* Questao:

a) (1,5) Seja S parte do plano 2x + 3y + z = 4 limitada pelos plano z =0, y = 0 e z = 0.

Calcule // F-NdS onde F(z,y,2) = (zy,y?z, xyz) com N - k > 0.
S

b) (2,0) Seja S parte da esfera x* + y* 4+ 22 = 4, com z > # Calcule a massa de S
sendo ¢ (z,y, 2) = 2% + y>.

Solugao:

a) Para resolver o problema, primeiro parametrizamos a superficie S:

o(z,y) = (,y,4—22 — 3y),(y,2) € R

Sendo R a projecao de S no plano zy.

0.8}
0.6}
0.4}

0.2F

0.0 l
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figure 2: Regiao R
Calculando as derivadas parciais de o, temos:
o, = (1,0,—2)

o, = (0,1,-3)
= o, Aoy = (2,3,1)

Repare que oy A0 - k> 0.

Assim, calculamos a integral:

2 4—2z
//F-NdS:/ / ’ (xy,y2(4—2x—3y),xy(4—2x—3y)>-(2,3,1)dyd$:
s o Jo
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<(4 — 22 — 3y)(3y* + zy) + 23:y> dy dx =

= 2 2 2 3 2 _
(12y* + dxy — 6xy” — 22°y — 9y° — 3xy” + 2zy) dy dx =

y(6z — 22%) + y*(12 — 9z) — 9y3) dydx =

3 4 ,=22=z)
Yy 9y Y="73
Y 6 — 201 + L (12— 9 ——) dr =
/0<2(x x)+3( ) 7)o x
2 12(2 — x)? 23(2 — x)? 9.22(2 —x)4
/ <T(6x —22%) + T(12 —97) — T> dx =
0
2 2
3 (9(2 —2)?(6x — 22°%) +4(2 — 2)*(12 — 92) — 18(2 — x)4> dx
0
Fazendo a mudanca de variavel u = 2 — x = du = —dx, temos:
2 0
— (9u2(6(2 ) —2(2 — w)?) + 412 — 9(2 — u)) — 18u4> du =
2
9 2
sl <9u2(4 + 2u — 2u?) + 4u*(—6 + 9u) — 18u4> du =
2 [? ) 5 2.6 6u®  ut\2 16
il — du = — ) ==
81/, (36“ 6“) “= 81(3 4>o 9

b) Uma parametrizacao possivel para S é dada por

x = 2cosfsing
o5 (¢,0) =< y =2sinfsin ¢
z=2cos¢

O dominio de og é achado a partir da restricao dada.

2 2 :
z > x;—y —>cos¢2%—>0§¢§%
0<6<2r

Calculando o diferencial de area necessario para a integral de superficie.

995 — (2 cos B cos ¢, 2sin 0 cos ¢, —2sin ¢)

9¢
‘98%9—( 2sin fsin ¢, 2 cos O sin ¢, 0)
||BUS A 8‘75|| = || (4 cos@sin® ¢, 4sinfsin* ¢, 4 cos gsin @) || = 4sin ¢

Portanto, a massa de S é dada por

//Sé(x,y,z)ds — /OQW/f(s(g(gb,@) %/\%quﬁde—/ / Lsin? G4 sin dddd —

' 2
327r/ (1 — cos® qb) sin ¢pd¢ = 327 [_ cos ¢ + COZ gb} 20w
' 0

3
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22 Questdo: (3,0) Sejam F (z,y, 2) = (yz, 43, x + cos (1)) e v a interseccio de z = 16— 22 — 2
e y = 2, percorrida de (—2v/3,2,0) a (2v/3,2,0). Calcule va - dr.

Solucao:

O célculo direto da integral de linha é complicado, por isso, recorre-se ao Teorema de Stokes.
Para tal, observa-se que v nao é uma curva fechada (o que pode ser observado na figura abaixo)

e, entao, ¢ necessario adicionar uma curva auxiliar « tal que v+« delimite uma regiao S contida
no dominio de F. Como Dom (F) = R3, pode-se tomar « igual a

a(t)=(-2v3t,2,0) -1<t<1
o (t) = (—2v/3,0,0)

— ¥(b)
— alt)

A aplicacao do Teorema de Stokes entao fica

/ﬁ-d?+/ﬁ-df=//Vxﬁ-ﬁdS
ol « S

onde S é parte do plano y = 2 e, portanto, sua normal induzida pela orientacao de v+ a é
(0,1,0). O Teorema de Stokes facilita o célculo da integral pedida, ja que a integral de linha
sobre a imagem de « é simples, assim como a integral de superficie.

—

/ﬁ-d?z/_lF(a(t))-o/(t)dt:/_l (0,8,—2\/§t+1)-(—2\/§,O,O)dt:/10dt:0

-1
A superficie S pode ser parameterizada por
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onde Dom (og) = {(u,v) ER? —2v3<u<2v3,0<v <12~ uQ}.
O rotacional de F' ¢ dado por

= (O(x+cos(zh) 0@°) 9(yz) O(wr+cos(z') 9(y’) I(y2)\ _ L
VXF_< y 9z 7 0z oz T Ox y )-(O,y 1,=2)

Entao, a integral de superficie sobre S fica

. 2v3  pl2—u?
//VxF~ﬁdS: / (0,2 —1,—v)-(0,1,0) dvdu =
S 0

_2\/3;
2v3  pl12—u? 23 u 2v/3
/ / dvdu = / 12 — wldu = [12u — —] —=32V/3
—2v3J0 —2v3 3 —2v3

Logo, juntando os resultados parciais, tem-se que

/ﬁdﬁ::ﬁﬂ

Y
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32 Questao: (3,5) Sejam ﬁ(x,y,z) = % + (0,0, 2%) e S parte do paraboloide z =

5— a2 — 2, com z > 0, orientada com N(0,0,5) = k. Calcule I Js F.NdS.
Solugao:

O campo F sera separado em uma soma de duas componentes, F e ﬁg, como indicado no
proprio campo.

Fy:

Para aplicar o teorema de Gauss, e necessario "fechar" a regiao e isolar a origem. Para tal,
utilizaremos as superficies R e T.

R:2=0

R(u,v) = (u,v,0), Ng = (0,0, —1)

T4 + 2+ 22 =1r%r<<1;2>0

T(0¢) = (r.cosf.sen(¢)/2,r.senfseng, r.cosd)

Ty x Ty = r*.seng(cosh.seng, senf.sen(d)/2, cos(p)/2) (Ty x T, e interior)
divFy =0

Aplicando o Teorema de Gauss:

//ﬁN%+//ﬁNM—//ENﬂ:o
S R T
//ﬁﬁwz//ﬁﬁw—//ﬁﬁm
S T R

Integral sobre R:
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u,v,0
//FlNdR // 2+ 0?) 3/2 0,0,—1)dS =0

Integral sobre T:

r3

(cosB.senb, senf.sen(¢) /2, cos(¢)/2)dopdb

2w pw/2 /2
= / / Sen¢d¢9 = 7r./ sengdp =T
o Jo 2 0

Logo: ffsﬁl.NdS =7
Devemos fechar a regiao em T'(u,v) = (u,v,0), Ny = (0,0,—1),2 =0

7 o .cosf. 2. r.send. .
[ [ Aare [ [ eng eobontOs snbsensrot)
T 0 0

Aplicando o Teorema de Gauss:

//ﬁz.ﬁdSJr//E.J\?Tz///dwﬁ?dxdydz
s T R
//FQNT—// (0,0,0). —1)dT =0
Dy
///divﬁgdmdydz=///Sszxdydz
R R

Com 0 <2z<5—2%—19% ouseja: 22 +1y?> <5
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Usando coordenadas cilindricas:

x = p.cosd, 0 < p < V5
y=p.send, 0 <0< 2w

z2=2z
J=p
Assim:
2. V5 pr2 V5
/ / / 322dzdpdf = 2.pi/ 125p — 75p° 4+ 15p° — p'dp
0 0 0 0
5 625  625.m
=27 — =
8 4
Portanto:

[ [Fas =gy 2007
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