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Turma A

12 Questao: (3,0) Seja S a parte do hiperboldide 22 + 2% — y? = 9 com 2z > 0, limitada por
2% + y? = 4, orientada com N tal que N -k > 0.

(a) Dé uma parametrizacdo de S e uma expressao para o campo de vetores normais N.
(b) Calcule // F-NdS, onde F(z,y,z) = (2, 2z, 22).
s

Solucgao:

(a) A projegao de S no plano (z,y) é o disco {(x,y) € R*|z? + y* < 4}.
Portanto, uma parametrizacdo de S é o(u,v) = (u,v,v9+ v? — u?), onde (u,v) € K =
{(u,v) € R?|u? + v? < 4},
Segue que
Oy = (17 07 _—u> )
VI +v?—u?
Oy = (07 ]-a +> 9
VI +v?—u?

U —v
Oy N\ Oy = ) ;1.
<\/9+112—u2 V9 + 02 —u? )

O campo de vetores ]\7, unitario e normal ao longo de S tal que Nk > 0, ¢ dado por N = HZZQZZII‘
Como
V9 + 202
low A oul| = =
VI+ve—u
obtemos

- 1
N=—- (u,—v,\/9+1)2—u2).
V9 + 202



(b)
//ﬁ-NdS:// F(o(u,v)) - o4 A opdudv
5 K
_ 2 _ .2 2 _ .2 .2). u —v
_//K<\/9—|—v u2,2v9 4+ v u,u> (\/9+v2—u27\/9+U2—u271)dUdv

_ //K(u — 20 + u?)dudy

Utilizando coordenadas polares (r,0) em K, com u =rcosf e v =rsinf em K.y = {(r,0) €
R20 <r <2,0 <6 <27}, obtemos

2m 2
// (u — 2v + u?)dudv = // (rcos® — 2rsin@ + r® cos® 0)rdrdf = / / 3 cos® Odrdf) = 4.
K Ky o Jo




—

2¢ Questao: (3,5)Calcule f7 F - dr, onde

X

22 2
) - ) + )
CL’ Y,z <2[E2 T y 21’2 T y2 Tz, e z )

e v é a interseccao de z = 5 — 2% — 2y? e 2z = 322 + 1, orientada de modo que a sua projecao
no plano zy seja percorrida no sentido anti-horario.

Solugao: Igualando a expressao de z nas equacoes das duas superflcles vemos que a pro-
jegao de v no plano ry coincide com a elipse {(z,y) € R*z? + y = 1}. Portanto, uma
parametrizacao de v é dada por

y(t) = <Cost,\/§sint,3cos2t+ 1) ,t € 0,27]. (1)

Segue que
7 (t) = (— sint, V2 cost, —6sint cos t) ,t €[0,27].

Para facilitar o cdlculo da integral, separa-se o campo vetorial proposto em

?’1 (r,y,2) = ( Y , < ,0) P_’; (r,y,2) = (yz, —xz,ez2 + 22>
202 4 42’ 202 4 32
e assim, calcula—s&> cada integral separadamente utilizando o Teorema de Stokes.
Observe que I} nao esta definido em todo R3. Seu dominio é o conjunto R® — {(0,0, 2)|z €
R}.
Vamos escolher uma superficie Sy cuja fronteira contenha 7+, mas que nao intercepta o eixo
z, de modo que S C Dom(F,). Tome Sy = {(z,y, 2)|z* + y =1,0<z < 32?2+ 1}



A fronteira de S, é composta de v e da curva o que é a elipse 2% + % = 1 no plano zy
(z=0).

Na superficie S; cuja fronteira v U a pode-se aplicar o Teorema de Stokes.

Orientando « no sentido anti-horario, temos

- — - — - =
—/Fl-dr—l—/Fl-dT:// rotFy - NdS
Y (e} S1

Note que para valer o Teorema temos que tomar —-, isto ¢, mudar o sentido de v para o
horério.
= s . o .
Como o campo Fj é irrotacional, a igualdade acima se resume a

- — - —
/Fl'dT:/Fl’d’l“
¥ «
Logo, resta parametrizar « e calcular a integral do lado direito.
a(t) = (cost, ﬁsint,O) 0<t<2r

at) = <— sint, ﬁcost,())

ﬁ%:/oﬂﬁw»-a’(t)dt

«a

2T _ 2 : t t 27 2
:/ ( v/2sin ,COS ,0] - (—sint,ﬁcost,O) dt:/ %dtzwﬁ
0 0

2 2

OBS: Pode-se calcular diretamente a integral de linha de F} sobre ~.

— 2 —

[Fdr= [ Fiw) -y

¥ 0
27 .
—v/2sint t

= / ( V2sint cos , 0) . (— sint, \/ﬁcost, —6 costsin t) dt = 77\/5,

0

2 T2

4



= —
Agora vamos olhar para o campo F,. Como o dominio de F, é todo o R3?, o Teorema de
Stokes pode ser aplicado diretamente, numa superficie que tem + como bordo. Seja a superficie

Sy dada por
242 <
Sy = e
z=3x2+1

orientada de modo que a normal aponta “para cima”, isto é, N - k > 0. Entdo ~ é bordo de 5
e a orientacao induzida por Ny é dada pelo enunciado (anti-horario). Portanto,

— — — —
Fg-dr:// rotFy - NdS
vy So

rot?’g = (z,y,—22)
o(r,0) = (rcos@, V2rsin 6, 3r% cos® 0 + 1) 0<r<10<6<or
o, = (cos 0,v/2sin 6, 6r cos> 6>
op = (—r sin 0, v/2r cos 6, —6r% sin 6 cos 9)
o, N\og = (—6\/57"2 cosf,0, \/§r>

O célculo da integral de superficie fica

1 2
// rotI?T]T/)dS = / / (r cos 6, V/2r sin 6, —61r%cos? 0 — 2> . (—6\/57“2 cos 6,0, \/57“) dfdr =
So o Jo

1 27
— / / 12v2r3 cos? 0 + 2v/2r dfdr = —5v/ 2.
o Jo

Portanto, o resultado final é

?.Jn:/ﬁ%+/£.$:@T_m:_mm
Y Y Y



3% Questao: (3,5) Calcule

//y3dyAdz+(3y:p—|—ln(z2+1))dz/\dx+(z2—3xz—x2)dx/\dy
S

onde S é a superficie dada por % + % + % =1, z > 2, orientada pela normal unitaria 7 que
satisfaz i - k > 0.

Solucao: Denotando ﬁ(:c, y,2) = (v°,3yx + In(2%2 + 1), 22 — 3xz — 2?), queremos calcular
ffs F - iidS. Para utilizarmos o Teorema de Gauss, devemos tomar um solido tal que S seja
parte da sua fronteira. Note que S nao é uma superficie fechada.

Seja B = {(z,y, z)|z? + % + % <1, z>2}

Observa-se que o campo vetorial F nao apresenta singularidades no dominio, tornando a
aplicacao do Teorema de Gauss valida para B. A fronteira de B é composta por S e por T
parte do plano z = 2 com 2% + % + % < 1, ou seja, x% + y; < g.

Vamos orientar 7' com a normal i = —IZ, pois para aplicar o Teorema de Gauss a orientacao
do bordo de B deve ser exterior a B.

As superficies S e T sao mostradas na figura abaixo.

z

-

Temos entao pelo Teorema da divergéncia de Gauss

/ / F - 7idS + / / F-ipdS = / / / divFdzdydz = / / / 2zdxdydz. (3)
S T B B

Para calcularmos o lado direito de (5), usamos coordenadas cilindricas!

x =rcosb,
y = 2rsinf,
Z = w.

O determinante Jacobiano dessa mudanca de varidavel é dado por 2r. Observe que o s6lido B
corresponde nas coordenadas (r, 0, w) ao solido
w2

Krgw::{0§9§27r,2§w§3,0§r§ 1—?}.

INa turma B usamos coordenadas esféricas.



Temos entao

/// 2zdxdydz = /// 2w2rdrdwdf
K

row

/ / / 1w2/94wrdrdwd9—47r / (—5) dw
_47r/2 (w—%)dw—4w<;(9 4)—3—16(81—16))=4w<§—@):§7r.

2 36 9
Vamos parametrizar T'. Seja o(u,v) = (u,v,2), onde (u,v) € K := {(u, U)”;/—Z + 28?9 < 1} .
E o, Ao, =(0,0,1).
Como F - iy = —4 + 6x + 22 e, temos que

// F - ipdS = // (—4 + 6u + u?)||oy A 0y ||dudv
T K

Usando coordenadas polares u = fr cosf e v = 25y gin f,com0< 0 <2te0<r<1,

3
obtemos
2w 1
= 5 40 25 695
// F - 1ipdS = —4Area(K) +/ / —r? c0829 Tdrdﬁ =——7+ —7T=——2T.
. o Jo O 0" T162" T 162
25 695 1145
Segueque//F ndS—37T+162 :ﬁ’ﬂ'.
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Turma B

12 Questao: (3,0) Seja S a parte do hiperboloide z? + 2% — y* = 16 com z > 0, limitada
por 22 + y? = 9, orientada com N tal que N -k > 0.

(a) Dé uma parametrizacdo de S e uma expressao para o campo de vetores normais N.
(b) Caleule [[, F - NdS, onde F(x,y,2) = (2,2z,27).

Solucgao:

(a) A projecao de S no plano (z,y) ¢ o disco {(z,y) € R?|z? + y* < 9}. Portanto, uma
parametrizagao de S é o(u,v) = (u,v, V16 + v2 — u?), onde (u,v) € K = {(u,v) € R*[u*+0v? <
9}.

Segue que

—Uu
Oy — (1,0, )7
V16 4+ v2 — u?
o, = (0,1, - )
V16 +v? — u?

U —v
Oy N\ Oy = ) 1.
(\/16+v2—u2 V16 + v2 — u? )

O campo de vetores ]\7, unitario e normal ao longo de S tal que Nk > 0, é¢ dado por N = %
Como
V16 4 202
llow Aoyl = 5 5
V16+v4 —u
obtemos

- 1
Ne———— (u 0, V16 + 0% = u2> .
V16 + 202



(b)

//F-NdS:// F(o(u,v)) - oy A oydudv
S K

= V16 + 02 — 12, 2v/16 + 02 — a2, u? ( Y , v ,1) dudy
//K< > V16 + 02 —u? V16 + v — u?

_ //K(u — 2 + u?)dudv

Utilizando coordenadas polares (r,0) em K, com u =rcosf e v =rsinf em K.y = {(r,0) €
R20 <r < 3,0 <0 < 27}, obtemos

2m 3 1
// (u — 2v + u?)dudv = // (rcos® — 2rsin@ + r® cos® 0)rdrdf = / / 3 cos? Odrdf) = 8—7T.
K Ky o Jo 4




2¢ Questao: (3,5) Calcule fWFH - dr, onde

o —Y z 22 2
Flrx,y,z) = —— 2, ———— — XZ2,€ o I
(%,9,2) <x2+2y2+y x? + 242 + )

e v é a interseccao de z = 5 — 222 — y? e z = 3y? + 1, orientada de modo que a sua projecao no

plano xy seja percorrida no sentido anti-horéario.

Solugao: Igualando a expressao de z nas equacoes das duas superficies, vemos que a pro-
jeciio de v no plano xy coincide com a elipse {(z,y) € R?% +y> = 1}. Portanto, uma
parametrizacao de v é dada por

(t) = (\/Ecos t,sint, 3sin’t + 1) .t € [0,27]. (4)

Segue que
7 (t) = <—\/§sint,cost,6sintcos t) ,Vit.

Para facilitar o calculo da integral, separa-se o campo vetorial proposto em

e assim, calcula-se cada integral separadamente utilizando o Teorema de Stokes.

Observe que F) nio esta definido em todo R?. Seu dominio é o conjunto R? — {(0,0,2)|z €
R}.

Vamos escolher uma superficie S; cuja fronteira contenha 7, mas que nao intercepta o eixo
z, de modo que S C Dom(F}). Tome S; = {(x,y,z)|§ +yP=1,0<2 <3y +1}

A fronteira de S} é composta de v e da curva o que é a elipse % + 1% = 1 no plano xy
(z=0).

Na superficie S; cuja fronteira v U a pode-se aplicar o Teorema de Stokes.

10



Orientando « no sentido anti-horario, temos

- — - — - =
—/Fl-dr—l—/Fl-dr:// rotF; - NdS
Y (03 S1

Note que para valer o Teorema temos que tomar —-, isto ¢, mudar o sentido de v para o
horério.
H . . .
Como o campo Fj tem rotacional nulo, a igualdade acima se resume a

- — — =
/Fl'dT’:/Fl'dT
¥ a
Logo, resta parametrizar « e calcular a integral do lado direito.

at) = (ﬁcost,sint,()) 0<t<2rm

at) = (—\/ﬁsint,cost, O)
aﬁ-cﬁn:/o%ﬁ(wt»-a’(t)dt

27 o D) 27
= / ( Smt, \/_COSt,O . (—\/gsint,cost, O) dt = gdt Vo,
0

2 2 o

OBS: Pode-se calcular diretamente a integral de linha de F} sobre 7.

- — .
Agora vamos olhar para o campo F,. Como o dominio de F, é todo o R3?, o Teorema de
Stokes pode ser aplicado diretamente, numa superficie que tem v como bordo. Seja a superficie

Sy dada por
Ly <
Sy = )
z=3y"+1

orientada de modo que a normal aponta “para cima”, isto é, Ny - k > 0. Entdo ~ é bordo de S
e a orientacdo induzida por Ny é dada pelo enunciado (anti-horario). Portanto,

F2 dr—// 7"0th NdS
Sa

%
rotFy = (x,y, —22)
o(r,0) = (@rcos@,rsin9,3r2sin29+ 1) 0<r<10<6<2r

op = (\/5 cos @, sin @, 61 sin’ 9)
0y = (—\/57“ sin 6, r cos 8, —6r% sin 6 cos 9)
o N\Nog= (—6\/57‘2 sind, 0, \/57’)
O calculo da integral de superficie fica

1 2
// rot?’g . ﬁdS = / / <\/§r cos @, rsinf, —6r?sin® 6 — 2> . <—6\/§r2 sind, 0, \/57“) dfdr =
So 0 0

11



Lo L f  sin26
/ / —12v/2r% sin” 0 — 2v/2rdfdr = / [—12¢§r3 (5 - ) — 2\/57“9] 27 dr =
0 0 0

1
/ —127T\/§r3 — 47T\/§Td7’ = —37r\/_ — 27r\/§ = —57r\/§

0
Portanto, o resultado final é

?‘ﬁz/ﬁ-%+/ﬁ~£zﬂ\/_—57r\/§:—47r\/§
¥ ¥ v

12



3% Questao: (3,5) Calcule

// yPdy A dz + (3yz +In(z2 + 1))dz Adx + (22 — 3zz — 2%)dx A dy,
5

onde S é a superficie dada por a? + % + % = 1,z > 1, orientada pela normal unitaria 7 que
satisfaz i - k > 0.

Solugdo: Denotando F(z,y,2) = (33, 3yx + In(22 + 1), 22 — 3zz — x2), queremos calcular
ffs F - iidS. Para utilizarmos o Teorema de Gauss, devemos tomar um solido tal que S seja
parte da sua fronteira. Note que S nao ¢ uma superficie fechada.

Seja B = {(z,y,2)|x* + % +2 <1, 2> 1}

Observa-se que o campo vetorial ? nao apresenta singularidades no dominio, tornando a
aplicacao do Teorema de Gauss valida para B. A fronteira de B é composta por S e por T
parte do plano z = 1 com 2% + % + % <1, ou seja, x% + % <3

Vamos orientar 7" com a normal 7ip = —E, pois para aplicar o Teorema de Gauss a orientacao
do bordo de B deve ser exterior a B.

As superficies S e T sdo mostradas na figura abaixo.

Temos entao pelo Teorema da divergéncia de Gauss

/ / F-idsS + / / F - iipdS = / / / divFdzdydz = / / / 2zdxdydz. (5)
S T B B

Para calcularmos o lado direito de (?7), usamos coordenadas esféricas

x = rsinpcos,
y = 3rsinpsind,

z = 2rcos .

O determinante Jacobiano dessa mudanca de variavel é dado por 672 sin . Observe que o solido
B corresponde nas coordenadas (7, , #) ao solido

1
Krpp=40<0<2m,0< ¢ <~ <r<1b}.
3 2cosp

13



Temos entao

/// 2zdzxdydz = /// 41 cos p6r? sin ¢ drdpdf
B K

Tl

2r  pw/3  pl w/3 1
= / / / 247% sin ¢ cos o drdedf = 127?/ 1 — —— ) cospsinpdyp
0 0 1/(2 cos ) 0 16 cos? ¢
/3 /sin2p 1 sing —cos2p|™ 1 M2
=12 - — dp =6mr | ——— = —d
7T/0 ( 2 16cos3go) v 2 0 +8/_1 T

1 /1 11| 3 1 27
—6r | (z+1) - —6r (2 - —(4-1)="r
7T<2<2+) §2u2|_, ) 7T(4 6 )) s
Usamos acima a mudanca de variavel u = — cos ¢.
Vamos parametrizar T'. Seja o(u,v) = (u,v,1), onde (u,v) € K := {(u, U)H% + 2 < 1} :

E o, No,=(0,0,1).
Como F -iip = —1 + 3z + 22 e, temos que

//ﬁ-ﬁTdS:// (=1 + 3u + u?)||oy A 0, ||dudv
T K

Usando coordenadas polares x = \/757“ cosf ey = %gr sinf), com 0 <0 <2re0<r<l1,
obtemos

- 21 1 2 11
// F - fipdS = —Area(K) + / / §7‘2 cos? 997” drdf = —27'( + —77T = ——77T.
T o Jo 4 4 4

64 64
., 27 117 333
F-idS = == o =""r
Segue que //S ndS g7 + iy
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