MAT 2455 — Calculo Diferencial e Integral para Engenharia 11T
Prova 3 — 18/06/2013 — Turma A

Questao 1.

(a) (1,5 pontos) Determine a massa da superficie S dada por z = x4+ y* 4 2zy limitada
2% + 3y?

V14 8z

por 22 + y? = 2, sabendo que a densidade é dada por d(z,y, z) =

(b) (1,5 pontos) Seja F(z,y,2z) = (cos? z,cos?y,sinz) e S a parte da superficie z =
siny + cos z limitada por z =0, 2 = 2, y = —1 e y = 1, orientada por N tal que
N.i < 0 Calcule / / F.Ndo

5

Solucao

(a) Uma parametrizagao para S ¢ dada por S(u,v) = (u, v, u? +v*+2uv), com u?+v? <
2. Calculando os vetores tangentes em cada direcao para calcular, em seguida, o

vetor normal:

% = (1,0,2u + 2v)
% = (0,1,2u+ 2v)
85 OS
= (—2u—2v,—2u—2v,1)
85 85
H = V8u2 +8v2 + 16uv + 1
: : as 08
A massa, obtida pela integral M = d(S(u,v)). || = A =|| pode ser calculada:
S ou ou
2 2 2
M = // sy V/BuZ + 802 + 16uv + 1 dudv
D V8u? + 8v% + 16uv + 1
= //2u2+3vzdudv com D = {0 <u?+0v* <2}
D

Utilizando coordenadas polares:u = pcosf,v = psinf, J = p,0 < p < /2,0 < 0 < 27

2T
= // 20% + p3sin® 0 dp db
0 0



2w 4 4 V2
= / p—+p—sin29 df
0

2 4 0
2
= / 2 +sin’ 6 dp
0
= 4dnr+7
= 57

(b) Uma parametrizagao para S é dada por S(u,v) = (sinu + cosv,u,v), com —1 <
u<1le0<wv <2 Calculando os vetores tangentes em cada direcao para calcular,

em seguida, o vetor normal:

oS

e 1

5 (cosu, 1,0)

g—i = (—sinv,0,1)
o5 A o5 _ (1,— inwv)
50 N5y = (L —cosu,siny

Como N.i < 0, a normal utilizada sera N = (—1, cosu, — sinv)

2 /1
// F.NdS = // (cos® v, cos® u, sinv).(—1, cosu, — sinv) du dv
s 0J-1

2 p1
= // — cos? v + cos® u — sin® v du dv
0 —

1

2 1
= // cos® u — 1dudv
0J-1

2 . sin® u 1
= sinu — —u| dv
0 3

-1

2 2
= / 2sinl — =sin®1 — 2dv
0 3

4
= 4sinl — —sin®1 —4



Questao 2. Seja v a curva dada pela intersec¢io do paraboldide z = 22 + 4% com o

cilindro 2% +y? = 6, orientada de modo que sua projecao no plano zy seja percorrida uma

vez no sentido anti-horario. Calcule [ F.dr nos segiuntes casos:
Y

2

(a) (1,5 pontos) F(z,y,z) = (x -y, T — z+ 2+yTny’y)

—y x sin z >

() (20 poutos) Fles) = (7 0

Solugao
A curva v ¢ dada por (t) = (V6 cost,/6sint,6)

(a) O dominio do campo F ¢ R3. Logo ¢ possivel escolher qualquer superficie para

utilizar o Teorema de Stokes. Escolhendo o plano z = 6, com 2% + y? < 6

Calculando o rotacional:
rotF = (2,0,2)

Teorema de Stokes

/ﬁdf = //Srotﬁ.ﬁds
_ //(2,0,2).(0,0,1)dS
_ //2ds

= 2Area(9)

= 127




(b) Nesse caso, o dominio do campo F' ¢ Dom F = R?® — {(0,0,2)}. Com isso, é
necessario escolher uma superficie limitada na qual nao haja interseccoes com o
eixo z. Uma opcao, é o cilindro 22 + y? = 6. Para limitar a superficie, é necessario

considerar uma curva o em z = (, para, junto com -, formar o bordo de S.

/ﬁﬁ+/ﬁﬁ=//mﬁw
vy ol S

Como rotF' = 0, é necessario calcular, apenas, a integral sobre a curva a. A curva

Teorema de Stokes

v induz uma orientagao de vetor normal para dentro da superficie S. Baseado

nisso, a orientagdo de « necessaria sera dada pela seguinte parametrizacao «(t) =
(V/6sint,v/6cost,0) com vetor tangente dado por o/ (t) = (v/6cost, —/6sint,0)

/ﬁﬁ::—/ﬁﬁ
% o

2w :

—6 t v6sint

= —/ ( \/_GCOS ’\/_gm ,O) .(\/Ecost,—\/gsint,O)dt
0

2
_ _/ ldt
0

L]

|




Questao 3. Calcule // F.N do, onde:
S

, xi+yj + 2k 23
F(x7 y7 Z) = (I’Q + y2 + 22)3/2 + gk

e S é a superficie 22 + % + % = 1, orientada pela normal unitéaria exterior N.
Solucao
Dividindo o campo F em duas componentes ﬁl e ﬁg, sendo que a primeira componente
corresponde & primeira fracao de Fea segunda componente, a segunda fracao.
Calculam-se as integrais de fluxo separadamente para cada componente.
Calculo para F
Como o dominio de F; é ignal a R — {(0,0,0)}, e a regido interior & S contém a
origem, isola-se a origem com uma pequena esfera (S;) de raio r, cuja parametrizagao e

vetor normal sao dados por:

S2(0,¢) = (r cosfsin ¢, rsin 6 sin ¢, r cos ¢)

N = r%sin ¢(cos 0 sin ¢, sin 0 sin ¢, cos ¢)

Nota-se que esse vetor aponta na direcao positiva do eixo z, logo, para o interior da regiao
de integracao R e no sentido contrario ao desejado. Basta inverter o sinal da integral, no
Teorema de Gauss.

Como divﬁl:O, ao utilizar-se o Teorema de Gauss, o calculo da integral de fluxo fica

//ﬁlﬁdS—// P N dS, =0
S Sa

Portanto:
//ﬁ]\?ds - // F, N dS,

S Sa

/2”/7r (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos @)
0o Jo

r3

dado por:

= W/Oﬂsiruﬁdgzﬁ

= 27

Calculo para F;
Como nao ha restrigoes no dominio de F5, basta aplicar o Teorema de Gauss direta-

mente, da seguinte forma:

12 sin ¢(cos 0 sin ¢, sin @ sin ¢, cos ¢) de¢ df



//ﬁﬁwzlﬁywﬂwww
S R
= /// 22 dxdydz
R

Coordenadas Esféricas,
x = pcosfsing,y =2psinfsing,z = 3pcos ¢
= 6p*sing,0<p<1,0<¢p<7m,0<6<2rm

J
2r pm 1
= ///54p4c052¢sin¢dpd¢d0
o Jo Jo

7 prl
= 1087r// pt cos® gsin ¢ dp do
0Jo

1 ™
= 108w cos® ¢ sin ¢ do
5 Jo
2

5

Logo:




MAT 2455 — Calculo Diferencial e Integral para Engenharia 11T
Prova 3 — 18/06/2013 — Turma B

Questao 1.

(a) (1,5 pontos) Determine a massa da superficie S dada por z = x4+ y* 4 2ry limitada
322 + 2y°

V14 8z

por 22 + y? = 2, sabendo que a densidade é dada por d(z,y, z) =

(b) (1,5 pontos) Seja F(z,y,2z) = (cos? z,cos?x,sinz) e S a parte da superficie y =
sinx + cos z limitada por z =0, z = 2, x = —1 e x = 1, orientada por N tal que
N.j < 0 Calcule // F.Ndo

S

Solucao

(a) Uma parametrizagao para S ¢ dada por S(u,v) = (u, v, u? +v*+2uv), com u?+v? <
2. Calculando os vetores tangentes em cada direcao para calcular, em seguida, o

vetor normal:

% = (1,0,2u + 2v)
% = (0,1,2u+ 2v)
85 OS
= (—2u—2v,—2u—2v,1)
85 85
H = V8u2 +8v2 + 16uv + 1
: : as 08
A massa, obtida pela integral M = d(S(u,v)). || = A =|| pode ser calculada:
S ou ou
2 2 2
M = // Sl V/BuZ + 802 + 16uv + 1 dudv
D V8u? + 8v% + 16uv + 1
= //3u2+21}2dudv com D = {0 <u?+0v* <2}
D

Utilizando coordenadas polares:u = pcosf,v = psinf, J = p,0 < p < /2,0 < 0 < 27

2
= // 2p° + p? cos® O dp d
0 Jo



2 4 4 V2
= / PP cos?0l dp
0

2 4 0
27
= / 2 + cos® 0 db
0
= 4dnr+7
= om

(b) Uma parametrizagao para S é dada por S(u,v) = (u,sinu + cosv,v), com —1 <

u<1le0<wv <2 Calculando os vetores tangentes em cada direcao para calcular,

em seguida, o vetor normal:

(9_5
ou
8_5
ov
05 , 05
ou Ou

= (1, cosu,0)
= (0,—sinv,1)

= (cosu,—1,—sinv
(cosu, —1,

Como N.j7 < 0, a normal pedida no enunciado corresponde com a utilizada.

/ / PN dS
S

2 /1

// (cos® v, cos® u, sinv).(cosu, —1, — sinv) du dv
0J-1
2 /1

// cos® v cosu — cos® u — sin® v du dv
0J-1

2 p1
// cos*vsinu — u
0J-1

[
[

2sinl+

1

dv
-1
2
P yosin1 — 2dv
" ,
P Y2sin1 — 20
0
in 4
T sinl —4




Questao 2. Seja v a curva dada pela intersec¢io do paraboldide z = 22 + 4% com o

cilindro 2% +y? = 8, orientada de modo que sua projecao no plano zy seja percorrida uma

vez no sentido anti-horario. Calcule [ F.dr nos segiuntes casos:
Y

3

(a) (1,5 pontos) F(z,y,z) = (x -y, T — z+ 3+yTny’y)

—y x oS z >

() (20 poutos) Fles) = (7 2

Solugao
A curva v ¢ dada por (t) = (v/8cost,/8sint,8)

(a) O dominio do campo F ¢ R3. Logo ¢ possivel escolher qualquer superficie para

utilizar o Teorema de Stokes. Escolhendo o plano z = 8, com 2% + y? < 8

Calculando o rotacional:
rotF = (2,0,2)

Teorema de Stokes

/ﬁdf = //Srotﬁ.ﬁds
_ //(2,0,2).(0,0,1)dS
_ //2ds

= 2Area(9)

= 16w




(b) Nesse caso, o dominio do campo F' ¢ Dom F = R?® — {(0,0,2)}. Com isso, é
necessario escolher uma superficie limitada na qual nao haja interseccoes com o
eixo z. Uma opcao, é o cilindro 2% + y? = 8. Para limitar a superficie, é necessario

considerar uma curva o em z = (, para, junto com -, formar o bordo de S.

/ﬁd?+/ﬁd17://rotﬁd8
vy ol S

Como rotF' = 0, é necessario calcular, apenas, a integral sobre a curva a. A curva

Teorema de Stokes

~v induz uma orientagao de vetor normal para dentro da superficie S. Baseado

nisso, a orientagdo de « necessaria sera dada pela seguinte parametrizacao a(t) =
(v/8sint,v/8cost,0) com vetor tangente dado por o/(t) = (v/8cost, —/8sint,0)

27 o t : t
= _/ ( V8cost v/Bsin ,0) .(\/écost,—\/gsint,O)dt
0

8 ’ 8
2
= — / —1dt
0
= 27
-2
2
¥
0 — 2

.y
_2 - i
I E————
B 1 -\_\_'-‘—\—\.
A ]
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Questao 3. Calcule // F.N do, onde:
S

, xi+yj + 2k 23
F(x7 y7 Z) = (I’Q + y2 + 22)3/2 + gk

e S é a superficie 22 + % + % = 1, orientada pela normal unitéaria exterior N.
Solucao
Dividindo o campo F em duas componentes ﬁl e ﬁg, sendo que a primeira componente
corresponde & primeira fracao de Fea segunda componente, a segunda fracao.
Calculam-se as integrais de fluxo separadamente para cada componente.
Calculo para F
Como o dominio de F; é ignal a R — {(0,0,0)}, e a regido interior & S contém a
origem, isola-se a origem com uma pequena esfera (S;) de raio r, cuja parametrizagao e

vetor normal sao dados por:

S2(0,¢) = (r cosfsin ¢, rsin 6 sin ¢, r cos ¢)

N = r%sin ¢(cos 0 sin ¢, sin 0 sin ¢, cos ¢)

Nota-se que esse vetor aponta na direcao positiva do eixo z, logo, para o interior da regiao
de integracao R e no sentido contrario ao desejado. Basta inverter o sinal da integral, no
Teorema de Gauss.

Como divﬁl:O, ao utilizar-se o Teorema de Gauss, o calculo da integral de fluxo fica

//ﬁlﬁdS—// P N dS, =0
S Sa

Portanto:
//ﬁ]\?ds - // F, N dS,

S Sa

/2”/7r (rcosfsin ¢, rsinfsin ¢, r cos @)
0o Jo

r3

dado por:

= W/Oﬂsiruﬁdgzﬁ

= 27

Calculo para F;
Como nao ha restrigoes no dominio de F5, basta aplicar o Teorema de Gauss direta-

mente, da seguinte forma:

11

12 sin ¢(cos 0 sin ¢, sin @ sin ¢, cos ¢) de¢ df



Logo:

/// divF, dx dy dz
R
/// 22 dxdydz

R

Coordenadas Esféricas,
x = pcosfsing,y = 3psinfsing,z = 2pcos ¢
= 6p*sing,0<p<1,0<¢p<7m,0<6<2rm

J
2r pm 1

// / 54p* cos® ¢ sin ¢ dp do db
o Jo Jo

7 prl
1087r// pt cos® gsin ¢ dp do
0Jo

1 ™

108w cos® ¢ sin ¢ do
5 Jo

2

5

12



