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Questao 1:

(a) (1,5 ponto) Calcule a massa da superficie 2% + y*> — 22 = 1 limitada pelos planos z = 2 e
z =4, onde a densidade de massa é §(z,y, z) = z.

2
(b) (2 pontos) Calcule // zrdy A\ dz + % dz N\ dx + % dx A dy, onde
S

S={(z,y,2) eER® | 2® +y* + 2> =4, 2° + y* < 2z, 2 > 0}

orientada pela normal N com N -k > 0.

Solugao:

(a) Como os dois planos estao em z > 0, temos que a superficie em questao é parte da parte
superior do hiperboléide de uma folha. Sendo assim, podemos escrever sua equacao como

z=+/r2+y% -1
Assim podemos parametrizar a supericie S da seguinte forma:
o(u,v) = (u,v, Vu? +v2 — 1)

Para encontrar os valores de (u,v) em que a superficie S é definida, realizamos a inter-
seccao do hiperboldide com cada um dos planos. Assim temos:

{x2+y2—z2—1

2 2 _
L9 = x°+y° =5

= 2+t =17

4yt —2t=1
z=4

Sendo assim, temos que a regiao R na qual a superficie S é definida é:

R={(u,v) € R* |5 <u?+0* <17}

Calculando o, A 0,:

Oy = (1,0,—u )
Vu2+v?2 -1

Oy = <0717 ! )
vuz+0v2—1

u v
Uu/\o-v:<_ y T 71>
Vuz+v2 -1 Vu2+0?2 -1

low Aol \/ u? N v2 1 \/2u2—|—2v2+1
Oy Oyl = = e
w402 -1 w24+0v2-1 w2 +0v2 -1
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Sendo assim, aplicando a definicao de integral de superficie de um campo escalar:

202 + 20?2 — 1
zdS = z(o(u,v))||ow A oy|| dudv = Vut+0v2 -1 —————dudv
s R R u? 42 —1

Realizando a seguinte mudanca para coordenadas polares:

x = pcost
y = psinf
[l =p

27 V17
:/ / p\/ 2p? — 1dpdf
0 V5

Realizando uma mudanca de varidvel: w = 2p? — 1 = dw = 4pdp

33

= g(33¢§— 27) = 7(11V/33 — 9)

Qw%
3

1 33 1
= 127(‘ i Vwdw = ZQW




(b) Como a superficie estd em z > 0, temos que a superficie em questao é parte da parte supe-
rior de uma esfera. Sendo assim, podemos escrever sua equacao como z = /4 — x? — y2.

Assim podemos parametrizar a supericie S da seguinte forma:
o(u,v) = (u,v, V4 —u? —v?), (u,v) € R
R={(u,v) € R* | u? +v* < 2u}
Calculando o, A 0,:
rum (10— )
Vur40? -1
o= (01— )
Ve ro -1

A ( - - 1)
Oy I\ Oy = ) )
V4 —u? — 02 V4 —u? — 2

Como o, A g, - k > 0, a orientacao do vetor normal estd de acordo com o enunciado
Sendo assim, aplicando a definigao de integral de superficie de um campo vetorial:

//F NdS = // o(u,v) au/\avdudv—//u +v?) du dv

Realizando a seguinte mudanca para coordenadas polares:

u = pcost
v = psinf
S =p

4 12cos0 %
d6’:4/ cos* 0 do

2cos 6 z
// p.p2dpd9:/2p_
5 Jo -3 4%

Como o integrando é uma funcao par e o intervalo de integracao é simétrico

[VE]

5 I 9201\ 2 z
:8/ cos49d9:8/ (W) d0:2/ (1+ 2cos(20) + cos®(20)) do
0 0 0

1 <7r sin(460)

3 _sin(20) 3 2 1+ cos(46) 0
—2[92 i i —de]:[_ Hr
0+ 2 0+/0 2 2+0+2 2jL 4 o 2

OBS: Outra mudanca de variavel pode ser u = cosx + 1 e v =sinzx



(x7 y’ Z)

(Ve +2)

—

parte da superficie 22+ y2 = (2+ 1) entre z =0 e z = 2, orientada de modo que N -k > 0.

Questao 2. (3 pontos) Calcule // F.NdS onde F(z,y,2) = zeS¢é
s

Solucgao:

Calculamos primeiro que div(ﬁ ) = 0, o que sugere o uso do teorema da divergéncia de Gauss.
Observe porém que o campo F tem uma singularidade no ponto origem (0,0,0), portanto s
poderemos usar o dito teorema em uma regiao que nao contenha esse ponto. Logo consideremos
a regiao

U={(z,y,2) € |2 +y*+22>0, 2°+y* < (2 + 1), z<2}.

Pelo teorema da divergéncia temos

//3UF NdS = ///dw )dV =0,

onde OU denota a fronteira de U, orientada com o normal unitario exterior. Tal fronteira
decompoe-se em trés partes: OU = S U Sy U S3, onde S é a superficie do enunciado, porém com
orientacao oposta,

Sy ={(z,y,2) € |2 >0, 2* +y* + 22 =1},

orientada de modo que N = (—x,—y,—2), e
Sy ={(z,y,2) € [z =2, 2® +y* <9},
orientada de modo que N =k

Em S;, temos

de modo que

// ﬁ.ﬁdsz—// dS = —Area(S,) = —
SQ 52

Por outro lado, em Sj,

L. 9
FN= c _

3 37
( /$2+y2+z2> ( ’x2+y2+4>

de modo que, denotando por D o disco planar de raio 3 e usando coordenadas polares,

//Sgﬁ.ﬁds = // — +4> sdzdy
= /O d&/o Wdr

3
= —An(r® +4)712

r=0
1 1
= 47| -—-—.
(2 \/13)
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Concluimos, lembrando que o normal exterior em .S é oposto ao do enunciando,

// F.NdS = // ﬁ-Nds+// F.NdS
S Sa2 S3



Questao 3. (3,5 pontos)
Calcule o trabalho realizado pelo campo F' ao longo de ~, onde

. (> 4+ 12 +1) (®+y>+1)
F(x,y,z):(— > .2 % 2 | .2
e +y e +y

,@—1n%%>

e 7 é a curva dada pela interseccao de 42? +y?> = 4 e z = y + 3, orientada de forma que a
projecao no plano xy é percorrida no sentido anti-horario.

Solucgao:

Observamos inicialmente que calcular este trabalho diretamente “da um trabalhao”.

A idéia entao é usar o teorema de Stokes e trocar a integral de linha que define o trabalho
pelo fluxo do rotacional de F através de alguma superficie que tenha v como bordo. A superficie
mais natural nessas condigoes é a porcao do plano z = y + 3 que é limitada por 7, porém o
campo vetorial F néo estd definido sobre o eixo dos z e a curva v, uma elipse no plano z = y+3,
dé uma volta em torno deste eixo.

Como o domfnio de F nao é simplesmente conexo, nao existe nenhuma superficie que tenha
v como unica componente em seu bordo. Em vista disso procuramos uma superficie tal que v
seja uma das componentes de seu bordo.

Considerando a expressao do campo uma boa escolha de superficie S é o cilindro eliptico
dado por 42% +y? = 4, limitado pelos planos z = 0 e z = y + 3. A fim de manter as orientacoes
compativeis com as do enunciado do teorema de Stokes, orientamos este cilindro pela normal
que “aponta para dentro” dele e a segunda componente de seu bordo, a curva 7,,., no sentido
horario, como ilustrado na figura 1(a).
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(a) Superficie S e seu bordo (b) As curvas Yauz € 71
Figura 1: Representagao geométrica do problema

Com estas orientagoes fixadas, temos

//rotﬁ-ﬁdS:/ﬁ-dF+/ F-dr. (1)
S Y Yauzx

Calculemos entao // rot £ - 7idS e / F . dr:
S auxr
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1. Célculos diretos mostram que rot F= (0,0,2) e uma parametrizagao para a superficie é
o(u,v) = (cosu,2sinu,v), com 0 <u <27 e 0 <wv < 2sinu+ 3, donde temos o campo
normal unitario a .S dado por

Oy X Oy . (*’*’0)’

= JuX%
low X o]l

e portanto rot F - i = 0, donde // rot F - 7dS = 0.
s

2. Para calcular / F.dr podemos prosseguir diretamente. A curva 4, percorrida no

Yauzx

sentido horario, pode ser parametrizada por v,,.(t) = (sint,2cost,0), com 0 < t < 27 e
portanto .. (t) = (cost, —2sint,0) e entdo

. 2 . 2 1
Far= | FOH@) ~W)dt=-=2] 1+—— dt=—6m
/;z v A (v(1) () é +H 3000 6m

Substituindo os resultados acima na equacao (1) temos

o:/ﬁwW—w,
v

donde /ﬁ -dr' = 67.
Y

Alternativamente, lembrando que a area de uma elipse de semi-eixos a e b é mwab, pode-
mos aplicar novamente o teorema de Stokes (ou de Green, restringindo-nos as duas primeiras
coordenadas do campo F') na regiao D destacada na figura 1(b) obtendo

—//rotﬁ-lgdmdy:/ ﬁ-df'—k/ﬁ-df".
D aux Y1

// rot F - kdedy = 2Area(D) =2(27 — 1) = 2m;
D

/ﬁ-d? = A4m,
"

o que pode ser obtido calculando-se diretamente a ultima integral. Logo / F - dF = 6.
Yy

Mas



