MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia III
3a. Prova - 22/06,/2010 - Escola Politécnica

Questao 1. a) (valor: 2,0) Determine a massa da parte da superficie 22 = 322 + 3y* que
satisfaz z > 0 e 22 + y? < 2y, com densidade §(z,y, 2) = /22 + 2.
b) (valor: 2,0) Calcule ffS? : ﬁda, sendo ?(m,y, z) = —y_i> - x7 +2KeSa parte de
22 + 9% + 22 = 1 que satisfaz \/75 <z< \/73, orientada pela normal ﬁ tal que ﬁ . ? > 0.

Solucao:

(a) Em primeiro lugar, é preciso parametrizar a superficie em questao. Sendo assim, uma das

possiveis parametrizagoes é:

rT=1u
y=v

z = V3u? + 3v?

o(u,v) = (u,v, V3u? + 3v?)

Com esta parametrizacao, a massa da superficie pode ser calculada com a seguinte inte-

gral:

M = // d(o(u,v)) - [|ow A oy|| dudv
Calculando o modulo do produto vetorial ||o, A o, |:
(10 )
O_u = 17 07 s
2v/3u? + 302

6u
o, = (0,1, ——n
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E a integral fica:



Utilizando coordenadas cilindricas:

u = pcosb
v = psinf
J=p
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M = / / 0> dpdf
0 0

2
= —/ 8sin® 0 db
3 Jo

= 1—6/ sin® 6 df
3 Jo

= 1—6 C0838—0059 ’
N 3

0

4
3

(b) Primeiramente, é preciso parametrizar a superficie S. Tratando-se de uma esfera de raio
L , . , . - -
1, a parametrizagdo em coordenadas esféricas é dada por (note que a orientacao ﬁ k>0

ja esta coreta):
x = cosfsinp

y = sinfsin

2 = COS Y

o(8, ) = (cosfsin g, sin @ sin @, cos ¢)

N = o9 N\ 0, = sin ¢ (cos 0 sin ¢, sin f sin ¢, cos )
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Desta forma, a integral de fluxo pode ser calculada:



/ F.-Ndo = //(—siHQSingp,COSQSin(p,cosgo)-(cos@singp,sin951ng0,cosg0)sin<pd9dgp
S S

2T 3
= / / (— sin § cos 0 sin® ¢ + cos 0 sin 0 cos?  + cos® 90) sing df dp
0 us

2
Sabendo que / sinf cosf = 0, a integral de fluxo se resume a:
0

jus

/ F-ﬁda = 27/3cos2gosincpdg0
S

b
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- = (2v2 - 3v3)
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Questao 2. (valor: 3,0) Calcule ffS? . ﬁda, onde
— — —
?(JC, y,2) = [—y+In(z>+1)] @ +(2®+y)j +[e! + z + arctan(z + 5)] k

_>
e S & a superficie y = 9 — 22 — 22, y > 0, orientada pela normal ﬁ que satisfaz ﬁ -7 >0.

Solucao:

Para a solugao deste exercicio sera utilizado o Teorema de Gauss.

Sendo assim, primeiramente, deve-se obter uma superficie fechada. E como o campo ? nao
possui nenhuma indeterminacao, a superficie pode ser fechada, por exemplo, com o plano y = 0.
Aplicando o Teorema de Gauss para a superficie fechada formada pelo plano y = 0 e pela su-

perficie S, teremos:

//S?-ﬁdwr/ lam?-ﬁdo—:///Rdiv(ﬁ)dxdydz

A integral do divergente de ? na regiao R pode ser calculada com o auxilio de coordenadas

cilindricas:

x = pcosb
Y=y

z = psinf
J=p
0<0<2r
0<p<3
0<y<9—p



2w 3 9—p?
/// div(F)de dyd> = / / 20 dy dp df
R 0 0 0

E calculando a integral de fluxo do plano limitado pela superficie S (com a normal no sen-

tido negativo do eixo y, que é a normal exterior da superficie fechada):

/lam?ﬁda _ /lam?-(o,—l,())do—

= // —2? —ydo
plano

x = pcost
y=20
z = psinf
J=p

2m 3
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Por fim, com o Teorema de Gauss apresentado anteriormente, temos:

//S?.ﬁdo:—/ lm?.ﬁda+//Ldiv(?)dxdydz

//S?-ﬁdazg%ﬁrsm



Questao 3. (valor: 3,0) Calcule

/ﬁ_dex%— y2+$2dy+22dz
STty T4 +y

sendo v a intersec¢ao de (z+1)% = 2% + % com 2z +y = 6, orientada de modo que sua projegao

no plano zy seja percorrida uma vez no sentido horario.

Solucao:
Esse exercicio pode ser resolvido utilizando o Teorema de Stokes. Sendo assim, temos a
curva 7 definida pela intersec¢ao de um cone com um plano, e podemos definir uma curva «, a

partir da interseccao deste mesmo cone com o plano z = 0.

a(t) = (cost,sint,0)
o/(t) = (—sint, cost,0)
0<t<2rm

Define-se, também, como S, a superficie do cone contida entre as duas curvas, tal que o Teo-

rema de Stokes fica dado por:

/?-d?%—/cyﬁ-d?://srot(?)-ﬁds

. —
Calculando o rotacional do campo ?, chega-se que rot(?) = 0, e portanto:

/?-d? _ —/a?-d?

/27T (cost —sint, sint + cost, 0)
0 cos?t + sint

- (—sint, cost, 0)dt

2
:/ (—costsint—l—sin2t+costsint+0082t) dt
0

2
_ / Ldt
0

= 27



