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Turma B

Questao 1. (2,5 pontos) Calcule

/(6’”2 + y)dx + (y2ln(1 + y4) + x2)dy +e*dz
N

onde v é a interseccao da esfera de equacao 22 + y? + 22 = 3 com o plano z = 2 + ¥, orientada
de modo que sua projecao no plano xy seja percorrida uma vez no sentido anti-horario.

Solucao: Veja Fig. 1 para os calculos.

X

Figura 1: Superficie S.

Sendo F(z,y,z) = (e 4 y,y*n(1 + y*) + 22,¢%"), cujo rotacional é dado por rotF =
(0,0,2z — 1), entao o exercicio pede que seja calculado / F-dF. Uma parametrizacao possivel
8!

para o plano do enunciado seria:

x(z,y) ==x
X(z,y)=q yl@.y) =y
Z(ﬁ,y) =2+y

com (z,y) € D e cujo vetor normal é dado por X, A X'y = (0,—1,1), que é compativel com a
X, A X,) -

orientagao induzida pela curva 7, uma vez que (X, ) k=1>0.
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A regiao D corresponde a projecao da interseccao da esfera com o plano sobre o plano xy e
pode ser obtida substituindo z = 2 + y (equacao do plano) em z? + y? + 2% = 3 (equagao da
esfera):

Py R4y’ =3 = 2°+ 27 —dy=-1 = 22 +2y+1)>*=1
Portanto, D = {(z,y) € R* : 2% + 2(y + 1)®> < 1}. E, sendo S a superficie correspondente a

parte do plano interna a esfera, a parametrizacao de S é dada por X (z,y) e D. Dessa forma,
pode-se aplicar o Teorema de Stokes para calcular a integral pedida:

/ﬁ-d??://rotﬁ-ﬁda://@x—l)dxdy
v S D

O célculo da integral acima pode ser finalizado através do uso de coordenadas polares
x(r,0) =rcosf

2 com (r,0) € D,y = |0,1] x |0, 27]:
y(r,@):—l—l—grsinﬁ (r.6) o= [0, 1] x] ]

22|
// (2x — 1) dxdy—// 27“cos0 1)Qd dy——27r§% =7

|G

Questao 2. (2,5 pontos) Calcule
// 2zdy Ndz + 2V 20+ 9dz A dx + (y + 2)dz A dy
S

onde S é a parte da superflcle 2 = x? 4 292, limitada pelo plano z = 3, orientada com a normal
unitdria N que satisfaz N-k>0.

Solugao:Andloga a Questdao 2 da Turma A (é s6 substituir z por y). Rpta. —2v/27.

Questao 3. (2,5 pontos) Calcule /ﬁ - d7, onde

v

24y x

F(z,y,z) = (iQ +yz, %y?’ arctan (22)>

e v é a interseccao das superficies 22 +y? = 9 e z = x + 4, orientada de modo que sua projecao
no plano xy seja percorrida uma vez no sentido horario.

Solucgao:



O campo vetorial F' pode ser interpretado como uma soma de dois outros campos F; =

_ €T N
( i 0] e Fy = (yz,0,arctan 22), o que leva a:

x2+y2’x2+y2’
/ﬁﬁﬁ/fyﬁ+/ﬂdf
Y Y Y

Agora sejam S a parte do cilindro 2% + y?> = 9 entre o plano z = 0 (plano xy) e a curva

- 1
~ com orientagao dada pela normal N(z,y) = g(x, y,0), e 4 a curva dada pela intersecgao do

cilindro com o plano xy, orientada no sentido anti-horario (veja Fig. 2).

Figura 2: Superficie S.

—

N |
Como rotF' = (0,y, —z), no cilindro, tem-se que rotF' - N = gyz e, pelo Teorema de Stokes,

vem que:
_ - 1
/F-dFJr/F-dF://—yfda
vy v 3

Para a curva 7, tem-se que

/ﬁwﬁz/ﬁwﬁ+/ﬁwﬁz%+02%
7 g g



E, para o calculo da integral de superficie, pode-se fazer a seguinte mudanca de coordenadas:
x(0,z) = 3cosb
S:Q y(0,2) =3sinf com0<0<2mrel<2z<3cosl+4, oqueleva a:
2(0,z) =z

1 1 2 3cos6+4 2 :,\0 27
/ / §y2da =3 / / 9sin® 0.3drdd =9 / sin® 0.(3 cos 6 +4)df = 36 / sin® 0df = 367
0 0

0 0

Portanto, /]3 -dr+ 27 = 36 = /ﬁ ~dr = 34r.
v v

.7

Questao 4. (2,5 pontos) Seja F o campo F = W, onde 7(x,y,z) = (x,y,z). Calcule
T

// F - Ndo, onde S é a parte do paraboldide z = 3 — 22 — y2, com 0 < z < 3, orientada de
s

modo que N-k>0.

Solucao: Veja a Fig. 3 para os calculos.

ZA

Figura 3: Superficie S.

Sejam S; a parte da esfera de centro na origem e raio v/3 contida no semi-espaco z < 0 com
normal apontando para fora e Sy a esfera de centro na origem e raio 1, com normal apontando
para o interior. Seja agora R a regiao externa a Sy e interna a S U Sj.
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Como divEF = 0 em 2 = R3 — (0,0,0) e Q D R, segue, pelo Teorema de Gauss, que:

//F-Nda+//F-Ndcr—i—//F-Ndcr:///didexdydz:O
s 51 So R

Agora, para S7, a normal externa é dada por N=—ca integral fica:

|7

oL F 1 1 . 11
F-Ndo = — - = —Areade S; = =.—.4An(V3)? =2
//S1 o //Sl‘ F /Sl|7“|2 3//510 3 rea de Sy 327T(\/_) T

=l

i

Analogamente, para Sy, tem-se que N = e, portanto:

|_’|

// ﬁ-ﬁda:/ ;3~_—jd0':—//O'Z-AT€CLd€Sg=-47T12=—47T
S s | TP T S

Finalmente, tem-se que:

//Sﬁ.ﬁda:—//glﬁ.ﬁdg—//g2ﬁ.ﬁdaz_(%)_(_47():%



