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Turma A

Questão 1. (3 pontos) Calcule

∫∫

S

y2

√

1 + 4x2 + 4y2
dS, onde S é a parte do parabolóide

z = 4 − x2 − y2 acima do plano z = 2y.

Solução:
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Figura 1. Gráfico de S .

Do enunciado, conclui-se que S = {(x, y, z) ∈ R
3 : 2y ≤ z ≤ 4 − x2 − y2}. Assim,

(x, y, z) ∈ S ⇔
{

z = 4 − x2 − y2

2y ≤ 4 − x2 − y2

Agora, como 2y ≤ 4 − x2 − y2 ⇔ x2 + (y + 1)2 ≤ 5, vem que

S = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + (y + 1)2 ≤ 5 e z = 4 − x2 − y2},

que corresponde ao gráfico de f : D → R, definida por f(x, y) = 4 − x2 − y2 e D = {(x, y) ∈
R

2 : x2 + (y + 1)2 ≤ 5}.
Segue, pois, que uma parametrização posśıvel de S seria:

Γ(u, v) =







x(u, v) = u

y(u, v) = v

z(u, v) = 4 − u2 − v2

com (u, v) ∈ D.
Para essa parametrização, tem-se que ‖ Γu ∧ Γv ‖=

√
1 + 4u2 + 4v2.

Assim sendo,

α =

∫∫

S

y2

√

1 + 4x2 + 4y2
dS =

∫∫

D

v2

√
1 + 4u2 + 4v2

.
√

1 + 4u2 + 4v2dudv =

∫∫

D

v2dudv

Fazendo mudança de variável (coordenadas polares):

T :

{

u(r, θ) = r cos θ

u(r, θ) = −1 + r sin θ

1



com (r, θ) ∈ D̃ = [0,
√

5] × [0, 2π], vem que:

α =

∫

2π

0

∫

√
5

0

(−1 + r. cos θ)2.rdrdθ =

∫

√
5

0

(2π.r + π.r3)dr =
45π

4

Questão 2. (3,5 pontos) Calcule

∫∫

S

~v.~ndS, onde ~v(x, y, z) =
1

(x2 + y2 + z2)3/2
(x, y, z) e S é

a parte do hiperbolóide x2 + y2 = 4 + z2, entre z = 0 e z = 3, unido com a sua tampa no plano
z = 3. Oriente S com a normal apontando para fora da região limitada pelo hiperbolóide e os
planos z = 0 e z = 3.

Solução:
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Figura 1. Gráfico de D .

Sejam S1 = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 4 e z ≥ 0}, orientada com ~n interior à região

limitada pela esfera de centro (0,0,0) e raio 2, e

D = {(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 ≥ 4, 0 ≤ z ≤ 3 e x2 + y2 ≤ 4 + z2}.

Então ∂D = S ∪ S1.
Assim, pelo Teorema de Green, tem-se que:

∫∫∫

D

div(~v) dxdydz =

∫∫

∂D

~v.~ndS =

∫∫

S

~v.~ndS +

∫∫

S1

~v.~ndS.

Ora, como div(~v) = 0, para (z, y, z) ∈ R
3 − {(0, 0, 0)}, vem que

∫∫∫

D

div(~v)dxdydz =

∫∫∫

D

0dxdydz = 0

Adotando Γ(u, v) =







x(u, v) = 2 sin v cos u

y(u, v) = 2 sin v cos u

z(u, v) = 2 cos u

, com (u, v) ∈ R = [0, 2π] × [0, π
2
] como uma

parametrização de S1 e lembrando que, nesse caso, Γu∧Γv = 4(−sin v2 cos u,−sin v2 sin u,− cos u),

cuja orientação é compat́ıvel com aquela proposta pelo enunciado, pois (Γu ∧ Γv) · ~k ≤ 0. Dáı,

∫∫

S1

~v.~ndS =

∫∫

R

1

43/2
2(sin v cos u, sin v sin u. cos u) · 4(−sin v2 cos u,−sin v2 sin u,− cos u)dudv =

= −
∫∫

R

sin vdudv = 2π cos v

∣

∣

∣

∣

π

2

0

= −2π

2



Finalmente, 0 =

∫∫

S

~v.~ndS + (−2π) =⇒
∫∫

S

~v.~ndS = 2π.

Questão 3. (3,5 pontos) Calcule

∫

γ

~F · d~r, onde ~F (x, y, z) =

(

−y

x2 + y2
+ y

)

~i+

(

x

x2 + y2

)

~j +

sin z3~k e γ é a interesecção do plano x + y + z = 4 com o cilindro x2 + y2 = 1, orientada de
modo que a sua projeção no plano xy seja percorrida no sentido horário.

Solução:

Sejam γ0 a intersecção entre o cilindro x2 + y2 = 1 e o plano z = 0 e S a parte do cilindro
compreendida entre os planos z = 0 e x + y + z = 4. Orientando S de acordo com a normal
exterior ao cilindro e γ0 com o sentido anti-horário de percurso, nota-se que γ ∪ γ0 = ∂S tem
orientação induzida por S. Assim, pelo Teorema de Stokes:

∫∫

S

rot(~F ) · ~ndS =

∫

∂S

~F · d~r =

∫

γ

~F · d~r +

∫

γ0

~F · d~r.

Agora, como rot(~F ) = (0, 0,−1), para (x, y, z) ∈ Ω = R
3 − eixo z e

~n(x, y, z) =
1

√

x2 + y2
(x, y, 0), para (x, y, z) ∈ Ω,

vem que

∫∫

S

rot(~F ) · ~ndS =

∫∫

S

0dS = 0.

Em relação a integral de linha, adotamos: λ(t) = (cos t, sin t, 0); t ∈ [0, 2π] como uma
parametrização de γ0, que a percorre no sentido anti-horário, então:

∫

γ0

~F · d~r =

∫

2π

0

~F (λ(t)) · λ′(t)dt =

=

∫

2π

0

(− sin t + sin t, cos t, 0) · (− sin t, cos t, 0)dt =

∫

2π

0

cos t2dt = π

Conclui-se, portanto, que

0 =

∫∫

S

rot(~F ) · ~ndS =

∫

γ

~F · d~r +

∫

γ0

~F · d~r =

∫

γ

~F · d~r + π =⇒
∫

γ

~F · d~r = −π.
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