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3% Prova - 1° semestre de 2000
Turma A

Questao 1. (3,0 pontos) Calcule ffsﬁ . NdS onde F(z,y,z) = (1,cosy,3z + 2y) e S ¢
apartede z = 22 comx > 0, y > 0 e v +y < 2 orientada com normal unitério N tal que
N-k>0.

Solugao:

A regiao de integracao pode ser parametrizada da seguinte forma:

X(u,v): y;

com U sendo parametrizada por:

0<v<2—u
U'{0§u§2
com - o o
1 7k
XoANXy=|1 0 2u |=(-2u,0,1)
010

Usando Fubini, vamos calcular a integral

//Sﬁ.ﬁdsz/02/02_“(_2u+3u+21))dvdu:/02(u(2_u)+(2_u)2)du:4

Questao 2. (3,5 pontos) Calcule fv F-drcom F(x,y,z) = (ﬁ — 2y, ﬁ, ozt :cy),
onde v é a intersecao do cilindro 22 + 2% = 1 e da superficie 22 = 2 — y, orientada de modo que
a sua projecao no plano xz seja percorrida no sentido anti-horario.

Solugao: Notemos que F(x,y,z) = (ﬁ,o, %“2) + (—zy, #,xy)

i ik i 7k
) — | 2 9 90 9 9 9
ROt<F) — | oz by Oz + Ox Oy 0z
—Zz x _ Yy
2422 0 2422 “Y 14y ry

Rot(F) = 0 + (z, -2y, 2).

Seja S a parte da superficie cilindrica 2% + 2% = 1 limitada por y =0 e 22 =2 —y. Se v, é
a circunferencia de raio 1 no plano xz orientada no sentido horario, pelo teorema de Stokes

//Rot<ﬁ)-ﬁds_/ﬁ.df+/ Fedr
S Y 0!



onde 77 é a normal exterior a S,com 7 = (,0, z) e entao

//ms /F 47— 2.

2m
/ F.dr= —/ (—sint, 0, cost) - (—sint, 0, cost)dt = —2.
71 0

Pois

Parametrizando S em coordenadas cilindricas temos X (u,v) = (cosu, v, sinu) logo

2 p2—COS2%u o
_ 1 2
/pwE//iw+%:/ / Jmm+%:/ @__ﬂﬁl)m+%zm,
~ S 0 0 0 2

Questao 3. (3,5 pontos) Calcule ffSV - 7idS onde V(z,y, 2) = (y2,sin(2r210), ¥ 7" 22)
e S é a parte da esfera 22 + y? + 22 = 2z com z < 1 orientada pela normal exterior & esfera.

Solucao:

A equagao da esfera 22 + 3% + 22 = 2z ou 2% + y*> + (2 — 1)? = 1 tem centro (0,0, 1) e raio
1. A superficie S é a parte inferior desta esfera. Seja T a tampa orientada com a normal k.

Se 1 = SUT, calculando div(‘?) = 2z e pelo teorema de Gauss temos que

//Vﬁw+//vﬂw:///mmﬁmmmz///%www
S T R R

Parametrizando R em coordenadas esféricas temos x = rcosfsinp, y = rsinflsiny, z =
1+ rcose com 0 < theta < 2, 5<p<m 0<r <1 temos que

///dw Ydxdydz = / / / (1 4 rcosy)r? sin pdrdpdd

4 / n 1 d 5
= A —sin — sin cos = —
: 3 2 1 PCOSY Y = 6

//Vﬂw://uw:m
T T
5% —T
dS == — 1 =
//S - 1idS 5 T = -

Portanto
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Turma B

Questao 1. (3,0 pontos) Calcule ffsﬁ . NdS onde F(z,y,2) = (siny,1,z + 4y) e S é
apartede z = y> comz > 0, y > 0 e z+y < 2 orientada com normal unitério N tal que
N-k>0.

Solugao:

A regiao de integracao pode ser parametrizada da seguinte forma:

X(u,v): y;

com U sendo parametrizada por:

0<v<2—u
U'{OSUSQ
com L o
i 7k
X, AXy=|1 0 0 [=(0,—2v,1)
0 1 2v

Usando Fubini, vamos calcular a integral

//Sﬁ.NdS:/OQ/OQ_U(_2v+u+4U)dUdu:/02(u(2_u)+(2_u)2)du:4

Questao 2. (3,5 pontos) Calcule fy F-di com F = ( 2 — 2y, 1_?@6, Tt :L'y), onde vy

xz2+22
¢ a intersecao do cilindro 22 + 22 = 1 e da superficie 22 = 3 — y, orientada de modo que a sua
projecao no plano xz seja percorrida no sentido anti-horario.
Solucao:

— 3
Notemos que F(z,y,z) = (ﬁ,o, 562“?) + (—zy, 1_{7,:63/)

1 7k i J k

o | 0 9 9 9 9 9

ROt(F) = B B_y 92 + ox Oy 0z
—2z 0 T _ y3

z2+22 x2+422 S e

Rot(F) =0 + (z, -2y, 2).

Seja S a parte da superficie cilindrica 2% + 22 = 1 limitada por y =0 e 22 =3 —y. Se v, é
a circunferencia de raio 1 no plano zz orientada no sentido horario, pelo teorema de Stokes

//Rot(ﬁ)-ﬁdS:/ﬁ-dF+/ F-dF
S ¥ Y1



onde 77 é a normal exterior a S,com 7 = (,0, z) e entao

//ms /F 47— 2.

2m
/ F.dr= —/ (—sint, 0, cost) - (—sint, 0, cost)dt = —2.
71 0

Pois

Parametrizando S em coordenadas cilindricas temos X (u,v) = (cosu, v, sinu) logo

2 p2—COS2%u o
_ 1 2
/F-dF://ldS+27r:/ / 1dvdu—|—27r:/ (Q_M)dwgﬁzm
~ S 0 0 0 2

Questao 3. (3,5 pontos) Calcule [ [ V.iidS onde V(z,y, z) = (®+cos(2m210), e+ 222)
e S é a parte da esfera 22 + y? + 2% = 2z com z < 1 orientada pela normal exterior & esfera.

Solucao:

A equagao da esfera 22 + y* + 22 = 2z ou 2* + %> + (2 — 1)? = 1 tem centro (0,0, 1) e raio
1. A superficie S é a parte inferior desta esfera. Seja T a tampa orientada com a normal k.

Se 1 = SUT, calculando div(‘?) = 4z e pelo teorema de Gauss temos que

//V-ﬁdSJr//V-ﬁdS:///div(V)dxdydz:///4zdxdydz.
S T R R

Parametrizando R em coordenadas esféricas temos x = rcosfsinp, y = rsinflsiny, z =
1+ rcosp com 0 < 6 < 2, 5<e<m 0<r <1 temos que

///dw Ydxdydz = / / / (1 4 rcosy)r? sin pdrdpdd

3 / n 1 J 107
= 8« —sin — sin pcos =
. 3 Py SImpcosy  dp = 6

//V-ﬁdS://QdS:Qw.
T T
—» 107 —Tr
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Portanto



