Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
3% Prova - 1° semestre de 2000
Turma A

Questao 1. (3,0 pontos) Calcule [ [, y?do onde S é a parte de y* 4+ (z — 5)* = 9 com
0<z<2+ 2.

Solucao:

A regiao de integracao pode ser parametrizada da seguinte forma:

T=v
04 Yy = 3cosu
z =5+ 3senu; (u,v) € U,

com U sendo parametrizada por:

U 0<v<7+3sinu
1 0<u <27,

Vamos calcular ||7, A &,||, entdo 7, = (0, —3sinwu, 3cosu) e &, = (1,0,0) logo &, A &, =
3cosuj + 3sinuk portanto ||G, A G,|| = 3.
Usando Fubini, vamos calcular a integral

2w 7+3sinu
//dea = // (9cos?u)3dudy = 27/ / cos*udvdu
5

1 9 2
= 27/ cos*u(7 + 3sinu)du = 27/ 7 (5 + COZ u) du + 27/ 3cos?u sin udu
0 0 0
= 1897 — 27cos’u |§" = 189r.

Questao 2. (3,5 pontos) Calcule ffsﬁ . Ndo onde

F(z,y,2) = y’sinzi + (Ve* + 2 +sinz + 22y)j + k

e S éaparte de z = 22 4+ 9% com 0 < z < 4 orientada com normal unitario N tal que N-k<0.
Solugao:
Calculando o divergente de F', temos que div(F) = 22
Para obter um sohdo escolha 51 como sendo a parte de 2 = 4 limitada por z = 22 + 92 e
com normal unitario N tal que N = k. Pelo teorema de Gauus temos:

// ﬁ-ﬁdaz/// z2drdydz
SUS; Sélido

A regiao de S7 pode ser parametrizada da seguinte forma:
rT=u
oI Y=v

z=4; (u,v) €U ={(u,v):u?+v* <4},

1



calculando 7, A &, = k obtemos que S; tem a orientagao correta.

// ﬁ~]\7da—//dudv—érea(U)—47r
Si U

A regiao do solido pode ser parametrizada em coordenadas cilindricas da seguinte forma:

x = rcost
0: y=rsinf
z=2z;
o solido com r, 0 e z entre:
r?<z<4
0<r<2
0<0<2m

calculando a integral no sélido e aplicando Fubini obtemos

/// w2drdydz = /// r3cos*0drdfdz
sélido sélido(,. ¢ »)
2 pr2m 4 2 pr2m 1 20 2 pr2m
= // /r300829dzd9dr:// (4 —r?)r’ <—+COS >d0dr:7r// (4r® —
oJo Jr2 o Jo 2 o Jo
6 2
_ a_
- (%)

=

o 93

Resposta final:

Questao 3. (3,5 pontos) Calcule f7 %tfgdy + (m + m) dz onde v é a intersecao de
z=4+1y e 2?4+ y? =1 orientada de modo que a sua projecao no plano xy seja percorrida no
sentido horario.

Solucao: Calculando Rot(F) = —j.

Escolha a superficie S como sendo a parte de 22 +y? = 1 com 0 < z < 4 + y e orientada
com normal unitatio N exterior ao cilindro.

Pelo teorema de Stokes temos:

/ ﬁ-dF://RBt(ﬁ)~ﬁda
8S=~U7 S

onde 7 é a intersecao de 2? +y* = 1 e z = 0 orientada no sentido anti-horario.
Uma parametrizacao para 7 é

T = cost
v:Q y=sint

z=0; 0<t<2m.

Vamos calcular a tintegral sobre 7,
. 2m
/F dr' = / (sin?t 4 cos?t)dt = 27
5 0

2



Uma parametrizacao para S é

T = CoSu
o:4{ y=sinu
z=wv; (u,v)€eU.

com

U 0<u<2r
"1 0<v<4+sinu.

Calculando G, A G, = cosui + sinuj temos a orientagao correta.
Usando Fubini calculamos a integral sobre S, obtendo

27 44-sinu 27
// Rot(F) - Ndo = // — sinududv = —/ / sin udvdu = —/ (4sinu + sin®u)du = —7
s U o Jo 0

Resposta final:
/ﬁ-d?z—w—27r:—37r
.



Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
3% Prova - 1° semestre de 2000
Turma B

Questao 1. (3,0 pontos) Calcule [ [, 2°do onde S é a parte de (y —2)* 4+ 2* = 9 com
0<xr <24y

Solucao:

A regiao de integracao pode ser parametrizada da seguinte forma:

T=0
o:4 y=2+ 3cosu
z =3sinu; (u,v) € U,

com U sendo parametrizada por:

Vamos calcular |G, A 7,]|, entdo &, = (0, —3sinu, 3cosu) e 7, = (1,0,0) logo &, A &, =
3cosuj + 3sinuk portanto ||5, A G,|| = 3.
Usando Fubini, vamos calcular a integral

2w r443COSu
//z2da = //(9 sin? u)3dudv = 27/ / sin? udvdu
s U o Jo

2w 2m 1 2 2w
= 27/ sin® u(4 + 3cosu)du = 27/ 4 (— — COZ u) du + 27/ 3 sin® ucosudu
0 0 0

2

1087 + 27 sin® u |57 = 108

Questao 2. (3,5 pontos) Calcule ffsﬁ - Ndo onde
F(z,y,2) = (y’sinz + 2%)i + (Ve + 2+ sinz + 2%)] — k

e S éaparte de z = 22+ 9% com 0 < z < 4 orientada com normal unitério N tal que N-k <0.
Solugao:
Calculando o divergente de F, temos que div(F) = 32,
Para obter um sélido escolha S; como sendo a parte de z = 4 limitada por z = 22 + 3% e
com normal unitério N tal que N = k.
Pelo teorema de Gauus temos:

// ﬁ-ﬁdo—/// 3zidxdydz
SUS; Sélido

A regiao de S7 pode ser parametrizada da seguinte forma:
r=u
o: Yy=v
z=4; (u,v) €U ={(u,v):u?+v* <4},

4



calculando 7, A &, = k obtemos que S; tem a orientagao correta.

// F-Ndaz//dudv:érea(U):4ﬂ
Si U

A regiao do sdlido pode ser parametrizada em coordenadas cilindricas da seguinte forma:

x = rcost
o:¢ y=rsinf
z=2z;
o solido com r, 0 e z entre:
r?<z<4
0<r<2
0<6<2m.

calculando a integral no sélido e aplicando Fubini obtemos

/// 3zidrdydz = /// 3r3cos’drdfdz
sé6lido sélido(,. ¢ »)
2 pr2r 4 2 27 2 2w
= // / 3T3COS29dZd9d7“:// (4 —r?)3r® (LOSQQ> d@dr:?ﬂr// (4
0 Jo r2 0 Jo 2 0 J0
o\ |
= 3 (r4 — —> = 167
6/ 1o

//ﬁ-ﬁda:mw—mzum
S

Questao 3. (3,5 pontos) Calcule fv %_yﬁdy - (y + 2+Slinz) dz onde ~ é a intersecao de

z=3+xex?+y* =1 orientada de modo que a sua projecio no plano xy seja percorrida no
sentido horario.
Solugao: Calculando Rot(F') = i.

Resposta final:

Escolha a superficie S como sendo a parte de 2 +y? = 1 com 0 < z < 3 + z e orientada
com normal unitatio N exterior ao cilindro.
Pelo teorema de Stokes temos:

/ ﬁ-dfz//R?)t(ﬁ)-ﬁda
dS=~U¥ s

onde 7 é a intersecao de 22 + 3% = 1 e z = 0 orientada no sentido anti-horario.
Uma parametrizacao para 7y é

T = cost
Yy =sint
z=0;, 0<t<2m.

N



Vamos calcular a tintegral sobre 7,

2m
/F dr = / (sin?t + cos?t)dt = 27
5 0

Uma parametrizacao para S é

T = cosu
o4 y=sinu
z=v; (u,v)€U.

com

U 0<u<2r
"1 0<v <3+ cosu.

Calculando &, A &, = cosui + sinuj temos a orientacio correta.
Usando Fubini calculamos a integral sobre .S, obtendo

I . 27 3+COSu 27
// Rot(F) - Ndo = // cosududv = / / cosudvdu = — / (3cosu + cos*u)du = 7
s U o Jo 0

Resposta final:
/ﬁ'dTT:W—27T:—7T

~



