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Turma A
Questão 1:

(a) Calcule a massa do �o cujo formato é o da curva da intersecção das superfícies z = x2 − y2 e z =
4− x2 − y2, x > 0, |y| ≤ 1, com densidade δ(x, y, z) = |y|

(b) Calcule

∫
γ
ydx+ zdy + xdz sendo γ a curva de intersecção das superfícies 4y2+ z2 = 4 e x+y+ z = 1,

percorrida de modo que sua projeção no plano yz seja percorrida no sentido anti-horário.

Solução:

(a) Os pontos da curva são dados pelas soluções do sistema:

{
z = x2 − y2

z = 4− x2 − y2 → x =
√
2(x > 0)

Substituindo na primeira equação, obtém-se z = 2 − y2. Assim, uma parametrização para a curva é

dada por γ(t) = (
√
2, t, 2− t2), com −1 ≤ t ≤ 1. Assim, γ′(t) = (0, 1,−2t) ⇒ |γ′(t)| =

√
1 + 4t2

A massa do �o é dada por:

M =

∫ 1

−1
|t|
√

1 + 4t2 dt = 2

∫ 1

0
t
√

1 + 4t2 dt

=
1

4

∫ 1

0
8t
√

1 + 4t2 dt

=
1

6

(
1 + 4t2

) 3
2

∣∣∣1
0

=
1

6

(
5
√
5− 1

)

(b) Os pontos da curva são dados pelas soluções do sistema:

{
4y2 + z2 = 4 ⇒ y2 + (z/2)2 = 1
x+ y + z = 1 ⇒ x+ y + z = 1

A curva pode ser parametrizada por: γ(t) = (1− cos t− 2 sen t, cos t, 2 sen t), com 0 ≤ t ≤ 2π
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A integral pode ser calculada por:

∫
F⃗ dr⃗ =

∫ 2π

0
cos t( sen t− 2 cos t) + (2 sen t)(− sen t) + (1− cos t− 2 sen t)2 cos t dt

=

∫ 2π

0
−2 cos2 t− 2 sen 2t− 2 cos2 t dt

= −
∫ 2π

0
2 + 2 cos2 t

= −4π − 2π = −6π
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Questão 2:

Sejam F⃗1, F⃗2, F⃗3 os campos vetoriais de�nidos como

F⃗1(x, y) = ( sen yex sen y, x cos yex sen y), F⃗2(x, y) = (0, x), F⃗3 = F⃗1 + F⃗2

(a) Decida, justi�cando, se cada um dos campos F⃗1, F⃗2, F⃗3 é conservativo ou não.

(b) Calcule
∫
F⃗3 dr⃗ sendo γ o arco da circunferência de raio 1, que liga (0, 0) a (0, 2) com x ≥ 0

Solução:

(a) Inicialmente calcula-se o rotacional de cada um dos campos.

rotF⃗1 =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗

=
(
cos yex sen y + x cos y sen yex sen y − cos yex sen y + x cos y sen yex sen y

)
k⃗

= 0k⃗

rotF⃗2 = (1− 0)k⃗ = k⃗

rotF⃗3 = rotF⃗1 + rotF⃗2 = k⃗

Nota-se que o o campo F⃗1 é de classe C1 e seu domínio é R2, que é simplesmente conexo. Como

rotF⃗1 = 0⃗, conclui-se que F⃗1 é conservativo.

Como rotF⃗2 ̸= 0 e rotF⃗3 ̸= 0, conclui-se que F⃗2 e F⃗3 não são conservativos.

(b) Seja γ1 o segmento que une (0, 2) e (0, 0) e D a região tal que ∂D = γ ∪ γ1

Como D, seu bordo e F⃗3 satisfazem as condições do Teorema de Green:
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∫
γ
F⃗3 dr⃗ +

∫
γ1

F⃗3 dr⃗ =

∫∫
D
rotF⃗3 · k⃗ dx dy

Como rotF⃗3 · k⃗ = 1, a integral sobre o domínio é igual à área da região D, que, por sua vez, é igual à

metade da área da circunferência de raio 1. Portanto:∫∫
rotF⃗3 · k⃗ dx dy =

π

2

Nota-se que γ1(t) = (0,−t) com −2 ≤ t ≤ 0 e γ′1(t) = (0,−1).

Calculando a integral de linha sobre γ1:

∫
γ1

F⃗3 dr⃗ =

∫ 0

−2
(− sen t, 0).(0,−1) dt = 0.

Assim ∫
γ
F⃗3 dr⃗ =

π

2
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Questão 3:

Calcule

∫
γ

−(y − 2)dx+ (x+ 3)dy

(x+ 3)2 + (y − 2)2
sendo γ o arco da curva y = −x2 − 6x− 5 que liga (−1, 0) a (−5, 0)

Solução:
Sendo F⃗ (x, y) = −(y−2)dx+(x+3)dy

(x+3)2+(y−2)2
, calcula-se o rotacional:

rotF⃗ =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗

=

(
1.((x+ 3)2 + (y − 2)2)− (x+ 3).2.(y − 2)

((x+ 3)2 + (y − 2)2)2
− 1.((x+ 3)2 + (y − 2)2)− (y − 2).2(x+ 3)

((x+ 3)2 + (y − 2)2)2

)
k⃗

= 0k⃗

O domínio de F⃗ é R2 − (−3, 2).
Sejam as curvas α1(t) = (t, 0) com −5 ≤ t ≤ −1 e α2(t) = (−3 + r sen t, 2 + r cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, com

r su�cientemente pequeno para que α2 esteja no interior de γ ∪ α1. Seja R a região fechada cujo bordo é

composto das curvas γ, α1 e α2, orientadas deixando R à esquerda, conforme a �gura:

O Teorema de Green Fornece:∫
γ
F⃗ dr⃗ +

∫
α1

F⃗ dr⃗ +

∫
α2

F⃗ dr⃗ =

∫∫
R
rotF⃗ · k⃗ dA

Como rotF⃗ = 0⃗, vem que: ∫
γ
F⃗ dr⃗ = −

∫
α1

F⃗ dr⃗ −
∫
α2

F⃗ dr⃗

Calculando cada integral separadamente:∫
α1

F⃗ dr⃗ =

∫ −1

−5

2 + (3 + t).0

(t+ 3)2 + 4
dt = 2

∫ −1

−5

1

(t+ 3)2 + 4
dt

Chamando u = t+ 3 ⇒ du = dt com −2 ≤ u ≤ 2. A integral passa a ser:
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∫
α1

F⃗ dr⃗ = 2

∫ 2

−2

1

u2 + 4
dt

=
1

2

∫ 2

−2

1(
u
2

)2
+ 1

dt

= arctan
(u
2

)∣∣∣2
−2

=
π

4
−

(
−π

4

)
=

π

2

∫
α2

F⃗ dr⃗ =

∫ 2π

0

−r cos t.r cos t+ r sen t.(−r sen t)

r2
dt

= 2

∫ 2π

0
−1 dt

= −2π

Assim: ∫
γ
F⃗ dr⃗ = −(−2π)− π

2
=

3π

2
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Turma B
Questão 1:

(a) Calcule a massa do �o cujo formato é o da curva da intersecção das superfícies z = x2 − y2 e z =
9− x2 − y2, x > 0, |y| ≤ 1, com densidade δ(x, y, z) = |y|

(b) Calcule

∫
γ
ydx+ zdy + xdz sendo γ a curva de intersecção das superfícies y2+9z2 = 9 e x+y+ z = 1,

percorrida de modo que sua projeção no plano yz seja percorrida no sentido anti-horário.

Solução:

(a) Os pontos da curva são dados pelas soluções do sistema:

{
z = x2 − y2

z = 9− x2 − y2 ⇒ x = 3
√
2

2 (x > 0)

Substituindo na primeira equação, obtém-se z = 9/2− y2. Assim, uma parametrização para a curva é

dada por γ(t) = (3
√
2

2 , t, 92 − t2), com −1 ≤ t ≤ 1

Assim, γ′(t) = (0, 1,−2t) ⇒ |γ′(t) =
√
1 + 4t2|

A massa do �o é dada por:

M =

∫ 1

−1
|t|
√

1 + 4t2 dt = 2

∫ 2

0
t
√

1 + 4t2 dt

=
1

4

∫ 1

0
8t
√

1 + 4t2 dt

=
1

6

(
1 + 4t2

) 3
2

∣∣∣1
0

=
1

6

(
5
√
5− 1

)

(b) Os pontos da curva são dados pelas soluções do sistema:

{
y2 + 9z2 = 9 ⇒ (y/3)2 + z2 = 1
x+ y + z = 1 ⇒ x+ y + z = 1

A curva pode ser parametrizada por: γ(t) = (1− 3 cos t− sen t, 3 cos t, sen t), com 0 ≤ t ≤ 2π

A integral pode ser calculada por:
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∫
F⃗ dr⃗ =

∫ 2π

0
3 cos t(3 sen t− cos t) + sen t(−3 sen t) + (1− 3 cos t− sen t) cos t dt

=

∫ 2π

0
−3 cos2 t− 3 sen 2t− 3 cos2 t dt

= −
∫ 2π

0
3 + 3 cos2 t

= −6π − 3π = −9π

8



Questão 2:

Sejam F⃗1, F⃗2, F⃗3 os campos vetoriais de�nidos como

F⃗1 = (cos yex cos y,−x sen yex cos y) F⃗2 = (y, 0) F⃗3 = F⃗1 + F⃗2

(a) Decida, justi�cando, se cada um dos campos F⃗1, F⃗2, F⃗3 é conservativo ou não.

(b) Calcule
∫
F⃗3 dr⃗ sendo γ o arco da circunferência de raio 1, que liga (2, 0) a (0, 0) com y ≥ 0

(a) Inicialmente calcula-se o rotacional de cada um dos campos.

rotF⃗1 =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗

= (− sen yex cos y − x sen y cos yex cos y + sen yex cos y + x sen y cos yex cos y) k⃗

= 0k⃗

rotF⃗2 = (0− 1)k⃗

= −k⃗

rotF⃗3 = rotF⃗1 + rotF⃗2

= −k⃗

Nota-se que o o campo F⃗1 é de classe C1 e seu domínio é R2, que é simplesmente conexo. Como

rotF⃗1 = 0⃗, conclui-se que F⃗1 é conservativo.

Como rotF⃗2 ̸= 0 e rotF⃗3 ̸= 0, conclui-se que F⃗2 e F⃗3 não são conservativos.

(b) Seja γ1 o segmento que une (2, 0) e (0, 0) e D a região tal que ∂D = γ ∪ γ1

Como D e F⃗3 satisfazem as condições do Teorema de Green:∫
γ
F⃗3 dr⃗ +

∫
γ1

F⃗3 dr⃗ =

∫∫
rotF⃗3k⃗ dx dy

Como rotF⃗3 = −1, a integral sobre o domínio é igual à área da região D, que, por sua vez, é igual à

metade da área da circunferência de raio 1. Portanto:∫∫
rotF⃗3k⃗ dx dy = −π

2

Nota-se que γ1(t) = (t, 0) com 0 ≤ t ≤ 2 e γ′1(t) = (1, 0).

Calculando a integral: sobre γ1:
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∫
γ1

F⃗3 dr⃗ =

∫ 0

−2
(et, 0).(1, 0) dt

= e2 − 1

Assim: ∫
γ
F⃗3 dr⃗ = −π

2
− e2 + 1
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Questão 3:

Calcule

∫
γ

−(y − 3)dx+ (x+ 4)dy

(x+ 4)2 + (y − 3)2
sendo γ o arco da curva y = −x2 − 8x− 7 que liga (−1, 0) a (−7, 0)

Solução:
Sendo F⃗ = −(y−3)dx+(x+4)dy

(x+4)2+(y−3)2
,calcula-se o rotacional:

rotF⃗ =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗

=

(
1.((x+ 4)2 + (y − 3)2)− (x+ 4).2.(y − 3)

((x+ 4)2 + (y − 3)2)2
− 1.((x+ 4)2 + (y − 3)2)− (y − 3).2(x+ 4)

((x+ 4)2 + (y − 3)2)2

)
k⃗

= 0k⃗

O domínio de F⃗ é R2 − (−4, 3).
Sejam as curvas α1(t) = (t, 0) com −7 ≤ t ≤ −1 e α2(t) = (−4 + r sen t, 3 + r cos t), 0 ≤ t ≤ 2π, com

r su�cientemente pequeno para que α2 esteja no interior de γ ∪ α1. Seja R a região fechada cujo bordo é

composto das curvas γ, α1 e α2, orientadas deixando R à esquerda, conforme a �gura:

O Teorema de Green Fornece:∫
γ
F⃗ dr⃗ +

∫
α1

F⃗ dr⃗ +

∫
α2

F⃗ dr⃗ =

∫∫
R
rotF⃗ k⃗ dA

Como rotF⃗ = 0⃗, vem que: ∫
γ
F⃗ dr⃗ = −

∫
α1

F⃗ dr⃗ −
∫
α2

F⃗ dr⃗

Calculando cada integral separadamente:

∫
α1

F⃗ dr⃗ =

∫ −1

−7

3 + (3 + t).0

(t+ 4)2 + 9
dt

= 3

∫ −1

−7

1

(t+ 4)2 + 9
dt
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Chamando u = t+ 4 ⇒ du = dt com −3 ≤ u ≤ 3. A integral passa a ser:∫
α1

F⃗ dr⃗ = 3

∫ 3

−3

1

u2 + 9
dt

=
1

3

∫ 3

−3

1(
u
3

)2
+ 1

dt

= arctan
(u
3

)∣∣∣3
−3

= (
π

4
−

(
−π

4

)
) =

π

2

∫
α2

F⃗ dr⃗ =

∫ 2π

0

−r cos t.r cos t+ r sen t.(−r sen t)

r2
dt

= 2

∫ 2π

0
−1 dt

= −2π

Assim: ∫
γ
F⃗ dr⃗ = −(−2π)− π

2
=

3π

2
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