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Turma A
Questao 1:

2

(a) Calcule a massa do fio cujo formato ¢ o da curva da interseccio das superficies z = 22 — y? e z =

4—2%—y% x>0, |yl <1, com densidade 6(z,y,2) = |y|

(b) Calcule / ydx + zdy + xdz sendo 7 a curva de interseccio das superficies 4y? +22 =4dex+y+2 =1,

¥
percorrida de modo que sua projecao no plano yz seja percorrida no sentido anti-horério.

Solucao:

2z =% —y?

(a) Os pontos da curva sao dados pelas solugoes do sistema: { RS S S \/5(33 > 0)

-10

Substituindo na primeira equacdo, obtém-se z = 2 — y%. Assim, uma parametrizacdo para a curva é
dada por y(t) = (v/2,t,2 — t2), com —1 <t < 1. Assim, ¥/ (t) = (0,1, —2t) = |7/ (¢)| = V1 + 412

A massa do fio é dada por:

1 1
M = / \t\/1+4t2dt:2/ t\/ 1+ 412 dt
—1 0
1 1
= / 8t\/ 1+ 4t2 dt
0

4
(1 +4t2)% ;

(5\/5 - 1)

= O =

b+ 22 =4=9y*+(2/2)* =1

(b) Os pontos da curva sao dados pelas solu¢oes do sistema: { ttytrelootyte=1

A curva pode ser parametrizada por: y(t) = (1 — cost — 2 sent,cost,2 sent), com 0 <t <27



A integral pode ser calculada por:

2T
/Fdf" = / cost( sent —2cost) + (2 sent)(— sent)+ (1 —cost —2 sent)2costdt
0

2T
= / —2cos?t — 2 sen’t — 2cos® t dt
0

27
= —/ 2+2c052t
0

= —4m 21 =—67



Questao 2:

Sejam P_’i, ﬁg, P_’}, os campos vetoriais definidos como
Fi(z,y) = ( senye” MY zcosye” SNY), Fy(z,y) = (0,2), Fy=F + F
(a) Decida, justificando, se cada um dos campos F_’L 152, F}z, é conservativo ou nao.

(b) Calcule [ Fj dF sendo 7 o arco da circunferéncia de raio 1, que liga (0,0) a (0,2) com z > 0

Solucao:

(a) Inicialmente calcula-se o rotacional de cada um dos campos.

I'Otﬁl = <g—§ — 88—5) E

= (cosye® "MY + zcosy senye

= 0k

T SENY _ cosye” SNV 4 g cosy senye” seny) k

rotFy = (1 —0)k =k

rotF_’}, = rotF_’i + I'Ot.F_{Q =k

.
Nota-se que o o campo Fj é de classe C! e seu dominio ¢ R?, que é simplesmente conexo. Como
rotF} = 0, conclui-se que F} é conservativo.

Como rotFy # 0 e rotF3 # 0, conclui-se que F5 e F3 nao sdo conservativos.

(b) Seja 1 o segmento que une (0,2) e (0,0) e D a regido tal que 9D =~y Uy

25F

201

Ay

101

05

0.0

L L
-0.5 0.0 0.5 1.0 15

Como D, seu bordo e Fj3 satisfazem as condi¢des do Teorema de Green:



/ﬁéd?+/ F’;}d?z// rotF},-dedy
v 7 D

Como rotF3 - k = 1, a integral sobre o dominio é igual & area da regiao D, que, por sua vez, é igual &
metade da drea da circunferéncia de raio 1. Portanto:

//rotF_Ez,-Igdxdy—g

Nota-se que v1(t) = (0, —t) com —2 <t <0 e ~;(t) = (0, —1).

Calculando a integral de linha sobre ~;:

0
/ngf’ = /(— sent,0).(0,—1)dt = 0.
m

Assim



Questao 3:

—(y —2)dx + (z + 3)dy
Calcule /7 T3+ (= 2)

sendo 7 o arco da curva y = —z% — 62 — 5 que liga (—1,0) a (=5,0)

Solucgao: .
Sendo F(z,y) = _((ic;?)‘iit(yx_z?%dy, calcula-se o rotacional:
= [0Q 0P\ -
_ (1.((w +3°2+ (-2 -(@+3)2.@y—2) L{(z+3)°+y—2%—(y—2)2xz+ 3)> P
((z+3)+ (y —2)?) ((z+3)%+ (y —2)?)

-

= 0k
O dominio de F ¢ R2 — (=3, 2).
Sejam as curvas «a1(t) = (¢,0) com —5 <t < —1 e as(t) = (=3 4+ sent,2 + rcost), 0 <t < 2w, com

r suficientemente pequeno para que asp esteja no interior de v U ;. Seja R a regido fechada cujo bordo é
composto das curvas y, a1 e ag, orientadas deixando R & esquerda, conforme a figura:

O Teorema de Green Fornece:

/ﬁd?+/ ﬁdf+/ ﬁdF:// rotF - kdA
107 (e %1 a2 R

Como rotF = 6, vem que:
/ﬁdf_—/ ﬁd?—/ Fdr
¥ (e %1 a9

Calculando cada integral separadamente:
o 124 (3+1).0 -t 1
FdF:/ 2dt:2/ g At
o 5 (t+3)?2+4 5 (t+3)2+4
Chamando u =t + 3 = du = dt com —2 < u < 2. A integral passa a ser:



dt

uy |2
= avetan (5|
arctan (5 )|
_ T ( E)ff
! 4) 2
Fdi — /2” —rcost.rcost—i—?; sent.(—r sent)
a2 0 r
2m
= 2/ —1dt
0
= 27

Assim:



Turma B

Questao 1:
(a) Calcule a massa do fio cujo formato ¢ o da curva da intersec¢do das superficies z = 22 —yy e 2z =

9—a22—y% >0, |yl <1, com densidade 6(z,y,2) = |y|

(b) Calcule / ydx + zdy + xdz sendo v a curva de interseccao das superficies 42 +922 =9ex+y+2 =1,

percorrida de modo que sua projecao no plano yz seja percorrida no sentido anti-horério.

Solucao:

z=a%—y?

a) Os pontos da curva sao dados pelas solucoes do sistema:
(a) P P ¢ {229—:1;2—y2:>x:3‘2/§(x>0)

Substituindo na primeira equacio, obtém-se z = 9/2 — y2. Assim, uma parametrizacao para a curva é
dada por y(t) = (%,t,g —t?),com —1<t<1

Assim, 7/(t) = (0,1, =2t) = |y (t) = V1 + 4¢?|
A massa do fio é dada por:
1 2
M = / \t\\/1—|—4t2dt:2/ t\/1 + 412 dt
-1 0
1 1
= / 8t\/ 1+ 4t2 dt

4 Jo

1 31
= —(1+47)>

6(+ )0

1

P +922=9= (y/3)2+22=1

(b) Os pontos da curva sao dados pelas solu¢oes do sistema: { Thytr=lomatytze=l

A curva pode ser parametrizada por: y(t) = (1 — 3cost — sent,3cost, sent), com 0 <t <27

A integral pode ser calculada por:



2T
/ 3cost(3 sent —cost) + sent(—3 sent)+ (1 —3cost — sent)costdt
0

27
/ —3cos?t — 3 sen’t — 3cos® tdt
0

27
—/ 3+ 3cos’t
0

—6m — 37 = —97



Questao 2:

Sejam F_’i, ﬁg, P_’é os campos vetoriais definidos como
Fy = (cosye® Y, —x sen ye® “SY) ‘ F> = (y,0) ‘ F3s=F) + F,

(a) Decida, justificando, se cada um dos campos F}, F’g, F"g é conservativo ou nao.
(b) Calcule [ Fj d7 sendo 7 o arco da circunferéncia de raio 1, que liga (2,0) a (0,0) com y > 0
(a) Inicialmente calcula-se o rotacional de cada um dos campos.

. P\ -
wh - (2222

TCosy _

-

= (— senye x senycosye® Y + senye” Y + x senycosye” V) k

- 0Ok

rotFy = (0—1)k
_ 7
rotﬁg, = rotﬁl—l—rotf’g
_ _F

Nota-se que o o campo F; é de classe C! e seu dominio é R?, que é simplesmente conexo. Como
rotF1 = 0, conclui-se que F} é conservativo.

Como rotFy # 0 e rotF3 # 0, conclui-se que F5 e F3 nao sdo conservativos.

(b) Seja 1 o segmento que une (2,0) e (0,0) e D a regido tal que 0D =~y Uy,

Como D e F3 satisfazem as condigoes do Teorema de Green:

/ﬁgdwr/ ﬁédﬁ://rou%l%’dxdy
vy Y1

Como rotF3 = —1, a integral sobre o dominio é igual & area da regiao D, que, por sua vez, € igual &
metade da drea da circunferéncia de raio 1. Portanto:

//rotf@ﬁdm dy = —g

Nota-se que v1(t) = (¢,0) com 0 <t <2 e ~(t) = (1,0).

Calculando a integral: sobre v;:



Assim:
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Questao 3:

—(y —3)dx + (z +4)dy
Calcule /7 Tt 2+ (y = 3)2

sendo 7 o arco da curva y = —z% — 8z — 7 que liga (—1,0) a (—7,0)
Solucao:

'l —(y—3)dx+(x+4)d
Sendo F' = %DJFZB)QH;%)% Y

rotF — (“9_5”3);2

,calcula-se o rotacional:

or Oy
_ (1.((93 +4?2+w-3?)-(@+492.@uy—-3) L{(z+4*+w—-3%—(y—3)2xz+ 4)) 7
((z+4)* + (y - 3)*) ((z+4)* + (y — 3)*)
= 0Ok

O domfnio de F ¢ R — (—4, 3).

Sejam as curvas aq(t) = (¢,0) com —7 <t < —1 e as(t) = (=4 +r sent,3 + rcost), 0 < t < 27, com
r suficientemente pequeno para que as esteja no interior de v U 1. Seja R a regiao fechada cujo bordo é
composto das curvas v, aj e ag, orientadas deixando R a esquerda, conforme a figura:

O Teorema de Green Fornece:

/ﬁdFJr/ ﬁd?—i—/ ﬁd?-// rotFkdA
o aq a2 R
/ﬁdf:—/ ﬁdf—/ Fdr
¥ a1 D)

Calculando cada integral separadamente:
-1
- 3 t).0
/ Fdi = / L;F) dt
o 7 (t+4)2+9
= 3 ——dt
/_ 7 (t+4)2+9

11

Como rotF = 6, vem que:



Chamando v =t 44 = du = dt com —3 < u < 3. A integral passa a ser:
_ 31
ai 73U +9
13 1
= 3/ Tz o
-3 ()" +1

u\ |3
= arctan (3)|
arctan 3 3

/27r —rcost.rcost +r sent.(—r sent) gt
0

2
- 2/ 1dt
0

a2

Assim:
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