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Turma A
12 Questao: (4,0 pontos)

a) Calcule a massa da superficie S onde S = {(z,y,2) e R* | 2> +y* =1, 1 < 2 < 4}, com
densidade pontual de massa 0 (z,y,z) = z (1 + 52’2)73/2.

b) Calcule /«/ ds, onde v ¢é a parte da intersecao do plano y = x com a superfiie z =
r? 4+ y%, 2 <8, de ponto inicial (0,0,0) e final (2,2,8).

Solucgao:

a) Primeiramente encontremos uma parametrizagdo para a superficie S. Notemos que S é
parte de um cilindro com eixo em z entre os planos z = 1 e z = 4. Tomando como
coordenadas de parametrizacao u e v, temos que uma possivel parametrizacao para essa
superficie é

o (u,v) = (senu, cosu,v)
0<u<2r
1<v<4

A massa da superficie é dada por

2w 4
M = / / d (u,v) ||oy A oy||dvdu
o J1

onde o, e 0,520 os vetores das derivadas parciais de o em relacao a u e v, respectivamente.
Logo
ou = (cosu, —senu, 0)

o, =(0,0,1)

Ho-u A UUH = ” (_Sen u, —COSU,O) H =1

o pd 4
M = / / v (1 + 51}2)73/2 dvdu = 27r/ v (1 + 57}2)73/2 dv
o J1 1

Fazemos a mudanca de variavel a = 1 4 5v?

(D) -5
V6

b) Primeiramente encontremos uma parametrizacao para a curva

or % o324y — ﬁofl/z

~ 10 J, 10

z=x+y* (1)
Tiqy== (2)
2 <8 (3)



Substituindo (2) em (1), temos z = 222 e tomando ¢ como coordenada de parametrizagao

()= (t,t,2?) , 0<t <2

Logo, a integral fica

[ VE I @
IV (&) || =11 (1,1,48) || = V2 + 16¢2

Como t é sempre positivo neste caso, a integral fica

2
/ V2 + 1682t
0
Fazemos a mudanA§a de variavel u = 2 4 16¢>
1 66 . 1 \/E
— /th:—<66 66 — 2 2):—(33 33—1)
32/, " 75 (06V66 —2v2) = 57 (33V33



— —
2¢ Questao: (3,0 pontos) Calcule / F - dr, onde

o

zZ

— — x
F(2,y) = | L5 + 2% + sen (2%); o + 27 + 1 In(y® + 4)
I 242

e v é a circunferéncia unitaria 22 + y? = 1 orientada no sentido anti-horario.

Solucao:
Separemos o campo vetorial proposto em

— B - T
Fl(l’,y)— <w2_|_y a$2+%>

Fy (3,y) = (a%y + sen(s”); 2 + 4" In(y? + 4))

Uma vez que 1_7) dT = / (E) + F;) A7 = /E) d7T + /]?2) . d?, calculemos cada
v v v v

integral separadamente. Para o calculo das integrais, utilizemos o Teorema de Green.

Nota-se que ]?1) est4 definido em todo R? com excegao do ponto (0,0). Nota-se também que
aregiao R C R? cuja fronteira ¢ a curva -y contém o ponto (0, 0) ,impossibilitando a aplicagao do
Teorema de Green diretamente. Entretanto se criarmos uma curva auxiliar a(u) que contenha
em seu interior o ponto (0,0) e que obedeA§a as condicoes do Teorema de Green, entdo v U

nos fornece uma regiao K em que o teorema ¢é valido. Seja
a(u) =a(2senu,3cosu) 0 <u <27

com q suficiente pequeno para que « nao intercepte v. Logo

/F1 dr+/F1 dr—// 8@ 8Pd:r;dy

onde P e () representam o primeiro e segundo compontente de Fl, respectivamente.

o integrando do membro a direita da equacao, chegamos em

1132 2 JIQ
09 LGty —%
Gy
22 2 22
x2 2
o (i)
Portanto, 8_@ — &—P =
or Oy
- — 2
Fy-dr = / (—3cosu,2senu) - (2cosu, —3senu) du = —127
o 0
Logo

- — - —
Fl'dT':—/Fl'dT:12’/T
¥ e

Calculando

ﬁ
Como o dominio de F, é todo o R? e a regido R C R?, podemos aplicar o Teorema de Green

diretamente.



dr—//@—a—]gdd

onde P e () representam 0~primeiro e segundo compontente de Fg, respectivamente. Calculando
o integrando do membro A direita da equacao, chegamos em

EQ 01 2 2 2
_— — = — =2

A regiao R ¢é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem. Descrevendo-a em coordenadas
polares

r=pcost 0<p<1
y=psenf 0<60<27

. s 1 2m 1 1
Fg-dr:/ / 2p300820dpd0:2</ COSQQdH) (/ p dp> =21— =
o Jo 0 0 4

oy



3% Questao: (3,0 pontos) Seja o campo

—

F (x,y,2) = (ayzsen (zy) +sen (yz); brzsen (zy) + xzcos (yz); cxy cos (yz) + cos (zy))
. . — —
a) Determine as constantes reais a, b e ¢ de modo que rot F' = 0.

- —
b) Para as constantes determinadas no item (a), calcule / F - dr onde
2l

v = {($,y,z) cR} |22+ + =1, y=2,2>0, 220}
orientada de modo que o ponto inicial seja (0,0,1).

Solucgao:

H
a) Sendo F' um campo vetorial cujo dominio é R3, que é um conjunto simplesmente conexo,

— —
temos que ao impor rot F' = 6), F' sera conservativo e portanto tera uma funcao potencial
¢ (z,y, z)definida por
H
Vé=TF =(P,Q,R)

Portanto
= /de = —azcos (zy) + xsen (yz) + f (y, 2)
?)_j = axzsen (xy) + xzcos (yz) + g—gjj = @ = bxzsen (vy) + xzcos (yz) + %
Logo, a =be f(y,z) = f(z). Prosseguindo
9¢

0
— = —acos (zy) + zy cos (yz) + of _ R = cos (zy) + cxy cos (yz)
0z 0z
Logo,c=1,a=b=—1e f = cte.
¢ (x,y,2) = zcos (zy) + zsen (yz) + cte

OBS: Os valores de a, b e ¢ podem também ser obtidos diretamente do calculo do rotacional
do campo.

ﬁ
b) Como F & um campo conservativo, a integral de linha é independente do caminho e
depende somente do ponto inicial e final.

[F@= [vod=["as-s600)-06w)

A curva v é dada por

z=2+y*+ 22 (1)
Jy== (2)
T Ye>o0 (3)
z2>0 (4)



Substituindo (2) em (1), temos 2z% + 22 = 1, que podemos parametrizar de acordo com
a orientacao de que o ponto inicial é (0,0,1) por

sent

V2

r=1y= z = cost

Aplicando as condicoes (3) e (4), temos que
sent >0 cost >0

Logo 0 <t < 7. Portanto 7 ¢ definida como

t) (sent sent t) 0<t<
= ——,——=,cost], 0<t<
K V2 V2

e o ponto final é (\%, \/Li’ O). Logo

ro| 3
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Turma B
12 Questao: (4,0 pontos)

a) Calcule a massa da superficie S onde S = {(z,y,2) e R® |22 +¢y*=1,1 < z <9}, com
densidade pontual de massa d (z,y,2) = z (1 + 52’2)73/2.

b) Calcule /\/ ds, onde v ¢ a parte da intersecao do plano y = = com a superficie
2z =a? 4+ y?, 2 < 2, de ponto inicial (0,0,0) e final (1,1,2).
Solucgao:

a) Primeiramente encontremos uma parametrizagdo para a superficieS. Notemos que S é
parte de um cilindro com eixo em z entre os planos z = 1 e z = 9. Tomando como
coordenadas de parametrizacao u e v, temos que uma possivel parametrizacao para essa
superficie é

o (u,v) = (senu, cosu,v)

0<u<2r
1<v<9

A massa da superficie é dada por

2w 9
M = / / d (u,v) ||ow A oy|dvdu
o J1

onde o, e 0,520 os vetores das derivadas parciais de o em relacao a u e v, respectivamente.
Logo
ou = (cosu, —senu, 0)

o, =(0,0,1)

low Aoyl = || (—senu, — cosu,0) || =1

27 9
M= // 1+ 50%) /dedu:27r/v(1+5v2)_3/2dv
1

Fazemos a mudanca de variavel o = 1 + 502

406 47r<1 1)_%(1 1)
6 V6 V406 5 6 406

b) Primeiramente encontremos uma parametrizacao para a curva

4
10 J, 10

z=2+y* (1)
Ti{y=¢z (2)
z2<2 (3)



Substituindo (2) em (1), temos z = 222 e tomando ¢ como coordenada de parametrizagao
v(t) = (t,4,2%) 0<t<1

Logo, a integral fica

/0 VEIY (¢) | dt

17 @)1 =1 (1,1,4¢) || = V2 + 16t2

Como t é sempre positivo neste caso, a integral fica

1
/ tv2 4 16t%dt

0

Fazemos a mudanca de variavel u = 2 + 16¢2

1 ["® 1 13v2
= /2 :—(4 —9 2):—
32/2 = o 54v/2 — 2v/2 5



- —
2¢ Questao: (3,0 pontos) Calcule f7 F' -dr, onde

z —_—

- — x
F(z,y) = ( 2 yy2 +a?y + sen(z’); —— + 2’ +y° In(y”* + 4))
9 16 9 T 16

e v é a circunferA®ncia unitaria 22 + y? = 1 orientada no sentido anti-horéario.

Solucao:
Separemos o campo vetorial proposto em

— —Y X
Fl(x7y>:(z2 y2;12 y2>
9t% 9T

F (,y) = (2% + sen(2); 2° + y° In(y? + 4))

Uma vez que f7 ]_5 dT = f7 (1*:1) + F;) AT = f7 ]F{ A7+ f7 ]*:; . d?, calculemos cada
integral separadamente. Para o calculo das integrais, utilizemos o Teorema de Green.

Nota-se que ]?1) est4 definido em todo R? com excegao do ponto (0,0). Nota-se também que
a regiao R C R? cuja fronteira é a curva + contém o ponto (0, 0), impossibilitando a aplicagao do
Teorema de Green diretamente. Entretanto se criarmos uma curva auxiliar « (u) que contenha
em seu interior o ponto (0,0) e que obedeca as condi¢oes do Teorema de Green, entdao v U «
nos fornece uma regiao K em que o teorema é valido. Seja

a(u) =a(3senu,4cosu) 0 <u <27

com q suficiente pequeno para que « nao intercepte v. Logo

/F1 dr —|—/F1 dr—//a—Q—a—dedy

onde P e () representam o primeiro e segundo componente de Fl, respectivamente. Calculando
o integrando do membro a direita da equacao, chegamos em

_ =\
a0 22 2
Oz (5 + 15)?
oP  —1(Z 48y ¥
N
0 opP
Portanto, % — 8_3/ =
Y 2m
Fy-dr = / (—4 cosu,3senu) - (3cosu, —4sen u) du = —247
@ 0
Logo

- — - —
Fl-dr:—/Fl-dr:247r
o' «a

H
Como o dominio de F, é todo o R? e a regido R C R?, podemos aplicar o Teorema de Green

diretamente. 5 op
dr—//—Q——yda:dy

9



H

onde P e () representam o primeiro e segundo compontente de Fj, respectivamente. Calculando
o integrando do membro A direita da equacao, chegamos em

0 oP

—Q——:3x2—x2:2x2

or Oy
A regiao R ¢é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem. Descrevendo-a em coordenadas
polares

x=pcos 0<p<l1
y=psenf 0<60<27

2m 1 2 1 ) 1
/]F;-d?:/ /2p3cos29dpd9:2(/ C0529d9) (/ p‘solp):%r—:Z
v o Jo 0 0 4 2
4
/?-d?:%wf:ﬂ
. 2 2

10



3% Questao: (3,0 pontos) Seja o campo
F (x,y,2) = (cyzsen (zy) +sen (yz); brzsen (zy) + xzcos (yz); axy cos (yz) + cos (zy))

- =
a) Determine as constantes reais a, b e ¢ de modo que rot F' = 0.

H
b) Para as constantes determinadas no item (a), calcule fv F - dr onde
v = {(x,y,z) €R3|:z:2—|—y2—|—22:1,y::c,:c20,220}
orientada de modo que o ponto inicial seja (0,0,1).

Solucgao:

-

a) Sendo F' um campo vetorial cujo dominio é um conjunto simplesmente conexo, temos que
. — — = 3 . . X :

ao impor rot ' = 0, F sera conservativo e portanto terd uma func¢ao potencial ¢ (z, vy, 2)

definida por .
Vo=F =(P,Q,R)

Portanto
o= /Pdw = —czcos (zy) + zsen (yz) + f (y, z)
dp of of
o azzsen (xy) + xzcos (yz) + oy Q) = bxzsen (zy) + xzcos (yz) + By

Logo, c=be f(y,z) = f(z). Prosseguindo

% = —ccos (xy) + zy cos (yz) + % = R = cos (zy) + axy cos (yz)

Logo,a=1,c=b=—1e f = cte.

¢ (z,y,z) = zcos (vy) + xsen (yz) + cte

OBS: Os valores de a, b e ¢ podem também ser obtidos diretamente do calculo do rotacional
do campo.

é
b) Como F & um campo conservativo, a integral de linha é independente do caminho e
depende somente do ponto inicial e final.

[F@= [vo-@= [ ao= o600 -0 @)

A curva ~ é dada por

z=2+y*+ 22 (1)
Jy== (2)
T Yo (3)
z2>0 (4)

11



Substituindo (2) em (1), temos 2z% + 22 = 1, que podemos parametrizar de acordo com
a orientacao de que o ponto inicial é (0,0,1) por

sent

T =Y =
T

z = cost
Aplicando as condigoes (3) e (4), temos que

sent >0

cost >0

Logo 0 <¢ < 7. Portanto v ¢ definida como

t) (Sent sent t) 0<t< T
= | ——=,——,cos <t < =
K V2 V2 2

e o ponto final é (\%, \%, 0). Logo

12



