MAT 2455 — Célculo Diferencial e Integral para Engenharia 111
Prova 2 — 14/05/2013 — Turma A

Questao 1.

a) (1,0 ponto) Um fio tem o formato da curva {(z,y) € R? : (z —2)2 +4? =4,y > 0}. Se
sua densidade de massa é dada por §(z,y) = 22 + 32, determine a massa total do fio.

—yd -1)d
b) (2,5 pontos) Calcule/ y(xx_+1§:§+yg Y

orientada de (0,3) a (0, —3).

,onde v é a curva dada por 22 +y%2 =9, z > 0,

Solucao
(a) Primeiramente encontremos uma parametrizacdo para a curva
{(z,y) eR?: (z—2)° +4y° =4,y >0}

Note que esta curva é uma semi-circunferéncia, uma vez que sua equacao pode ser posta

na forma:
z—2\2 Y\ 2
A R
(2) + (%)

Dessa forma, uma possivel parametrizacao para esta curva é dada por: v(t) = (2cost +
2, 2sent) para t € [0, 7.

A massa do fio pode ser dada por:

m = /0 " Sy Iy (1)t

Note que d(v(t)) = 8 + 8cost e que |7 ()| = \/(—2sent)? + (2cost)? = 2, logo:

m= / (8 + 8cost)(2)dt = 16w + {16sen t} = 167
0 0

(b) Considere o campo:

_ - z—1
o = (ot ooty = (Pl Qay)

Note que o dominio de F pode ser escrito como D = {(z,y) € R? : (z,y) # (1,0)}.
Calculando o rotacional de F,

rot = [GQ 8P} P [(x—1)2+y2—2(x—1)2—1—(x—1)2—|—y2—2y2] T_
[(z —1)2+ ¢

0

oxr Oy

Nota-se que o mesmo também estd definido para todo (x,y) € D. Considere agora, a
seguinte parametrizacio para a curva vy dada por 22 + 42 = 9, > 0, orientada de (0,3) a
(0, —3):

v(t) = (3 cost, —3sent) para t € [—g, —&-g}



Definam-se agora as curvas:

a(u) = (0,u) para u € [—3, +3]

Bp(v) = (14 pcosv, psenv) para v € [—7, +7] e p constante

Note que a a unido das curvas a e v ¢ fronteira de um compacto Ky do R2. Sendo (1,0)
um ponto interior a Ky, pode-se tomar p > 0 suficientemente pequeno para que a imagem
da curva §8 esteja contida no interior de Ky. Assim sendo, o compacto K = Ko N {(z,y) €
R?: (z —1)2 + 42 > p?}, € um dominio simplesmente conexo para o campo F e para seu
rotacional, cuja fronteira é dada por o U 8, U~y (uma curva fechada, simples e lisa por
partes). Entao, pode-se aplicar o teorema de Green para o campo F em K. Notando no
entanto que todas as curvas «, 3, e -y estao orientadas de forma contraria a enuncidada no
teorema, tem-se:

/ﬁ-dFJr ﬁ~dF+/ﬁ~dF-—// rot F-kdzdy =0
« Bo 0% K

Como o/ (u) = (0,1), tem-se:

- +3 —U -1

+3 1 +3 1 +3
— / ——du = —2/ du = —2| arctanu = —2arctan 3
_3 1+ U2 0 1+ U2 0

Como f,(v) = (—psenv, pcosv), tem-se:

. +T s/ t 5t +m
/ F-dF:/ < pssn , pcc;s >'(—psenv,pcosv)dv:/ 1dv =27
, - p p -

Finalmente,

/ﬁ-df’:—/ﬁ-df—/ F - dF = 2 (arctan 3 — )
v a B

Questao 2.

a) (2,0 pontos) Calcule a integral de linha /

(17zy + 3z*)dx + [(27 +5y%)/3 + 29:2} dy, onde
C

2
C & o arco de elipse % +9? =1 com y > 0, orientada de (—2,0) a (2,0).

. 5 273 5
b) (1,5 ponto) Seja F(z,y) = (:ry2 — a:4y) 1+ (:UQy - % + 2z + xy2> j. Mostre que nao
existe curva fechada, simples, lisa por partes 7 : [a,b] — R? tal que [ F - d7 = 0.

~

Solucao
(a) Defina-se o campo:

F(a,y) = (1Txy + 32")i + (27 + 5y°)° + 22%| j = P(,9)i + Q(x,y)]



(b)

Note que F esté definido para todo (z,y) € R? e que:

rot F(z,y) = [8822881;} k=[4x —17z]k = —13zk

Tomemos a seguinte parametrizacao para a curva C, que preserva o sentido de orientacao
definido:

C: y(t)=2costi—sentj  parat € [r,2n]

Definamos ainda uma curva B, que é um segmento de reta orientado de (2,0) a (—2,0) e
que pode ser parametrizada segundo a equacao:

-

B: B(s)=—si  paras € [-2,2]

As curva B U C é fronteira de um compacto K C R?, sendo uma curva fechada, smlples e
lisa, por partes. Além disso K é um dominio snnplesmente CONnexo para o campo FerotF
esté definido para todo (x,y) € K. Assim sendo, pode-se aplicar o teorema de Green para
obeter o valor da integral solicitada. Notando, no entanto que a orientacdo atribuida a
curva B U C pela parametrizagao feita é contraria & do enunciado do teorema, de tal forma

que, tem-se:
/ﬁ-dF+/ﬁ~dF:—// rot F - kdz dy
B c K

Primeiramente, facamos tomemos a seguinte descricao para K em coordenadas polares:
K = {(2,0008 O,psenf) €eR2: 0<p<1,0<0< 77}. Sabendo-se que o moédulo do jaco-
biano desta transformacao vale |J| = 2p, tem-se:

g 1
—// rotF-kdxdy—// 13xdxdy—/ / 52p°% cos 0 dp df
K K o Jo
371 s
=52 [p} [sin H] =0
310 0

Ainda, como f'(s) = —i, tem-se:

. +2 2 572 192
/ F-dF:/ (~3s*)ds = —6/ (sY) ds = —6 {5] _ 12
B -2 0 5 1o 5

/ﬁ'dF:—//rotﬁ~dedy—/ .
c K B 5]

Considere o campo:

Finalmente,

el
a
Sy
Il

=3 - 223 - - -
Feup) = (o = a'y) T+ (a2 - 25 4 20 4.0 ) T = P+ Q)]

Note que F esté definido para todo (z,y) € R? assim como seu rotacional que ¢ dado por:

rot F(z,y) = [gg—g];]k— [20y — 227 + 24+ ¢y — 22y + 2t k

rot F(z,y) = [(z* = 1) +y* + 1] k



Seja v uma curva fechada, simples, lisa por partes em R%. Sem perda de generalidade,
suponhamos que ~ esteja orientada no sentido anti-horario (uma vez que, caso a orientagao
seja feita no sentido horario, o valor da integral serd o oposto do valor obtido com orientacao
anti-horaria). Sendo v uma curva fechada simples e lisa por partes no R?, pode-se afirmar
que a mesma ¢ fronteira de um compacto K C R?, que é um dominio simplesmente conexo
para o campo ﬁ, com rot F definido para todo (x,y) € K. Assim sendo, a aplicagdo do
teorema de Green resulta em:

/ﬁ-df’z// rotﬁ'dedy:// [(:U2—1)2+y2+1] dx dy
0 K K

Utilizando uma propriedade da integral, como (22 —1)2 +42+1 > 1 para todo (x,y) € R?,

entao:
// [(m2—1)2+y2+1] dxdyZ// 1dzdy >0
K K

O fato de a ultima integral ser estritamente positiva se deve ao fato de corresponder & area
de K, onde K é um compacto do R?. Assim sendo:

/ﬁ-df:// [(® = 1)+ 4 +1] dzdy >0
0 K

Isto demonstra que ndo existe curva fechada, simples, lisa por partes 7 : [a,b] — R? tal

que/ﬁ-dF:O.
¥

Questao 3.
a) (2,0 pontos) Verifique que o campo vetorial em R?

—

F(z,y,2z) = <2xc0sy +yz, Tz — z?

2 2y )
seny + —senz, ry + — CoS 2
us us

é conservativo e determine um potencial para F.

b) (1,0 ponto) Calcule a integral de linha

2 2
/ (2zcosy + yz)dz + <:r:z — z2seny + — senz> dy + <J:y + i cosz> dz
. T T

r = 2¢" "Larctant
onde v é a curva y:%t ,0<t< 1.
2=1-—t4

Solucao

(a) Seja o campo vetorial em R?

—

2 2
F(x,y,z) = <2xcosy+yz, rz — x’seny + —sen z, xy + ald cosz> = (P,Q,R)
T T



(b)

Note que F' esta definida para todo (z,y, z) € R3, de tal forma que, se existir uma funcio
¢ : R? = R tal que:

0 0 0
Pleys) = G @n) Qo) = 5 @as)  Rlog) = 5.

diz-se, por definicao, que o campo F é conservativo e ¢ ¢é diata funcdo potencial de F.
Assim, procuremos uma funcao potencial para F'. Primeiramente, fica claro que:

o(z,y, 2) Z/Pdw+f1(yvz) = 2% cosy + zyz + f1(y, 2)
2

o(z,y,2) = /Qdm+f2(a:,z) = zyz + 22 cosy + fysenz—i—fz(a:,z)
T

o(w.9.2) = [ R+ fawg) = yz + Psenz + fula,y)

Inspecionando-se as expressoes anteriores, nota-se que, por exemplo, a adocao de

fily, 2) = %Y en »
T

fa(z,2) =0

fa(z,y) = 22 cosy

leva a seguinte expressao para ¢:
2
d(x,y,z) = vyz + 2 cosy + fysen z
T

Esta funcéo obtida é um potencial de F.

Sendo F o campo definido no item (a), note que a integral solicitada corresponde exata-

mente a / F-d7. Como F' é um campo conservativo e a func¢do ¢ obtida no item (a) é um
2l

potencial para ﬁ, pode-se afirmar que:

t=1

/713 A7 = [qb(y(t))]to

Para a curva dada:

7(0) = (0,0, 1)
T om
Notando que:
¢(0,0,1)=0
T
¢ (2’ 2’ 0) =0
Finalmente,
. t=1
/F A = [¢(7(t))] =0
o1 t=0



MAT 2455 — Célculo Diferencial e Integral para Engenharia 111
Prova 2 — 14/05/2013 — Turma B

Questao 1.

a) (1,0 ponto) Um fio tem o formato da curva {(z,y) € R?: (z —3)2+4?> =9,y > 0}. Se
sua densidade de massa é dada por §(z,y) = 22 + 32, determine a massa total do fio.

—yd -1)d
b) (2,5 pontos) Calcule/ y(xx_+1§:§+yg Y

orientada de (0,2) a (0, —2).

,onde 7 é a curva dada por 2 +y%2 =4, z > 0,

Solucao
(a) Primeiramente encontremos uma parametrizacdo para a curva
{(z,y) eR*: (x=3)° +¢* =9,y >0}

Note que esta curva é uma semi-circunferéncia, uma vez que sua equacao pode ser posta

na forma:
(57 -6

Dessa forma, uma possivel parametrizacao para esta curva é dada por y(t) = (3cost +
3, 3sent) para t € [0, 7.

A massa do fio pode ser dada por

m = /0 " Sy Il (1)t

Note que d(y(t)) = 18 + 18cost, e que ||7/(t)|| = /(—3sent)? + (3cost)? = 3, logo:

™

m = / (18 + 18 cost)(3)dt = bdm + [54sen t] = bdrm
0 0

(b) Considere o campo:

_ - z—1
o = (ot ooty = (Pl Qay)

Note que o dominio de F pode ser escrito como D = {(z,y) € R? : (z,y) # (1,0)}.
Calculando o rotacional de F,

rot = [GQ 8P} P [(x—1)2+y2—2(x—1)2—1—(x—1)2—|—y2—2y2] T_
[(z —1)2+ ¢

0

oxr Oy

Nota-se que o mesmo também estd definido para todo (x,y) € D. Considere agora, a
seguinte parametrizacio para a curva vy dada por x2 + 32 = 4, z > 0, orientada de (0,2) a
(0, —2):

v(t) = (2cost, —2sent) para t € [—g, —&-g}



Definam-se agora as curvas:

a(u) = (0,u) para u € [—2, +2]

Bp(v) = (14 pcosv, psenv) para v € [—7, +7] e p constante

Note que a a unido das curvas a e v ¢ fronteira de um compacto Ky do R2. Sendo (1,0)
um ponto interior a Ky, pode-se tomar p > 0 suficientemente pequeno para que a imagem
da curva §8 esteja contida no interior de Ky. Assim sendo, o compacto K = Ko N {(z,y) €
R?: (z —1)2 + 42 > p?}, € um dominio simplesmente conexo para o campo F e para seu
rotacional, cuja fronteira é dada por o U 8, U~y (uma curva fechada, simples e lisa por
partes). Entao, pode-se aplicar o teorema de Green para o campo F em K. Notando no
entanto que todas as curvas «, 3, e -y estao orientadas de forma contraria a enuncidada no
teorema, tem-se:

/ﬁ-dFJr ﬁ~dF+/ﬁ~dF-—// rot F-kdzdy =0
« Bo 0% K

Como o/ (u) = (0,1), tem-se:

- +2 —U -1

+2 1 +2 1 +2
— / ——du = —2/ du = —2| arctanu = —2arctan 2

Como f,(v) = (—psenv, pcosv), tem-se:

= —+m . t t +
/ F~dF:/ < ps;n ; pCC;S >'(_pSenv,pcosv)dv:/ 1dv =27
X . p p x

Finalmente,

/ﬁ-df’:—/ﬁ-df—/ F - d7 = 2 (arctan 2 — )
o o B

Questao 2.

a) (2,0 pontos) Calcule a integral de linha /

(15zy + 323)dx + [(27 +6yM)/3 + 39:2] dy, onde
C

2
C & o arco de elipse % +9? =1 com y > 0, orientada de (—2,0) a (2,0).

1,4

b) (1,5 ponto) Seja F(z,y) = (my2 - xGy) i+ <x2y - + 2z + xy2> j. Mostre que nao

existe curva fechada, simples, lisa por partes v : [a,b] — R? tal que /ﬁ -dr=0.
2l

Solucao

(a) Defina-se o campo:

—

F(z,y) = (15zy + 32%)i + | (27 + 6y*)'/* + 32%| j = P(z,y)i + Q(z,y)]



(b)

Note que F esté definido para todo (z,y) € R? e que:

rot F(z,y) = [aaig—aag] k= [62 — 152]k = 9z k

Tomemos a seguinte parametrizagao para a curva C, que preserva o sentido de orientacio
definido:

C: ~y(t)=2costi—sent]  parat € [r,27]

Definamos ainda uma curva B, que é um segmento de reta orientado de (2,0) a (—2,0) e
que pode ser parametrizada segundo a equagao:

B: fB(s)=—si parase|[-22]

As curva B U C é fronteira de um compacto K C R?, sendo uma curva fechada, smlples e
lisa por partes. Além disso K é um dominio snnplesmente CONexo para 0 campo FerotF
esté definido para todo (x,y) € K. Assim sendo, pode-se aplicar o teorema de Green para
obeter o valor da integral solicitada. Notando, no entanto que a orientacao atribuida &
curva BU C' pela parametrizacao feita é contraria & do enunciado do teorema, de tal forma

que, tem-se:
/ﬁ~df"—|—/ﬁ-df'——// rotﬁ-Edmdy
B c K

Primeiramente, facamos tomemos a seguinte descricao para K em coordenadas polares:
K = {(2pcos O,psenf) €cR2: 0<p<1,0<60< 7T}. Sabendo-se que o modulo do jaco-
biano desta transformacao vale |J| = 2p, tem-se:

T 1
—// rotﬁ‘kdxdy:// 9xdxdy:/ / 36p% cos 0 dpd
K K o Jo
371 s
:36[”] [sin&] =0
3 1o 0

Ainda, como f'(s) = —i, tem-se:

Finalmente,

/ﬁ‘dF:—// rotﬁ-dedy—/ﬁ-df’zO.
c K B

Considere o campo:

4
F(z,y) = (vy* — 2%) i + (x y—7+2x+xy )J P(z,y)i+ Q(z,y)j

Note que F esta definido para todo (z,y) € R? assim como seu rotacional que ¢ dado por:

rotﬁ(w,y):[gg—g];]k—[%y—% 2447 — 20y + 2%k

rot F(z,y) = [(2° = 1) +y* + 1] k



Seja v uma curva fechada, simples, lisa por partes em R%. Sem perda de generalidade,
suponhamos que ~ esteja orientada no sentido anti-horario (uma vez que, caso a orientagao
seja feita no sentido horario, o valor da integral serd o oposto do valor obtido com orientacao
anti-horaria). Sendo v uma curva fechada simples e lisa por partes no R?, pode-se afirmar
que a mesma ¢ fronteira de um compacto K C R?, que é um dominio simplesmente conexo
para o campo ﬁ, com rot F definido para todo (x,y) € K. Assim sendo, a aplicagdo do
teorema de Green resulta em:

/ﬁ-df’z// rotﬁ'dedy:// [(x3—1)2+y2+1] dx dy
0 K K

Utilizando uma propriedade da integral, como (23 —1)2 +4%+1 > 1 para todo (x,y) € R?,

entao:
// [(m3—1)2+y2+1] dxdyZ// 1dzdy >0
K K

O fato de a ultima integral ser estritamente positiva se deve ao fato de corresponder & area
de K, onde K é um compacto do R?. Assim sendo:

/ﬁ-df:// [(@® = 1)+ ¢+ 1] dzdy >0
0 K

Isto demonstra que ndo existe curva fechada, simples, lisa por partes 7 : [a,b] — R? tal

que/ﬁ-dF:O.
¥

Questao 3.
a) (2,0 pontos) Verifique que o campo vetorial em R?

—

2
F(z,y,2z) = <2x cosz +yz, rz + 2% cos y, xy —
T

2
sen z + — sen y)
s

é conservativo e determine um potencial para F.

b) (1,0 ponto) Calcule a integral de linha

2 2
/ (2z cosz + yz)dz + (:EZ + 2% cos y> dy + (my — z%senz + = sen y) dz
. T T

r = 2¢" "Larctant
onde v é a curva y:%t ,0<t< 1.
2=1-—t4

Solucao

(a) Seja o campo vetorial em R?

—

2 2
F(x,y,z2) = <2xcosz +yz, xz+ -~ cosy, xy — x’sen z + seny) = (P,Q,R)
T T



(b)

Note que F' esta definida para todo (z,y, z) € R3, de tal forma que, se existir uma funcio
¢ : R? = R tal que:

0 0 0
Pays) = goens) Qs =G @) Rep) = glon?)

diz-se, por definicdo, que o campo F' é conservativo e ¢ é diata funcdo potencial de F.
Assim, procuremos uma fung¢io potencial para F'. Primeiramente, fica claro que:

o(o.9.2) = [ Pdot fuly.2) = o cosz+ oy + il 2)
6(w.9.2) = [ Qo+ fa(o,) =z +  seny + fola,2)
6(w,9.2) = [ R+ fuoy) =gz + 2% cosz + = seny + fula,y)

Inspecionando-se as expressoes anteriores, nota-se que, por exemplo, a adocao de

leva a seguinte expressao para ¢:
2 2z
d(z,y,2) = xyz + x°cosz + —seny
7

Esta funcéo obtida é um potencial de F.

Sendo F o campo definido no item (a), note que a integral solicitada corresponde exata-

mente a / F-d7. Como F & um campo conservativo e a fungao ¢ obtida no item (a) é um
gl

potencial para F , pode-se afirmar que:

Para a curva dada:

Notando que:

»(0,0,1)=0
s 7T2
(33973
Finalmente,
t=1 2
/ﬁ d = [gb('y(t))] oy
Y t=0

10



