Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
Prova 2 - 1° semestre de 2012

Turma A
Questao 1:

(a) (1,5 ponto) Calcule a massa do arame com formato 7, onde v é a curva obtida pela
intersecao das superficies

(r—1)24+2y+1)2+2°=2¢cz=0-1
com densidade §(z,y,2) = /1 + (y + 1)%
T

(b) (2,0 pontos) Seja F(z,y) = <3x2 +24/1+ Wi

campo F' e mostre que F' é conservativo. Calcule

+ y3). Determine o dominio do

/ﬁ~d77 sendo y(t) = (V42 +1)2+9,3° 1), t € [-1,1] .

il

Solugao:

(a) Sabemos que que a massa do arame pode ser calculada pela integral de linha da funcao

ty
densidade em 7, ou seja, /5(90,3/, z)ds = / (@) - 1Y ()] dt .

vy to

1]

Figura 1: Curva v



Assim, parametrizando v :

{ (x =12 +2(y+1)?+22=2 :>{ (x =172 +2(y+ 12+ (x—-1)2=2

o , =1+ cost
{ix_xl)_i(wl) =l o)y —sint—1 teo,2q]
= z = cost

() = (1 + cost,sint — 1,cost),t € [0, 27]

~(t) = (—sint, cost, —sint) = || (¢)]| = V/2sin>t + cos?t = /1 +sin¢

27 2
.-./5(x,y,z)ds:/ \/1+sin2t-\/1+sin2tdt:/ (1 +sin®t) dt
v 0 0

2m 27r1_ 2) in(2 o
:/ dt+/ Mdt:%r—F(E—Sln( t)> =37
0 0 2 2 4 0

(b) O campo vetorial F(z,y) é definido para todo o R? excluindo os pontos onde o denomi-
nador zera e os pontos em que o termo dentro da raiz é menor que zero. Assim:

D={(z,y) eR*|y > ~1}

Se F' é conservativo temos que F' é um campo gradiente, ou seja F' = V¢, sendo ¢ sua
funcao potencial. Assim:

%z&f—l—%/l—ky
dp 3
oy 1+y+y

Integrando a primeira equacao em x:

Oz, y) = 2° + 22/1+y + c(y)

Derivando em y:

%_ x
oy ity

+c(y)

Comparando com a segunda equacao do sistema, temos que (y) = y> = c(y) = L + C,
sendo C uma constante real arbitraria, que no caso escolhemos C = 0

4

co(my) =2 + 22 1+y+yz



Como a fungao potencial é definida em todo o dominio de F', F' é conservativo em todo
seu dominio.

Como F é conservativo, / F - dF nao depende do caminho, apenas do pontos final e

N
inicial. Assim:

V() = (VHE+1)2+9,3"71) = 4(=1) = (3,1) e (1) = (5,1)

. (5.1) 1 1
~./F-df:¢>(x,y)( ):125+10\/§+Z—27—6\/_—Z:98+4\/§
3,1

~




Questao 2. (3,0 pontos) Seja

= —y—1 r—1
G(x,y) = ( , ) + (0, z
() (=122 +9(y+1)?" (z —1)24+9(y + 1)? (0,)
e v a curva x2 + y? = 25 percorrida uma vez no sentido anti-horario. Calcule / G- dr.
¥
Solucgao: . _ .
Podemos decompor G na soma de dois campos vetoriais GG; e Ga, sendo:

7 —y—1 r—1 .
G, = <(x—1)2+9(y+1)2’(I_1)2+9(y+1)2>,G2—(0,x)

Calculando os rotacionais de G e Ga:

- 0 0P\ »
Rot(G) = (G2t = ) -

(Ul =190+ 1) = o~ D2t =1)_ (Do =1+ Oy + 17 = (= - 19- 2y + 1)
(o — D2+ 5(y + D7 [(z— D2+ 9y + D

Rot(Gy) = <% - %—1;2)/% —(1-0)k=k

A regido interna a vy contém o ponto (1,—1), o qual é uma singularidade de C?l. Entao
adicionamos a curva v, (t) = (sint + 1,2t —1),¢ € [0,27] a qual isola a singularidade e nao se
cruza com .

Figura 2: Regiao R e curvas v e 13

Como v e 7, estao no sentido induzido pelo Teorema de Green, aplicando o teorema de
Green para G1:

=1



/}igdf+}/(igdfziﬁ/}mﬂéb-édxdyzo
Y Y1 R

/GT I /GT I /%( - sint >( . sint)dt 1/27r "
dr = — dF = — , — (cost, ———)dt = = =
. ! " ! o \sin?t 4+ cos?t sin?t + cos?t 3 3 Jo

Como o dominio de (G5 nao apresenta singularidades e v é uma curva fechada, podemos
aplicar o Teorema de Green para (G, sem precisar adicionar uma curva auxiliar. Assim:

/G}-df'z// Rot((jg)-fcdxdy:// dx dy
v R R

Mudando para coordenadas polares:

. 27 5 27rp25
/byﬁz/ /p@w:/’—)w:%w
v 0 0 o 210

Como G = le + ég, temos que

2

3



Questao 3. (3,5 pontos) Calcule /(ln(l +y—x) =y de + (2* +1—In(1 +y — 2)) dy para
gl
v a curva 22 4+ 4? = 4 com y > x com ponto inicial (—v/2, —v/2) e ponto final (v/2,v/2).

Solucao:

Seja 11 (1) = (—t, 1), t € [_\/57 \/5]

Como o domfnio de F nio apresenta singularidades na regiao R definida por v U 7, e a
curva fechada v U ~; é percorrida no sentido horario, pelo Teorema de Green:

—/ﬁ-df—/ ﬁ-dfz// Rot(F) - k dz dy

0l 7 R

/ﬁ.df:—/ ﬁ-df—// Rot(F) - I dz dy (1)
Y 7 R

-2 -1 0 1

Figura 3: Regiao R e curvas v e 7

B vz vz
/F dF:/ <ln(1—t+t)+t3, t3+1—ln(1—t+t)) (—1,—1)dt —/ 1dt V2
o7 -2 -2
/ Fodi=-2/2 (2)
Y1
L 0Q AP\ - ., 1 N
Rot(F)_(a—x a_y) k_<3x+1+y_x 1+y_x+3y> k= 3% + )k

// Rot(F) k:dxdy—// 2+ y?) dz dy



Mudando para coordenadas polares

:%r 2 %Tﬂ—p‘l 2 3T
:3/ /p3dpd9:3/ —’ =" .16 = 12x
™ 0 ™ 4 0 4
4 4
// Rot(F) - kdx dy = 12
R

Substituindo (2) e (3) em (1):

/ﬁ-df:—127r+2\/§

o
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Turma B
Questao 1:

(a) (1,5 ponto) Calcule a massa do arame com formato 7, onde v é a curva obtida pela
intersecao das superficies

(x4+1)2+2y—1)2+22=2ez=a+1
com densidade §(z,y,2) = /1 + (y — 1)%
Y

NI

campo F' e mostre que F' é conservativo. Calcule

(b) (2,0 pontos) Seja F(z,y) = (1:3 + 3y% + 2v1 + .T) Determine o dominio do

/ﬁ -drF sendo y(t) = (271, /A2 +1)2 +9), t € [-1,1] .

Y

Solugao:

(a) Sabemos que que a massa do arame pode ser calculada pela integral de linha da funcao

ty
densidade em 7, ou seja, /5(90,3/, z)ds = / (@) - 1Y ()] dt .

vy to

f‘.
e s Joo
/

Figura 4: Curva vy



Assim, parametrizando v :

(+1)2+2(y—1)2+22=2 N (x4+1)2+2y—1)2+(z+1)*=2
z=x+1 z=x+1

r=-cost—1
=< y=1+sint ,te€][0,2n]

2z = cost

{(x+1)2+(y—1)2:1
z=x+1

v(t) = (cost — 1,1 + sint, cost),t € [0, 27]

~(t) = (—sint, cost, —sint) = || (¢)]| = V/2sin®t + cos?t = /1 +sin¢

2w 2m
.'./5(x,y,z)d5— \/1+Sin2t~\/1+sin2tdt—/ (1 +sin®t) dt
0% 0 0

2w 2 :
1 — cos(2t ¢ 2)\ 2r
=/ dt+/ &()dt:%r—k(——&n( )) — 31
; ; 2 27 4 Jo

(b) O campo vetorial F(x,y) é definido para todo o R? excluindo os pontos onde o denomi-
nador zera e os pontos em que o termo dentro da raiz é menor que zero. Assim:

D ={(z,y) eR*|z > —1}

Se F' é conservativo temos que F é um campo gradiente, ou seja F = V¢, sendo ¢ sua
funcao potencial. Assim:

%—af’—i— Yy

ox 1+

%:3y2+2\/1+x

Integrando a segunda equacgao em y:

d(z,y) =y + 20vV1 + 2 + c(z)

Derivando em z:

9 _ Y
or +/1+uzx

. . ~ . 4
Comparando com a primeira equacao do sistema, temos que ¢(z) = 2 = c(z) = T +C,
sendo C uma constante real arbitraria, que no caso escolhemos C = 0.

+d ()

4

e
.'.¢($,y)=y3+2y\/1+x+z



Como a fungao potencial é definida em todo o dominio de F', F' é conservativo em todo
seu dominio.

Como F é conservativo, / F - dF nao depende do caminho, apenas do pontos final e

N
inicial. Assim:

A(t) = (271, AP P+ 9) = 7(=1) = (1,3) e A1) = (1,5)

4 (1,5) 1 1
’./F~dF:¢(x,y)‘ :125+10\/§+Z—27—6f—1:98+4x/§

) (13)

10



Questao 2. (3,0 pontos) Seja

—

—y—1 r—1
e G R e e e A

e v a curva x2 + y? = 25 percorrida uma vez no sentido anti-horario. Calcule / G- dr.
v

Solucgao:
Podemos decompor G na soma de dois campos vetoriais GG; e Ga, sendo:

7 _ —y—1 r—1 T~
@ <9(5L“—1)2+(y+1)2’9(w—1)2+(y+1)2)’G2_( y,0)

Calculando os rotacionais de G e Ga:

Rot(@l) = (% — %—];1>]2; —
(1[9@ — 1?4+ (y+1)° - (@—-1)9-2(z—1) (=D 1>+ (y+1)% - (-y —1)2(y + 1)>l;
[9(z = 1)* + (y + 1)*? [9(z — 1)+ (y + 1)*]?
Rot(G) = (% - %)/% = (0— (~1)k =k

A regido interna a vy contém o ponto (1,—1), o qual é uma singularidade de C?l. Entao

adicionamos a curva 7 (t) = (22 + 1, cost — 1),¢ € [0, 27] a qual isola a singularidade e nao se

cruza com .

Figura 5: Regiao R e curvas v e 13

Como v e 7, estao no sentido induzido pelo Teorema de Green, aplicando o teorema de
Green para G1:

11

=1



/(fl-df+/ dl-dfz// Rot(G)) - kdzdy = 0
Y Y1 R

/Ci dr /(i dr /QW( —cost - )(COSt int) dt 1/27r di
dr = — dF = — , ,— : , —sin == =
y ! o ! o \sin?t 4+ cos?t’ sin?t + cos?t 0

3 3

Como o dominio de G5 nao apresenta singularidades e v é uma curva fechada, podemos
aplicar o Teorema de Green para (G5 sem precisar adicionar uma curva auxiliar. Assim:

/ég-df'z// Rot(§2)-kdxdy:// dx dy
Y R R

Mudando para coordenadas polares:

. 2 5 2 2
/Gg-dF:/ /pdpd&z/ —
5 o Jo 0o 2

Como G = G, + G;, temos que

5

df = 257
0

12

2

3



Questao 3. (3,5 pontos) Calcule /(ln(l +y—x) =y de + (2* +1—In(1 +y — 2)) dy para
ol
v a curva 22 4+ 4? = 6 com y > & com ponto inicial (—v/3, —v/3) e ponto final (v/2,v/2).

Solucao:

Seja 11 (1) = (—t, 1), t € [_\/gv \/g]

Como o domfnio de F nio apresenta singularidades na regiao R definida por v U 7, e a
curva fechada v U ~; é percorrida no sentido horario, pelo Teorema de Green:

—/ﬁ-df—/ ﬁ-dfz// Rot(F) - k dz dy

0l 7 R

/ﬁ.df:—/ ﬁ-df—// Rot(F) - I dz dy @)
Y 7 R

=% -2 =1 0 1 1 3

Figura 6: Regiao R e curvas v e 71

. V3 V3
/F dF:/ <ln(1—t+t)+t3, t3+1—ln(1—t+t)) (—1,—1)dt —/ 1dt V3
M -3 -V3
/ Fdi=-2V3 (5)
Y1
S 0Q 9P\ - (., 1 1 N
Rot(F)_(a—x a_y) k_<3x+1+y_x 1+y_x+3y> k= 3% + )k

// Rot(F) k:dxdy—// 2+ y?) dz dy



Mudando para coordenadas polares
3

Ve T A ve
:3/ / p3dpd9:3/ | di="=-36=277
g 0 % 40 4

// Rot(F) - kdx dy = 27
R

Substituindo (2) e (3) em (1):

/ﬁ.df:—27w+2\/§

o

14



