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Turma A
Questao 1:

(a) Calcule a massa da curva dada pela interseccio das superficies z = 22 +9? e z = 3 — 2z, com densidade
o(z,y,2) = V1+y%
(b) Seja F(z,y) = (y2cosz + €%, 3 + 2ysin z).
(i) Mostre que F é conservativo.

(i) Calcule /ﬁdf, onde (t) = (#3,sin (2arctan t?)),t € [0, 1].
gl

Solucgao:

(a) Seja v a interseccio das superficies z = 22 + y? e z = 3 — 2x. A projecio de v no plano zy pode ser
determinada eliminando a variavel z das duas equagdes. Obtém-se

3— 20 =a%+4°
isto é,
(x+ 1) +y* =4,
uma circunferéncia de centro (—1,0) e raio 2. Assim, pode-se parametrizar a curva =y por

~v(t) = (2cost — 1,2sint,5 — 4cost),t € [0, 27].

Como «/(t) = (—2sint,2cost,4sint), tem-se

W ()] = V4 + 16sin2 t = 21/1 + 4sint.

Assim:

2w

2
Massa = Sy ()] dt = V1+44sin?t-2-v/1+4sin®tdt
0 0

21

1 — cos 2t 2

- 2/ (1+4-%> dt:2(3t—sin2t)‘0ﬂ:127r.
0

(b) (i) Para mostrar que o campo F é conservativo, basta mostrar que seu rotacional ¢ igual a 0 e que
seu dominio é um conjunto simplesmente conexo. Claramente, o dominio de F & todo R?, um
conjunto simplesmente conexo. Também, se P = y?cosz + ¥ e Q = 3® + 2ysinx, temos

. P\ - L
rotF = <% - aa—y) k= (2ycosx —2ycosx)k = 0.

Assim, F é um campo conservativo em R2.



(ii) Como o campo é conservativo, existe uma func¢ao ¢, um potencial de F, tal que Vo = F. Isso

significa que

% =y2cosz + €®

8—§ =93 + 2ysinz,

para todo (z,y) € R2. Integrando a primeira equacdo com relagio a x, obtemos
o(x,y) = /(y2 cosz + e%)dx = y?sinz + e” + C(y),

onde C(y) nao depende de z. Substituindo na segunda equagao, obtemos
2ysinz + C'(y) = 2ysinz + 3>,

e portanto,
y4

4
onde K é uma constante. Assim, podemos tomar ¢(z,y) = y?sinz + e + Y- como um potencial
para F. Portanto, a integral pedida pode ser calculada como

/F dr'= ¢(v(1)) — ¢(v(0)) :qb(l,l)—qb(0,0):sinl—i—e—i-i—eozsinl—i—e—%
.



Questao 2: Seja

ﬁ(x,y)=< - - +y2)

202 + y27 202 4 42
Calcule [ F.7 ,onde v & a curva 22 — 2z + 3y? = 9, orientada no sentido anti-horario.

Solugao: Primeiro, vamos calcular o rotacional de F"

oQ opP 20 +y? —x-dx 20+ yP-y-2y
or Jy (222 +y?)2 (222 +y2)2

Mas observamos que F tem uma singularidade no ponto (0, 0), que pertence ao interior da regiao limitada
por v, como podemos perceber pela figura 1. Portanto, para podermos aplicar o Teorema de Green, é
necessério isolar o ponto da singularidade, ou seja, o ponto (0,0).

T

Figura 1

Dessa maneira, seja v a elipse 222 4+ y? = 12, com r > 0 suficientemente pequeno para que vy N~y = ()

, orientada em sentido horério e seja D a regiao limitada por v e ;. Temos portanto, como se observa na
figura 1, 9D = v U~, com orientacdo positiva e F' é de classe C*° em D. Podemos assim aplicar o Teorema

de Green:
/ Pd:c+Qdy:/Pd:c+Qdy+/ Pd:c—i—Qdy:// (a—Q—a—P>d:cdy:O,
oD ¥ 71 D Ox 8y

de modo que

/Pd:c—i—Qdyz—/ Pdz + Qdy.
.

71
Agora, parametrizando 7;, obtemos:

”
m(t) = (—sint,rcost) ,com 0<t<2m

V2
donde

1) = (L cost,—r sint)
T \/5 ’

e, portanto,

27 :
—rcost rsint r
Pd:c—i—Qdy:—/ Pdac—i—Qdy:—/ < ,—+r20082t>~(—cost,—rsint) dt
/7 1 0 72 ?”2\/5 \/5

2T

0o V2

2

t 3 cos3 t}

27
L 5 ) [
= — —— —r2cos“tsint | dt = |—= —
/0 <\/§ V2 3



Questao 3: Calcule / [y + cosx? + 1] dr + [:cQ + yln(y® + 1)] dy , onde 7 é a parte da curva x = 1 — 4y?

5
contida no semiplano x > —3, orientada sentido anti-horéario.

Solucgao: Seja ﬁ(m,y) = (y+cosz?+ 1,22 +yIn(y? + 1)) = (P,Q). Observemos que F ¢ um campo de
classe C™ em R? e queremos calcular JF-dr.

¥
Como 7 é uma curva aberta, vamos considerar a curva «a(t) = (=3,—t), t € [—1,1], cujo trago é o

segmento de reta usado para tornar v U o uma curva fechada, orientada no sentido anti-horario, limitando
uma regiao fechada R, abaixo indicada.

Pelo Teorema de Green, temos

o o ., P
/F-d’F’—/F-dF—i-/F-d’F’—// (@—8—) dxdy.
r\Ox Oy
0 «
1) Calculo de/ﬁ-dff’:

Fla(t) - o (t) dt = fl(—t +cos10, 9 —tIn(t2 + 1)) - (0, —1)dt
—1

[tIn(t? +1) — 9] dt

[F.dF

Como a funcdo t + tIn(t? + 1) é impar, sua integral num intervalo simetrico vale 0. Assim:

1
/ﬁ.df:/(—g)dt: (=9) -2 =—18.
« -1
0Q 0P
2) Calculo d — — — | dxdy:
) Célculo e//R<8x ay)xy
A regiao R pode ser descrita como:

R:{(x,y)€R2z—1§y§1 e —3§x§1—4y2}.
Logo,



T
N
<
[ V]

(2 — 1) dedy =

I8 o -

|
’_‘\»—‘

—

8
[N}

|

8

~—

|
w

(L= 4?)” = (1 —4y?) = ((=3)* = (=3) | dy

Il
L\»—‘ 'L\H L‘\»—‘

1
(1—8y* + 16y* — 1+ 4y* — 10) dy = / (16y* — 4y* — 12) dy
-1

4 1 4 1
= 4-(=y°— =y -3y =8 =y’ —=y* -3y
57 73 1
Yy=—

) 3
4 1 8(12 -5 —45 8-38 304
s (5-3-3) =% ) _u

y=1 y=1

y=0

15 15 15"

Portanto,
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Turma B
Questao 1:

(a) Calcule a massa da curva dada pela interseccio das superficies z = 3 — 22 —y? e z = 2z, com densidade
o(z,y,2) = V1+y%

(b) Seja F(z,y) = (2zsiny + e, y® + 22 cos y).

(i) Mostre que F é conservativo.

(ii) Calcule /ﬁ -dr, onde (t) = (t3,sin (2arctan t?)),t € [0, 1].
g

Solucao:

(a) Seja v a interseccdo das superficies z = 3 — 22 — y? e z = 2x. A projecio de v no plano zy pode ser

determinada eliminando a variavel z das duas equagdes. Obtém-se
3—a? —y? =2z,

isto &,
(z+1)*+y° =4,

uma circunferéncia de centro (—1,0) e raio 2. Assim, pode-se parametrizar a curva 7 por:

v(t) = (2cost —1,2sint,4cost — 2), com 0 <t < 27.

Como ~/(t) = (—2sint,2cost, —4sint), temos

I @) = V4 + 16sin2 t = 2v/1 + 4sin®¢.

Assim:
2m 2m
Massa = Sy (@) dt = V1 +4sin?t-2-\/144sintdt
0 0
2 1 — cos 2t 2
- 2/ <1+4-%) dt:2(3t—sin2t)‘0”:127r
0

(b) (i) Para mostrar que o campo F é conservativo, basta mostrar que seu rotacional é igual a 0 e que
seu dominio é um conjunto simplesmente conexo. Claramente, o dominio de F' é todo R?, um
conjunto simplesmente conexo. Também, se P = 2zsiny + €% e Q = y> + 22 cos y, temos

0Q 0P

rotF = (8_30 — 8_y> k= (2z cosy — 2z cos y)k = 0.

Assim, F' é um campo conservativo em R?.



(ii) Como o campo é conservativo, existe uma func¢ao ¢, um potencial de F, tal que Vo = F. Isso

significa que

g—ﬁ =2xsiny + €”

% =93 + 22 cosy

para todo (z,y) € R2. Integrando a primeira equacdo com relagio a x, obtemos
o(x,y) = /(2:1: siny + ) dr = z?siny + ¢ + C(y),

onde C(y) nao depende de z. Substituindo na segunda equagao, obtemos
2 cosy + C'(y) = 3> + 2% cos y

donde
y4
Cly) = i K,

4
onde K é uma constante. Assim, podemos tomar ¢(z,y) = 2%siny + e + Y- como um potencial
para F. Portanto, a integral pedida pode ser calculada como

/ﬁ dr'= ¢(v(1)) — ¢(v(0)) :gb(l,l)—qb(0,0):sinl—l—e—i-i—eozsinl—l—e—%
”



Questa 2. Seja

- — T 9
F ) = b —"_ .
(z,y) (23:2 +y2’ 222 + o2 4 >
Calcule [ F.7 ,onde v ¢é a curva y? — 2y + 322 = 9, orientada no sentido anti-horario.
Solugao. Primeiro, vamos calcular o rotacional de F:

0Q 8P_2x2+y2—:1:-4x 2x2+y2—y-2y_

Oz oy (222 +y?)2 (222 + y?)?

Mas observamos que F tem uma singularidade no ponto (0, 0), que pertence ao interior da regiao limitada
por v, como podemos perceber pela figura 1. Portanto, para podermos aplicar o Teorema de Green, é
necessario isolar o ponto da singularidade, ou seja, o ponto (0,0).

Figura 1
Dessa maneira, seja v, a elipse 222 + y? = r2, com r suficientemente pequeno para que YN~y = 0 ,
orientada em sentido horario e seja D a regiao limitada por v e ;. Temos portanto, como se observa na
figura 1, 9D = U ~, com orientacdo positiva e F' é de classe C*° em D. Podemos assim aplicar o Teorema

de Green:
/ Pd:c+Qdy:/de+Qdy+/ Pd:c+Qdy:// <@—8—P>dxdy.
oD ~ Y1 D Ox ay

Parametrizando v;, obtemos:

m(t) = (Lsint,rcost> ,com 0<t<27m

V2

e, portanto,

2 :
—rcost rsint T
Pdz + Qdy = —/ Pdz + Qdy = —/ < , +T20082t> . (— cost, —rsint> dt
/7 . o 2 0 2ya V3




Concluimos que

-~/

1

—— T

V2

3 cos? tsin t> dt




Questao 3: Calcule / [y + cosx? + 1] dr + [:cQ + yln(y® + 1)] dy , onde 7 é a parte da curva x = 4y? — 1
v
contida no semiplano x < 3, orientada sentido anti-horario.
Solucao:
Seja F(x,y) = (y +cosx? + 1,22 + yIn(y? + 1)) = (P, Q). Observemos que F ¢ um campo de classe C™

em R? e queremos calcular f F-dr.
v
Como v é uma curva aberta, vamos considerar a curva «a(t) = (3,t), t € [-1, 1], cujo traco é o segmento

de reta usado para tornar v U « uma curva fechada, orientada no sentido anti-horario, limitando uma regiao
fechada R, abaixo indicada.

Pelo Teorema de Green, temos
. . _, 0 oP
/F-df_/F-dFJr/F-dfF—// (—Q——> dady.
r\Ox Oy
0 «

1) Calculo de /15 - dr

«

/ﬁ-df -

1
Fla(t)) - o (t) dt = /(t +cos10, 9+ tn(2 + 1)) - (0, 1) dt
1

[tIn(t* +1) + 9] dt

L L

Como a funcio t + tIn(t? 4+ 1) é impar, sua integral num intervalo simétrico vale 0. Assim

2) Célculo de // 9Q 9P dxdy:
r\O0x Oy

Como
R={(z,y) eR?: —1<y<1 e 4y° 1<z <3},

10



temos

1 3 1 x=3
// (8—Q—8—P) dedy = / / (2:1:—1)d:1:dy—/(x2—:1:) dy
R 8.I 8y —42—1
_1492*1 -1 T=2Y

1

= 16 =9) - (@ - 1~ @ - 1)) dy
E 1

= / [6— (16y" —8y* +1—4y* +1)] dy = / (—16y* + 12y* + 4) dy
-1 -1

y=1

Logo,

11



