
��������� �	 
��	�
���� 	 ����������� �� ���

������ � �
����� ���	�	����� 	 ���	���� ���  ��� ���	�!����

��" ���#� � $�" �	�	���	 �%$% � $&'%�'�%$%

����� �
(�	��)� $*

��� ������� � 	�

� �� ���
� ���� ���� �����
����� ��
 
���������
 z = x2+y2 � z = 3−2x� ��	 ���
�����

δ(x, y, z) =
√

1 + y2�

��� ���� �F (x, y) = (y2 cos x+ ex, y3 + 2y sinx)�

��� ��
��� ��� �F � ���
��
���
��

���� �������

∫
γ

�F d�r� ���� γ(t) = (t3, sin (2 arctan t2)), t ∈ [0, 1]�

����+)�*

��� ���� γ � �����
����� ��
 
���������
 z = x2 + y2 � z = 3 − 2x� � �������� �� γ �� ����� xy ���� 
��

�����	����� ���	������ � 
��� 
�� z ��
 ���
 �����!�
� "���	#
�

3− 2x = x2 + y2

�
�� ��

(x+ 1)2 + y2 = 4,

�	� ���������$���� �� ������ (−1, 0) � ���� 2� �

�	� ����#
� ����	����%�� � ���
� γ ���

γ(t) = (2 cos t− 1, 2 sin t, 5− 4 cos t), t ∈ [0, 2π].

��	� γ′(t) = (−2 sin t, 2 cos t, 4 sin t)� ��	#
�

||γ′(t)|| =
√

4 + 16 sin2 t = 2
√

1 + 4 sin2 t.

�

�	&

��

� =

∫ 2π

0
δ(γ(t))||γ′(t)|| dt =

∫ 2π

0

√
1 + 4 sin2 t · 2 ·

√
1 + 4 sin2 t dt

= 2

∫ 2π

0

(
1 + 4 · 1− cos 2t

2

)
dt = 2(3t− sin 2t)

∣∣∣2π
0

= 12π.

��� ��� '��� 	�
���� ��� � ��	�� �F � ���
��
���
�� ��
�� 	�
���� ��� 
�� ���������� � �(��� � �0 � ���


�� ��	���� � �	 �������� 
�	���
	���� ����)�� �����	����� � ��	���� �� �F � ���� R
2� �	

�������� 
�	���
	���� ����)�� *�	��	� 
� P = y2 cos x+ ex � Q = y3 + 2y sinx� ��	�


����F =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
�k = (2y cos x− 2y cos x)�k = �0.

�

�	� �F � �	 ��	�� ���
��
���
� �	 R
2�

+



���� ��	� � ��	�� � ���
��
���
�� �)�
�� �	� ������ φ� �	 ��������� �� �F � ��� ��� ∇φ = �F � ,

�


�(��-�� ��� ⎧⎪⎨
⎪⎩

∂φ
∂x = y2 cosx+ ex

∂φ
∂y = y3 + 2y sinx,

���� ���� (x, y) ∈ R
2� ,���(����� � ���	���� ������� ��	 ������� � x� ����	�


φ(x, y) =

∫
(y2 cosx+ ex) dx = y2 sinx+ ex + C(y),

���� C(y) ��� ������� �� x� ���
�������� �� 
�(���� �������� ����	�


2y sinx+ C ′(y) = 2y sinx+ y3,

� ���������

C(y) =
y4

4
+K,

���� K � �	� ���
������ �

�	� ����	�
 ��	�� φ(x, y) = y2 sinx+ ex + y4

4 ��	� �	 ���������

���� �F � '�������� � ����(��� ������ ���� 
�� ��������� ��	�

∫
γ

�F · d�r = φ(γ(1)) − φ(γ(0)) = φ(1, 1) − φ(0, 0) = sin 1 + e+
1

4
− e0 = sin 1 + e− 3

4
.

.



(�	��)� �* ����

�F (x, y) =

( −y

2x2 + y2
,

x

2x2 + y2
+ y2

)

�������
∫
�F · �r � ���� γ � � ���
� x2 − 2x+ 3y2 = 9� ��������� �� 
������ ����#/�� ����

�������& '��	����� 
�	�
 �������� � ���������� �� �F &

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
=

2x2 + y2 − x · 4x
(2x2 + y2)2

+
2x2 + y2 − y · 2y

(2x2 + y2)2
= 0.

��
 ��
��
�	�
 ��� �F ��	 �	� 
��(��������� �� ����� (0, 0)� ��� �������� �� �������� �� ��(��� ��	�����

��� γ� ��	� ����	�
 �������� ���� -(��� +� '�������� ���� �����	�
 ������� � *����	� �� 0����� �

����

 ��� �
���� � ����� �� 
��(���������� �� 
���� � ����� (0, 0)�

1�(��� +

2�

� 	������� 
��� γ1 � ����
� 2x2 + y2 = r2� ��	 r > 0 
�-������	���� ������� ���� ��� γ ∩ γ1 = ∅
� ��������� �	 
������ /�� ��� � 
��� 2 � ��(��� ��	����� ��� γ � γ1� *�	�
 ��������� ��	� 
� ��
��
� ��

-(��� +� ∂D = γ ∪ γ1� ��	 ���������� ��
���
� � �F � �� ���

� C∞ �	 2� '���	�
 �

�	 ������� � *����	�

�� 0����&

∫
∂D

Pdx+Qdy =

∫
γ
Pdx+Qdy +

∫
γ1

Pdx+Qdy =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy = 0,

�� 	��� ��� ∫
γ
Pdx+Qdy = −

∫
γ1

Pdx+Qdy.

�(���� ����	����%���� γ1� ����	�
&

γ1(t) =

(
r√
2
sin t, r cos t

)
, ��	 0 ≤ t ≤ 2π

�����

γ′1(t) =
(

r√
2
cos t,−r sin t

)

�� ���������

∫
γ
Pdx+Qdy = −

∫
γ1

Pdx+Qdy = −
∫ 2π

0

(−r cos t

r2
,
r sin t

r2
√
2
+ r2 cos2 t

)
·
(

r√
2
cos t,−r sin t

)
dt

= −
∫ 2π

0

(
− 1√

2
− r3 cos2 t sin t

)
dt =

[
t√
2
− r3 cos3 t

3

]2π
0

=
2π√
2
.

3



(�	��)� ,* �������

∫
γ

[
y + cos x2 + 1

]
dx+

[
x2 + y ln(y2 + 1)

]
dy � ���� γ � � ����� �� ���
� x = 1− 4y2

������� �� 
�	������ x ≥ −3� ��������� 
������ ����#/�� ����

����+)�* ���� �F (x, y) = (y + cos x2 + 1, x2 + y ln(y2 + 1)) = (P,Q)� "�
��
�	�
 ��� �F � �	 ��	�� ��

���

� C∞ �	 R
2 � �����	�
 ��������

∫
γ

�F · d�r�
��	� γ � �	� ���
� ������� 
�	�
 ���
������ � ���
� α(t) = (−3,−t)� t ∈ [−1, 1]� ���� ����� � �


�(	���� �� ���� �
��� ���� ������ γ ∪ α �	� ���
� ���/���� ��������� �� 
������ ����#/�� ���� ��	������

�	� ��(��� ���/��� R� ����)� ���������

'��� *����	� �� 0����� ��	�


∫
∂R

�F · d�r =

∫
γ

�F · d�r +
∫
α

�F · d�r =

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

+� � ����� ��

∫
α

�F · d�r&

∫
α

�F · d�r =
1∫

−1

�F (α(t)) · α′(t) dt =
1∫

−1

(−t+ cos 10 , 9− t ln(t2 + 1)) · (0,−1) dt

=
1∫

−1

[
t ln(t2 + 1)− 9

]
dt

��	� � ������ t 
→ t ln(t2 + 1) � �	���� 
�� ����(��� ��	 �����
��� 
�	������ 
��� 4� �

�	&

∫
α

�F · d�r =

1∫
−1

(−9)dt = (−9) · 2 = −18.

.� � ����� ��

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy&

� ��(��� R ���� 
�� ��
����� ��	�&

R =
{
(x, y) ∈ R

2 : −1 ≤ y ≤ 1 � − 3 ≤ x ≤ 1− 4y2
}
.

5�(��

6



∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

1∫
−1

1−4y2∫
−3

(2x− 1) dx dy =

1∫
−1

(
x2 − x

) ∣∣∣∣∣
x=1−4y2

x=−3

dy

=

1∫
−1

[(
1− 4y2

)2 − (1− 4y2)− (
(−3)2 − (−3)

)]
dy

=

1∫
−1

(
1− 8y2 + 16y4 − 1 + 4y2 − 10

)
dy =

1∫
−1

(
16y4 − 4y2 − 12

)
dy

= 4 ·
(
4

5
y5 − 1

3
y3 − 3y

) ∣∣∣∣∣
y=1

y=−1

= 8 ·
(
4

5
y5 − 1

3
y3 − 3y

) ∣∣∣∣∣
y=1

y=0

= 8 ·
(
4

5
− 1

3
− 3

)
=

8(12 − 5− 45)

15
= −8 · 38

15
= −304

15
.

'��������

∫
γ

�F · d�r =

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy −

∫
α

�F · d�r = −304

15
− (−18) = −34

15
.

7



��������� �	 
��	�
���� 	 ����������� �� ���

������ � �
����� ���	�	����� 	 ���	���� ���  ��� ���	�!����

��" ���#� � $�" �	�	���	 �%$% � $&'%�'�%$%

����� -
(�	��)� $*

��� ������� � 	�

� �� ���
� ���� ���� �����
����� ��
 
���������
 z = 3−x2−y2 � z = 2x� ��	 ���
�����

δ(x, y, z) =
√

1 + y2�

��� ���� �F (x, y) = (2x sin y + ex, y3 + x2 cos y)�

��� ��
��� ��� �F � ���
��
���
��

���� �������

∫
γ

�F · d�r� ���� γ(t) = (t3, sin (2 arctan t2)), t ∈ [0, 1]�

����+)�*

��� ���� γ � �����
����� ��
 
���������
 z = 3 − x2 − y2 � z = 2x� � �������� �� γ �� ����� xy ���� 
��

�����	����� ���	������ � 
��� 
�� z ��
 ���
 �����!�
� "���	#
�

3− x2 − y2 = 2x,

�
�� ��

(x+ 1)2 + y2 = 4,

�	� ���������$���� �� ������ (−1, 0) � ���� 2� �

�	� ����#
� ����	����%�� � ���
� γ ���&

γ(t) = (2 cos t− 1, 2 sin t, 4 cos t− 2), ��	 0 ≤ t ≤ 2π.

��	� γ′(t) = (−2 sin t, 2 cos t,−4 sin t)� ��	�


||γ′(t)|| =
√

4 + 16 sin2 t = 2
√

1 + 4 sin2 t.

�

�	&

��

� =

∫ 2π

0
δ(γ(t))||γ′(t)|| dt =

∫ 2π

0

√
1 + 4 sin2 t · 2 ·

√
1 + 4 sin2 t dt

= 2

∫ 2π

0

(
1 + 4 · 1− cos 2t

2

)
dt = 2(3t− sin 2t)

∣∣∣2π
0

= 12π

��� ��� '��� 	�
���� ��� � ��	�� �F � ���
��
���
�� ��
�� 	�
���� ��� 
�� ���������� � �(��� � �0 � ���


�� ��	���� � �	 �������� 
�	���
	���� ����)�� �����	����� � ��	���� �� �F � ���� R
2� �	

�������� 
�	���
	���� ����)�� *�	��	� 
� P = 2x sin y + ex � Q = y3 + x2 cos y� ��	�


����F =

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
�k = (2x cos y − 2x cos y)�k = �0.

�

�	� �F � �	 ��	�� ���
��
���
� �	 R
2�

8



���� ��	� � ��	�� � ���
��
���
�� �)�
�� �	� ������ φ� �	 ��������� �� �F � ��� ��� ∇φ = �F � ,

�


�(��-�� ��� ⎧⎪⎨
⎪⎩

∂φ
∂x = 2x sin y + ex

∂φ
∂y = y3 + x2 cos y

���� ���� (x, y) ∈ R
2� ,���(����� � ���	���� ������� ��	 ������� � x� ����	�


φ(x, y) =

∫
(2x sin y + ex) dx = x2 sin y + ex + C(y),

���� C(y) ��� ������� �� x� ���
�������� �� 
�(���� �������� ����	�


x2 cos y + C ′(y) = y3 + x2 cos y

�����

C(y) =
y4

4
+K,

���� K � �	� ���
������ �

�	� ����	�
 ��	�� φ(x, y) = x2 sin y + ex + y4

4 ��	� �	 ���������

���� �F � '�������� � ����(��� ������ ���� 
�� ��������� ��	�

∫
γ

�F · d�r = φ(γ(1)) − φ(γ(0)) = φ(1, 1) − φ(0, 0) = sin 1 + e+
1

4
− e0 = sin 1 + e− 3

4
.

9



(�	��) �� ����

�F (x, y) =

( −y

2x2 + y2
,

x

2x2 + y2
+ y2

)
.

�������
∫
�F · �r � ���� γ � � ���
� y2 − 2y + 3x2 = 9� ��������� �� 
������ ����#/�� ����

����+)�� '��	����� 
�	�
 �������� � ���������� �� �F &

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
=

2x2 + y2 − x · 4x
(2x2 + y2)2

+
2x2 + y2 − y · 2y

(2x2 + y2)2
= 0.

��
 ��
��
�	�
 ��� �F ��	 �	� 
��(��������� �� ����� (0, 0)� ��� �������� �� �������� �� ��(��� ��	�����

��� γ� ��	� ����	�
 �������� ���� -(��� +� '�������� ���� �����	�
 ������� � *����	� �� 0����� �

����

 ��� �
���� � ����� �� 
��(���������� �� 
���� � ����� (0, 0)�

1�(��� +

2�

� 	������� 
��� γ1 � ����
� 2x2 + y2 = r2� ��	 r 
�-������	���� ������� ���� ��� γ ∩ γ1 = ∅ �

��������� �	 
������ /�� ��� � 
��� 2 � ��(��� ��	����� ��� γ � γ1� *�	�
 ��������� ��	� 
� ��
��
� ��

-(��� +� ∂D = γ ∪ γ1� ��	 ���������� ��
���
� � �F � �� ���

� C∞ �	 2� '���	�
 �

�	 ������� � *����	�

�� 0����&

∫
∂D

Pdx+Qdy =

∫
γ
Pdx+Qdy +

∫
γ1

Pdx+Qdy =

∫ ∫
D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

'���	����%���� γ1� ����	�
&

γ1(t) =

(
r√
2
sin t, r cos t

)
, ��	 0 ≤ t ≤ 2π

�� ���������∫
γ
Pdx+Qdy = −

∫
γ1

Pdx+Qdy = −
∫ 2π

0

(−r cos t

r2
,
r sin t

r2
√
2
+ r2 cos2 t

)
·
(

r√
2
cos t,−r sin t

)
dt

:



= −
∫ 2π

0

(
− 1√

2
− r3 cos2 t sin t

)
dt =

[
t√
2
− r3 cos3 t

3

]2π
0

=
2π√
2
.

�������	�
 ���

∫
γ

�F · d�r =
√
2π.

;



(�	��)� ,* �������

∫
γ

[
y + cos x2 + 1

]
dx+

[
x2 + y ln(y2 + 1)

]
dy � ���� γ � � ����� �� ���
� x = 4y2 − 1

������� �� 
�	������ x ≤ 3� ��������� 
������ ����#/�� ����

����+)�*
���� �F (x, y) = (y+ cos x2 + 1, x2 + y ln(y2 +1)) = (P,Q)� "�
��
�	�
 ��� �F � �	 ��	�� �� ���

� C∞

�	 R
2 � �����	�
 ��������

∫
γ

�F · d�r�
��	� γ � �	� ���
� ������� 
�	�
 ���
������ � ���
� α(t) = (3, t)� t ∈ [−1, 1]� ���� ����� � � 
�(	����

�� ���� �
��� ���� ������ γ ∪ α �	� ���
� ���/���� ��������� �� 
������ ����#/�� ���� ��	������ �	� ��(���

���/��� R� ����)� ���������

'��� *����	� �� 0����� ��	�


∫
∂R

�F · d�r =

∫
γ

�F · d�r +
∫
α

�F · d�r =

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

+� � ����� ��

∫
α

�F · d�r&

∫
α

�F · d�r =

1∫
−1

�F (α(t)) · α′(t) dt =
1∫

−1

(t+ cos 10 , 9 + t ln(t2 + 1)) · (0 , 1) dt

=

1∫
−1

[
t ln(t2 + 1) + 9

]
dt

��	� � ������ t 
→ t ln(t2 + 1) � �	���� 
�� ����(��� ��	 �����
��� 
�	������ 
��� 4� �

�	

∫
α

�F .d�r =

1∫
−1

9dt = 9 · 2 = 18

.� � ����� ��

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy&

��	�
R =

{
(x, y) ∈ R

2 : −1 ≤ y ≤ 1 � 4y2 − 1 ≤ x ≤ 3
}
,

+4



��	�


∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy =

1∫
−1

3∫
4y2−1

(2x− 1) dx dy =

1∫
−1

(
x2 − x

) ∣∣∣∣∣
x=3

x=4y2−1

dy

=

1∫
−1

[(
32 − 3

)− (
(4y2 − 1)2 − (4y2 − 1)

)]
dy

=

1∫
−1

[
6− (

16y4 − 8y2 + 1− 4y2 + 1
)]

dy =

1∫
−1

(−16y4 + 12y2 + 4
)
dy

= 4 ·
(
−4

5
y5 − 3

3
y3 + y

) ∣∣∣∣∣
y=1

y=−1

= 8 ·
(
−4

5
y5 − 3

3
y3 + y

)∣∣∣∣∣
y=1

y=0

= 8 ·
(
−4

5
+ 1 + 1

)
=

8(−4 + 10)

5
=

8 · 6
5

=
48

5
.

5�(�� ∫
γ

�F .d�r =

∫ ∫
R

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dx dy −

∫
α

�F .d�r =
48

5
− 18 = −42

5
.
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