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Turma A

Questao 1

(a) (1,5 ponto) Considere o campo:
F(z,y,2) = (zcos (x2) + ye™, ze™ + y, z cos (z2) + €¥), (x,y, 2) € R>.

. (3:2.1) |
Mostre que F' é conservativo e calcule / F.dr
(0,0,0)

Y

b) (2,0 pontos) Calcule /g(x,y, z)dsonde v ¢ dada pela intersecgao das superficies z = 2%y e y = 22
2l

o 111 111 JITI 16 5
com ponto inicial (—57 T 1_6> e ponto final (57 T 1_6> e g(x,y,2) =1+ 4y + 16yz, (z,y,2) € R
Solucao:

(a) Para mostrar que F' é conservativo basta mostrar que existe uma fungao escalar ¢ tal que:

—

Vo =F
Com isso tem-se as seguintes relacoes:

¢ _ zcos (xz) +ye (1)

%
o = ey (2)
% = xcos (22) + ** (3)

Integrando a relacao (2) em y chega-se a:

¢—exy+y—2+ (
= 5 g(z,2)

Derivando ¢ em relagao a x, e igualando a relagao (1):

9¢ _ ye™ + 9 _ z cos(zz) + ye™
o ox

Com isso tem-se:

2
g(x,z) =sin(xzz) + h(z) e p =™ + % +sin (zz) + h(z)



Derivando novamente ¢, desta vez em relacao a z, e igualando a relacao (3):

9¢
5, = x cos(xz) + o xcos(xzz) + e

2z

Com isso tem-se:

022 Y2 022
h(z) = -5 € (bze“y—i—?—l—sin(a:z)—l—T

Como existe ¢ tal que 6(15 =F , podemos afirmar que F & conservativo.
O célculo da integral fica:

(%7271) N T 62 1 62 3
F.d_": - 2 1 - = 4 2 1 — — ]_ — — e J— —
A&w) 7 ¢(2,,) ¢ (0,0,0) Gz+ + +»2> ( +2> e+ S+

2

(b) A curva v é dada pela interseccio das superficies y = 2% e z = 2%y, sendo = = t, tem-se:

V(t) = (¢, 8,14

V() = (1,2t,4¢%)

|y (t) |= V1 + 412 + 1610
—3<t<3

O célculo da integral fica:

r,y,z)ds = : e d
A o(z,9,2) / a(4(0)- 1| /(1) || de

RI= o=

- V1 + 482 + 16t6.4/1 + 442 + 166 dt

N

[N

- / 1+ 4t% + 16t5 dt

_ (s 4¢3 N 16¢7
B 3 7

N

1
2

1

115
84



Questao 2 (3,5 pontos) Calcule / 7 dF onde:
gl

F(x,y) = (—y +sin(a?),z + 1) + (ye™, ze™)
e v é o arco da pardbola z = 1 — 3y? com ponto inicial (—2,1) e ponto final (-2, —1)

Solucao: Tem-se que F= 1*:1 + 1*:"2, onde:
Fi = (—y+sin(@?),z + 1) e [5 = (ye*™, ze™)

Com isso a integral seréd calculada por:
/ﬁ.df:/ﬁl.dﬂ/ﬁg.df
gl v gl

Para aplicar o Teorema de Green, fecha-se o arco de parabola com uma curva «(t) orientada positivamente,
a fim de obter a regido fechada R abaixo:

Célculo de / E.df’
gl
Sendo R uma regido fechada contida no interios de a e 7, dom(Fy) C R? e sendo a orientacdo de v negativa,

pelo Teorema de Green vem que:

—/F’l.dFJr/ }df:// a—Q—a—dedy
. o rOxr Oy

onde: a(t) = (—2,—t) , d'(t) = (0,—1) com -1 <t <1



9Q P B
/L%‘@dd—

7 (a(t)).of (t) dt

1
1

/

_ /( £+ sind, —1).(0,—1) dt
/
2

1
1

Com isso:

Célculo de / F”g.df’

gl
Novamente pelo Teorema de Green:
— P
/ngr—i—/F dr' = //a—Q—a—d dy

0oQ oP

or Oy -

Como:

tem-se que:



Logo:



Questao 3 (3,0 pontos) Calcule / F.di onde v é a elipse % +y742 percorrida uma vez no sentido anti-horéario e
¥

ﬂ%w:< Y _x>+(%?+wmm@4%m¢mm

$2 + yQ ’ $2 + yQ
Solugao:
Abaixo tem-se a regiao interior a elipse:

Tem-se que F =F, + F,. Com isso a integral sera calculada por:

/ﬁ.dfz/fl.dFJr/fg.dF
Y Y Y

Calculo de / F,.dF:
gl
Como o dominio de Fy é R?—(0,0), deve-se isolar a origem por uma pequena curva a(t), percorrida no sentido

horério, para poder-se aplicar o Teorema de Green. Com isso, a regiao R’ fica compreendida entre «/(t) e y(¢):



Aplicando o Teorema de Green a regiao R’ tem-se:

. . P
/Fl.dF+/F1.dF:/ 8—Q—8—dmd’y
5 @ R ox 8y

Calcula-se cada integral separadamente:

Sendo «a(t) = (rsint,rcost), com r pequeno:

—

/F‘l.df _ /O%F(a(t)).(a’(t))dt
" _ /27T (rcost,—rsint)
0

r2

(rcost,—rsint)dt

2
= / cos?t + sin® t dt
0

= 27

P -
Como @ — 8— = 0 para o campo Fi:

or Oy

0Q or,
/ RI%—a—ydﬁdy—o

Do Teorema de Green vem:



Calculo de / Fy.dF:
v
Como o dominio de F» nao apresenta problemas, pode-se aplicar diretamente o Teorema de Green para a

regido fechada R contida no interior de « orientada positivamente.

/F_é.dfz//@—a—dedy://y2dxdy
~ r Ox 0Oy R

Faz-se a mudanca de coordenadas para a integral dulpa:
x = 3rcosf

y = 2rsinf
J = 6r
2T 1
/ / y2 dedy = / / 4r? sin? 0.6r dr do
R 0 0
2T 1
= / 2473 sin? 6 dr df
0 0
2m
= 6/ sin” 6 df
0
21
= 3/ 1 — cos26do
0
= 6r
Logo:

/F.d?:/ﬁ.dFJr/F’g.df‘: —27 + 67 = 4
Y Y Y
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Turma B
Questao 1
(a) (1,5 pontos) Considere o campo:
F(z,y,z) = (ycos(zy) + 26, x cos(zy) + e, ze® + 2), (z,y, z) € R>.

. (3:.1.2)
Mostre que F' é conservativo e calcule / F.dr
(0,0,0)

b) (2,0 pontos) Calcule /g(x,y, z)ds onde v ¢ dada pela intersecgao das superficies z = y?x e x = y?,
o inicial (%, —%, o final (1,1, ( ) =1+ 4y + 16yz, ( ) €R3
com ponto inicial | 7,~5, 3¢ | e ponto final { 7, 5, 7= | e g(z,y,2) = Yy vz, (r,y,2

Solucao:

(a) Para mostrar que F' é conservativo basta mostrar que existe uma fungao escalar ¢ tal que:

Vo=F
Com isso tem-se as seguintes relacoes:
% = ycos (zy) + ze™ (1)
x
9 _ xcos (zy) + €% (2)
gy
8—(5 =ze” + 2z (3)

Integrando a relacao (3) em z chega-se a:

2

<b=6”+%+g(x,y)

Derivando ¢ em relagao a y, e igualando a relagao (2):

g—j = g—z = xcos (zy) + ¥
Com isso tem-se:
ey 22 ey
g(z,y) = sin(zy) + -+ h(z) e ¢ =" + 5 1 sin (zy) + -t h(x)



Derivando novamente ¢, desta vez em relacao a x, e igualando a relacao (1):

g—z = ycos (zy) + ze™* + % = ycos (xy) + ze™*

Com isso tem-se:

2 2y
h(z) =Cte=0e gb:em—l—%—l—sin(xy)—l—%

Como existe ¢ tal que 6(15 =F , podemos afirmar que F & conservativo.
O célculo da integral fica:

2

(%7172)_, T e 1 62 3
Fudi=¢(2,21) =6(0,00) = (" +2+1+5 ) = (145 ) =e"+ S+ 2
/ dr <Z>2 ¢(0,0,0) <€—|—+—|—2) <+2> e+ 5+

V(t) = (7,1, 1%)

Y (t) = (2t,1,4t%)

| v () |I= V1 + 422 + 166
—3<t<3

O célculo da integral fica:

r,y,z)ds = : A d
A o(z,9,2) / (4 (0)- | /(1) || de

WI= o)

- V14 412 + 16t6.4/1 + 4¢2 + 1616 dt

DI= o=

- / 14 42 +16t5 dt

43 16t7
= (t+—=—+—

N

1
2

1

3 7
115
84

10



Questao 2 (3,5 pontos) Calcule / 7 dF onde:
gl

ﬁ(x,y) = (y + cos(x?),3z + 1) + (ye*, ze™)

e v é o arco da pardbola z = 3y? — 1 com ponto inicial (2, —1) e ponto final (2,1)

Solucao: Tem-se que F= 1*:1 + 1*:"2, onde:
Fi = (y + cos(2?),3z + 1) e Fy = (ye®™, xe™)

Com isso a integral seréd calculada por:
/ﬁ.df:/ﬁl.dﬂ/ﬁg.df
gl v gl

Para aplicar o Teorema de Green, fecha-se o arco de parabola com uma curva «(t) orientada positivamente,
a fim de obter a regido fechada R abaixo:

/ , A*
\

Célculo de / F"l.df’
gl
Sendo R uma regido fechada contida no interios de a e 7, dom(Fy) C R? e sendo a orientacdo de v negativa,

pelo Teorema de Green vem que:

—/F’l.dFJr/ }df:// a—Q—a—dedy
. o rOxr Oy

onde: a(t) = (2,t) ,a/(t) =(0,1) com —1 <t <1

11



0Q oP B

1 p2
= / / 2dx dy
—1J3y2—-1

2(2) 2(3y* — 1) dx dy

1

= 6/1 y? dx dy
1

3

_ / (t + cos4,7).(0,1) dt
-1

1
= / 7dt
-1

14

Com 1isso:

Céaleulo de / By.di

¥
Novamente pelo Teorema de Green:
P
/ngr—i-/ //@—a—dxdy
¥

9Q P

Ox 8y: ’

Como:

tem-se que:

12



Logo:

(t€2t 2€2t) (
1

2¢2 dt
1

1
.
/ A = 6
Y

13



Questao 3 (3,0 pontos) Calcule / F.di onde v é a elipse % +y742 percorrida uma vez no sentido anti-horéario e
¥

ﬂ%w:< Y _x>+(%?+wmm@4%m¢mm

$2 + yQ ’ $2 + yQ
Solugao:
Abaixo tem-se a regiao interior a elipse:

Tem-se que F =F, + F,. Com isso a integral sera calculada por:

/ﬁ.dfz/fl.dFJr/fg.dF
Y Y Y

Calculo de / F, dF
gl
Como o dominio de F; é R? — (0,0), deve-se isolar a origem por uma pequena curva «(t), percorrida no

sentido horério, para poder-se aplicar o Teorema de Green. Com isso a regidao R’ fica compreendida entre
a(t) e y(t):

14



Aplicando o Teorema de Green a regiao R’ tem-se:

. . P
/Fl.dF+/F1.dF:/ 8—Q—8—dmd’y
5 @ R ox 8y

Calcula-se cada integral separadamente:

Sendo «a(t) = (rsint,rcost), com r pequeno:

—

/F‘l.df _ /O%F(a(t)).(a’(t))dt
" _ /27T (rcost,—rsint)
0

r2

(rcost,—rsint)dt

2
= / cos?t + sin® t dt
0

= 27

P -
Como @ — 8— = 0 para o campo Fi:

or Oy

0Q or,
/ RI%—a—ydﬁdy—o

Do Teorema de Green vem:



Calculo de / Fy.dF:
v
Como o dominio de F» nao apresenta problemas, pode-se aplicar diretamente o Teorema de Green para a

regido fechada R contida no interior de « orientada positivamente.

/F‘g.d?z//a—Q—a—Pd@"dy://dewdy
~ r Ox Oy R

Faz-se a mudanga de coordenadas para a integral dulpa:
x = 3rcosf

y = 2rsin@
J = 6r
2 1
// y2 dedy = / / 4r? sin? 0.67 dr do
R 0 0
27 1
= / / 2473 sin? 0 dr d
0 0
2
= 6 / sin” 0 df
0
27
= 3/ 1 — cos 20 df
0
= 60m
Logo:

/ﬁ.d?z/ﬁl.df+/ﬁ2.d77: o7+ 61 = 4
v Y v
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