Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
2% Prova - 1° semestre de 2008
Turma A

Questao 1.

(a) (2 pontos) Determine a massa de um fio com densidade §(z,y, z) = xz e formato de curva
dada pela interseccao das superficies 22 + 22 =4 ey =1 — 5,comxr>0ez2>0.
(b) (2 pontos) Calcule /ﬁ -dr sendo dados y(t) = (1 —¢°,2t3,2t), te€[0,1] e
gl

F= <x+ze”\/y2+1,2y—l—\/%,z%—zve“ y2~|—1>.
y° +

Solucao:
(a) A curva dada pela intersecgao das superficies 2 + 22 =4 ey =1— scomzr>0ez>0
¢é representada pela seguinte parametrizacao:

~v(t) = (2cost, 1 — cost,2sint),t € |0, g]

Entao 7/(t) = (—2sint,sint,2cost) com t € [0, 7).
Usando que (z,y, z) = xz, a massa M é obtida da seguinte maneira

0 0

M = /(5(1’,3;, 2)ds = /2 Sy (t)]|dt = /2 4sintcosty/ 4 + sin? tdt
2l

2

4
=3(6V5-8).

4
_ g(4+sm21t)%

0

Figura 1: Grafico da curva.

(b) F' é um campo conservativo em R3 pois
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Logo F' = Vg em R? onde

12 22
Pley,2) =5 + y: + S eV

assim

P(1(1)) ~ o(1(0) = 9(0,2,2) ~ 9(1,0,0) =6 + V5~ - 1= 2 + 5
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Questao 2. (3 pontos) Calcule

2zy 2
2 3 2 1
L[a: +y° +In(l+ y*)]de + {—1+y2+6+y}dy

. . 2 2 . . . ;.
sendo 7 a semi-elipse 5~ + %- =1, y > 0, orientada no sentido anti-horario.

Solugao: Queremos calcular / ﬁ.dF, onde
Y

— 2xy 2
_ o 2 3 2 1+
F=(PQ) = (:c +f (), T e y).

Vamos usar o Teorema de Green. Tem-se que:

0Q_8P_ 2y B ) 2y a2
(1) or Oy <1+y2> <3y * 1+y2> =%

(2) Sendo D a regiao do R? limitada por 7 e a, onde «(t) = (¢,0), com —3 < ¢t < 3, vem que:

(2.1) F ¢ de classe C* no R2.
(2.2) 0D = Uy é orientada positivamente (sentido anti-horario), de forma que a regiao D
fic a esquesda. Observar a Fig. 2.

Figura 2: Regiao D e fronteira -, a.

Tendo em vista as afirmagoes acima podemos aplicar o Teorema de Green:

/ ﬁ.dF:/Pdm—l—Qdy—l—/de—l—Qdy:// (a—Q—a—P>dxdy
YU o1 a D 31: ay
// (@—a—P)d:rdy:// —3y%dz dy
p\ 0z dy D



A integral acima torna-se mais facil com uso de coordenadas polares. Sendo xz = 3rcosé e
y = 2rsinf, o dominio D de integracio fica D,y = {(r,0) e R?: 0<r<le0<60<n7}eo
moédulo do Jacobiano é |J| = 6r. Assim,

s 1
// — 3y?dr dy = // —3.(2rsin0)2.6rdr df = —18/ / sin? 0.4r3dr df =
D Drg 0o Jo
™ _ 1 : ™
:—18/ 1 00529'(704 )d@z—l&{@ sin26|"
0 2
33

0 5 4 | =0m
/de+Qdy=/3(P(t,O),Q(t,O)).(l,O)dt:/3 S

-3 -3 31-3

0

Portanto,

/Pdm—i—Qdy:// (6—Q—8—P>dxdy—/Pd:c+Qdy:—97?—18
- p\O0r Oy o

Questao 3. (3 pontos) Seja

(—y, v —1) - e

F= et T e — )]

e v a curva x2 + y? = 16, percorrida uma vez no sentido anti-horario. Calcule / F.di
2l

Solugao: Sendo
il — (_ ’Z_l)
By = i
Fy= (' +ya?, o — oy?)

temos

ﬁ-dF:/F’l-dFJr/F’g-dF
Y Y Y

(1) Passamos a calcular / | - dr,

i
L 1 2z — 1)? 1
Rot(Fy) -k = —
M) k= T ay (G- ) G 1P i
8y? 2 2((x — 1) + 49?)

(@—12+47  (@—12+42 ((@—12+42)?
e Dom(F,) = R% - (1,0). Para calcular f7 Fy -d7 NAO podemos aplicar o Teorema de Green

diretamente pois o campo Fy ndo estd definido em (1,0). Assim, escolhe-se a > 0 suficientemente
pequeno tal que a circunferéncia 7, : (z — 1)? + 4y? = a? esteja contida no interior de v, ver
Fig. 3. Note que basta tomar a = 1.

Seja R = Ext(v,) N Int(7) e aplicando o Teorema de Green:

/ﬂ-d?+/ Fa-dfz//Rot(ﬁ)-dedy:o
Y Ya R

Assim,



Figura 3: Regiao R e fronteira -, ,.

/Fi-df:—/ F, - dr.
Y Ya

Parametrizamos 7, no sentido horério, v,(¢) = (1 + sen(t), cos(t)

2

N . T —cos(t) + " T
/Fl.dF:—/ Fl.df’:—/ —< 2 senlt)) - (cos(t), —Sen())dt:/ —§dt:—ﬂ'
Y Ya

—Tr —Tr

), t € [-m, m]. Entao:

—_

(2) Agora, calculemos [ Fy - dF.

Rot(Fy) - k = —y* — 2

e Dom(F,) = R2. Seja R = Int(y) C Dom(F,) e orientamos v no sentido anti-horario.
Aplicando o Teorema de Green:

/z%.df://—(y%r:c?)dxdy,
o7 R

onde a regiao R em coordenadas polares fica:

R={(p.0) eR*0<p<4—7m <0<}

. 4 m p4 4
/Fg-dF:/ / pPdidp = —2m=| = —1287
o 0 -7 4 0

Finalmente de (1) e (2):

Entao:

/ﬁ-df‘: T — 1287 = —127x

Y



Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
2% Prova - 1° semestre de 2008
Turma B

Questao 1.

(a) (2 pontos) Determine a massa de um fio com densidade 6(z,y, z) = yz e formato de curva
dada pela intersecao das superficies y> + 2> =9ex=1—4% comy >0e z > 0.

b) (2 pontos) Calcule F - d7 sendo dados v(t) = (23,1 —5,2t), tel0,1]e
v

= xreY*
F=(2r+ ——,y+2ze¥*V22 + 1,2+ eyzx/xQ—i—l) :
( o Y Y

Solucgao:
(a) A curva dada pela intersecgao das superficies 4>+ 2> =9ex =1 — fcomy>0ez>0
é representada pela seguinte parametrizacao:

~(t) = (1 — cost,3cost,3sint),t € |0, g]

Entao 7/(t) = (sint, —=3sint, 3cost) com t € [0, 7).

Usando que (z,y, z) = yz, a massa M é

0

M—/é(a:,y,z)ds _ /26(7(t))||7’(t)\|dt—/2QSintcost\/9+sin2tdt
¥ 0

2
2| =3(10v/10 — 27).

0

= 3(9 +sin’t)

Figura 4: Grafico da curva.

(b) F é um campo conservativo em R? pois
Rot F = (e¥* Va2 + 1+ yze* Va2 + 1 — eV Va2 + 1 —yze?*Va? + 1,

Ty eY? zye¥?  zxeY? zx eY? ) — (07 O, O)

V241 V2417 Vr2+1 B Vr2+1
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Logo F' = Vg em R? onde

2 2
pla.yz) =2’ + 5+ 5 + Va2 + 1,

assim

B = o(1) = 2(1(0) = 9(2.0,2) ~ ¢(0,1,0) =6+ V5 - 5~ 1= 3 + V5,

Questao 2. (3 pontos) Calcule

2 .
L [% + 61”2} dr + [2° + y* + In(1 + 2%)]dy

. . 2 2 . . . ;.
sendo 7 a semi-elipse % + & =1, x < 0, orientada no sentido anti-horério.

Solucgao: Queremos calcular / ﬁ.dF, onde
Y

2zy
14 a2

ﬁ:(P,Q):( +el+$2,x3+y2+ln(1+x2)>.

Vamos usar o Teorema de Green.

0oQ o°rP 5 2x B 2x s
(1) e ay-(?)x +1—{—932) <1+$2)—3x.

(2) Sendo D a regiao do R? limitada por v e a, onde a(t) = (0,t), com —3 < t < 3, vem
que:

(2.1) F é de classe C' no R,

(2.2) 0D = o U~y é orientada positivamente (sentido anti-horario).
Observar Fig. 2.

-2 -15 -1 -0.5 0

Figura 5: Regiao D e fronteira v, «

Pelo Teorema de Green (e informagoes 1 e 2 acima):



/ ﬁ.dF:/de+Qdy+/de+Qdy:// (a—Q—a—P)dxdy
YUa ¥ a D Ox ay
// 8_@_@_]3 dxdy:// 32%dx dy

A integral acima torna-se mais facil com uso de coordenadas polares. Sendo z = 2rcoséf e
y = 3rsinf, o dominio D de integracao fica Dyg = {(r,0) e R?: 0 <r <lef <6< 37”} e o
modulo do Jacobiano é |J| = 6r. Assim,

Mas

3n

1
// 32%dx dy = // (2r cos 0)2.6rdr df = 18/ / cos? 0.4r%dr df =
D 0 = Jo

Dr 2

3 3m
2 14cos20 [ 41 0 sin20|?
=18 _— do =18.| =
/5 2 (T 0) {2 T3
t3

/de+Qdy:/3(P(0,t),Q(O,t)).(O,1)dt:/ par="| =18

-3

/Pd:v+Qdy:// (8—Q—%>dxdy—/de+Qdy:97r—18
0% D Ox ay «

Questao 3. Seja

=97

jus
2

Portanto,

(—y, z—1) =

= - 3 -
Fe gt T et @ — )]

e v a curva x2 + y? = 16, percorrida uma vez no sentido anti-horario. Calcule / F - dr
2l

Solugao: Sendo

ﬁz( +yaz e¥ — zy?)
temos: . . 5
F=F F:
F.d /ﬁl~dr+/F2 dF
ol v Y

1 I VI |
(x—1)2+4y> ((z—1)2+49y?)?  (z—1)2+4y?

82 2 2 =12 +4y?)
(r—1)2+4y2  (x—1)24+4y2  ((z—1)2+492)2



e Dom(F,) = R%— (1,0). Para calcular fﬂ/ F,-d7 NAO podemos aplicar o Teorema de Green
diretamente pois o campo F; nao estd definido em (1,0). Assim,escolhe-se a > o suficientemente
pequeno tal que a circunferéncia v, : (z — 1)? + 4y* = a? esteja contida no interior de ~, ver
Fig. 3.Note que basta tomar a = 1.

Figura 6: Regiao R e fronteira 7,7, .

Seja R = Ext(,) N Int(y) e aplicando o Teorema de Green:

/ﬁl-dﬂ—/ﬁl-dF://Rot(F‘l)-dedyzo
ol Ya R
/ﬁl.df:—/ﬁl-dﬁ
Y Ya

Parametrizamos 7, no sentido horério, v,(¢) = (1 + sen(t),

Assim,

cos(t)
2

. R T —cos(t) ¢ - 1
/Fl.dF:—/ Fl.dF:—/ (5 ’1$€”< ) - (cos(t), —Sez(t))dt:/ —gdt ==

v Ya - -

), t € [-m, m]. Entao:

2. Agora, calculemos f7 F, - dF.
Rot(Fy) - k = —y* — a2

e Dom(Fy) = R2. Seja R = Int(y) C Dom(F) e orientamos v no sentido anti-horario.
Aplicando o Teorema de Green:

[Fovdr= [ [~ + aydsay
¥ R

onde a regiao R em coordenadas polares fica:

R={(p,0) eR*0<p<4;—n7<0<m}

. 4 m p4 4
/Fg-dq?:/ / pPdidp = —2m=—| = —1287
. 0o J_n 4 lo

Finalmente de (1) e (2):

Entao:

/ﬁ-dF: T — 1287 = —1277

Y



