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2% Prova - 1° semestre de 2006
Turma A

Questao 1.

a) (valor:1,0) Mostre que o campo ?(x, y,2) = (y®cosz,3y* senz + z,y) é conservativo.

b) (valor 2,0) Calcule

/y3 coszdz + (3y* senz + 2)dy + (y + 2*)dz
¥

onde y(t) = (¢ In(t 4+ 1),¢* — 1,3t — 3), para 0 < ¢ < 1.

_)
Solugao: a) Devemos mostrar que existe uma funcao: ¢ : R* — R tal que Vo = F'. Logo

0

a—i = yPcosz

0

% 3y senx + 2
dy

O _

8, 7

Integrando a Eq. (1) em relagao a x, temos:
p(x,y,2) =y’ senz + h(y, 2)

Derivando Eq. (4) em relagao a y, temos:

g_z = 3y’ senx + 8_y = 3y’ senz + 2
oh
gy 2 M2 =t (z)
De Eq. (3), temos:
O () =y =g (2) =0
0z

Assim, podemos escolher:
9(z) =0
Logo, substituindo esta ultima equagao em Eq. (5) e esse valor em Eq. (4), temos:
o(x,y,2) =y’ senz +zy W

Solugao: b)
/(]_5 + 22?)d7 = /?d? + /zz?d?
gl v v

1
= p(eln2,0,0) — p(0,—1,-3) + / (3t — 3)23dt
0

3t —3)3)1 33
% = 3+-=6 H

= -3
+ 0 3

1



Questao 2. (valor:3,0) Calcule fv(ﬁ + ﬁ).d?, onde

- -
— _—yz—|—x] —

- i
Flay2)= 5ot o Fny.2) =y =17 +a7]

e 7 a circunferéncia de centro (1,0) e raio 4, percorrida no sentido anti-horério.

Solugao: Sabemos que:

/(ﬁ+?’2).d?:/ﬁ.d?+/i.d?
Y i Y

N—— — N ——
Il 12

e Calculo de I, :

Pelo Teorema de Green, temos:

I, = // (27 — 22 + 1)dzdy = 7(4)* = 167
D

e Calculo de [ :

(9)

Sejam 7, a elipse 2 + 2y* = 1 percorrida no sentido horério e R a regiao interior a v e exterior

a 71, dada na Fig. 1. Pelo Teorema de Green, temos:

/F{.d?Jr/ Fd7 = // RotF,. k dedy =0, (RotF, = 0)
v Y1 R

Logo,

I = —/ F.d7
71

Por outro lado,

v 0 [0, 27] — R?
71(t) = (sent, (1/4/2) cost)

Entao

dt

/ﬁ.d? _ /27r _(1/\/5)costcostﬁsent(l/\/ﬁ)(—sent)

= —(1/V2)2r = —V2r
Logo substituindo em Eq. (11), temos:
L = —(—V2r)=V2r

E finalmente substituindo equagdes (14) e (9) em Eq. (8), temos:

/(}71)+?’2).d7:\/§7r+167r: (V2+16)r |

Y

2

(10)

(11)

(12)

(13)



\

y <

Figura 1: D, Dominio de integragao e, R o anel

Questao 3. a) (valor:2,0) Calcule a massa da superficie cuja densidade é

B 4 — a2 — 2
P(I,yaz)— 1+x—2+y2

e que tem a forma da regiao do grafico de z = xy limitada pelo cilindro 22 + y? = 2.

b) (valor 2,0) Calcule a integral de linha f7 xds, onde 7 é a interseccao da superficie
2z =22 —y? com o plano z = 2y, para 0 < x < 1.

Solugao: a) Considere-se a seguinte parametrizacao da superficie S

['(u,v) = (u, v, uv) (16)
onde o dominio D é dado por:

D = {(u,v) : u* + v* < 2u}

(17)
Calculemos a derivada da parametrizacao:
r, (1,0,v)
r, 0,1,u)
Ly AT, = (—v,—u, 1)
Logo

Ty AT, = V1+u?+ 02 (18)



A massa é definida por:

Massa

Logo,

VIC@E R

//\/4—u2—vzdudv
D

w/2

2cos 6
/ V4 — r2rdrdf
—7/2J0

/7"/2 2cos 0
—7/2

1 1

w/2
do = ——/
3 —7/2

_ rz)s/z

0

t 3t?
) = (t,—. =), telo1
v(t) (72,4), € [0,1]
1 3t
"4 = (1,=,=
7'(t) (,2,2)
5 O
,t‘ _ a0
7'(t) 1t
1
/5 92
/xds = /t -+ —dt
8 0 4 4
5 92\*?*41|!
- (z*z 27|,
143/2_53/2
B (27)2

(432|send|® — 4%/)df
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Turma B

Questao 1.

a) (valor:1,0) Mostre que o campo F(.T, y,2) = (y*cosz,4y® senx + z,y) é conservativo.
b) (valor 2,0) Calcule

/y4 cos xdx + (4y®sen x + 2)dy + (y + 2*)d=
.

onde y(t) = (e’ In(t 4+ 1),¢* — 1,5t — 5), para 0 < ¢ < 1.

Solugao: a) Devemos mostrar que existe uma fungao: ¢ : R* — R tal que Vi = F. Logo

oo 4

5, = Y cosz (19)
op 3

Y 4y° senz + 2 (20)
dp

92 Y (21)

Integrando a Eq. (1) em relacao a z, temos:

p(x,y,2) =y senz + h(y, 2) (22)

Derivando Eq. (4) em relagao a y, temos:

0
ik 41 senz + @ = 4y senz + 2
oy oy

SGea B =gl (23)

De Eq. (3), temos:
0
a—f =y+g(z)=y=9() =0 (24)
Assim, podemos escolher:
9(z) =0

Logo, substituindo esta ultima equagao em Eq. (5) e esse valor em Eq. (4), temos:

o(x,y,z) = ytsenz 4+ zy M (25)



Solugao: b)
/(F’H‘*?)d?’ - /?d?’+/z4?d?’
gl v v

1
= p(eln2,0,0) — p(0,—1,-5) + / (5t — 5)*5dt
0

t — 51 5
(5t = 5" :—5+%:620 m

= -5
T

0

Questao 2. (valor:3,0) Calcule fv(ﬁ + E).d?, onde

- -
— _—yz—i—xj — —

H
Fi(x,y,2)= e Fy(r,y,2)=yRz—1)i +2%;
e 7 a circunferéncia de centro (0,1) e raio 4, percorrida no sentido anti-horario.

Solugao: Sabemos que:

/(ﬁ+?’2).d? - /ﬁ.d?+/ﬁ§.d? (26)
v vy Y
—— —_—
I I

e Calculo de I :
Pelo Teorema de Green, temos:
I, = //D(Qx — 27 + 1)dzdy = 7(4)* = 167 (27)
e Calculo de [ :

Sejam 7; a elipse 22 + 3y? = 1 percorrida no sentido horério e R a regiao interior e v e exterior
a v, dada na Fig. 2. Pelo Teorema de Green, temos:

- - - — —
/Fl.dr +/ Fdv ://RotFl.kd:):dyzo, (Rot 7, = 0) (28)
Y Y1 R
Logo,
L=— / F.d7 (29)
Y1

Por outro lado:

7 0 [0,27] — R?
Y1(t) = (sent, (1/+/3) cost)



Entao

/ ?’l,d? B /27r —(1/\/5) C082t+sfnt(1/\/§)(_sent)dt

2
= —(1/V3)2r = —g\/ﬁw
Logo substituindo em Eq. (11), temos:
2 2
I = —(—gx/ﬁn) = 5\/57

e finalmente substituindo equacoes (14) e (9) em Eq. (8), temos:

2
/(1171> + Fg).d? = g\/gﬂ' + 167 = 2(? +8)r N

~

YA

A\ Lo}

(5.0)

Figura 2: D: Dominio de integracao, R: Area do anel

Questao 3. a) (valor:2,0) Calcule a massa da superficie cuja densidade é

4 — % —y?
(T, y,2) =\ ——% >

e que tem a forma da regiao do gréfico de z = xy limitada pelo cilindro 22 + 3? = 2y.

(30)

(31)

(33)

b) (valor 2,0) Calcule a integral de linha fv xds, onde 7 é a interseccao da superficie

2z =22 —y% com o plano y = 2z, para 0 < y < 1.
Solugao: a) Considere-se a seguinte parametrizacao da superficie S:
[(u,v) = (u, v, uv)

onde o dominio D ¢é dado por:



D = {(u,v) : u® +v* < 20} (35)
Calculemos a derivada da parametrizacao:
r, = (1,0,v
r, = (0,1,u
FyAT, = (—v,—u, 1)
Logo
Ty ATy = V14 u?+ 02 (36)

A massa é definida por:

V4 —u? —0?

Massa = //Dm\/mdudv
= //mdudv
7rD2sen0
= / / V4 —r2rdrdd
01 . 2sen §

3

2)3/2

/;(4—7'

1 i
do — —-/ (4372 cos 0 — 43/2)dp
0 3 0

43/2 9 /2
= - 2432 / cos® Bdf
3 3 0
8§ 16 [™? 8 4
= —T—— cosf(1 —sen*0)df = —~(m — =) A
3 3 3 3

0

Solugao: b) Dos dados do problema,

Logo,

obtemos o seguinte caminho:

3t?

=), telo,1
) telo
3t
5)
92 /5 + 912
4 2

t
= (=t
(27 Y
1
-1
(27 ’

5

4

/lt\/5+9t2 "
0 2 2

1 1

4
(143/2 _ 53/2)

1
$2)3/2 —
(5+9t%) 5

0
1

4(27) "



