Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
22 Prova - 1o semestre de 2005

Questao 1. (2,0 pontos) Calcule /x dy + 2xy dz, sendo 7 a curva obtida pela intersecao das

gl
superficies 222 4+ y? = 2+ 22ex — z = 1, tal que a sua projecao no plano Ozy seja percorrida
uma vez no sentido anti-horario.

Solugao: A expressao da curva 7y é obtida da intersecao das superficies:

222 4+ y? = 2 + 22
z=x—1,

entao:
202 + 2 =2+ (2 —1)?
(z+1)?+y*=4

Assim, uma parametrizagao da curva  no sentido anti-horario é:

z(t) = —1 4 2cos(t)
y(t) = 2sen (t)
z(t) = 2cos(t) — 2, (pois z=x — 1), t € [0, 27]

x: (t) = —2sen (t)
y/(t) = 2 cos(t)
z (t) = —2sen ()

Agora passamos a calcular a integral pedida

/x dy + 2xy dz = /0 ' [2(2 cos(t) — 1) cos(t) + 4sen (t)(2 cos(t) — 1)(—2sen (t))] dt =

/27r (4 cos?(t) — 2 cos(t) — 16sen *(t) cos(t) + 8sen*(t)) dt =
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Entao

/xdy+2xy dz = 12m.
”

Y
72 + y2’ 72 + y
fw F' - di sendo v a fronteira da regidao do plano determinada por —1 < y < 1 — 22, orientada
no sentido horario.

Questio 2. (3,0 pontos ) Seja F(z,y) = (z(e”)? —

5 +ycos(y) + ). Calcule

Solugao:



Sejam

= —Y

X

Fula,y) = (2()2, yeos(y) + ) e Frle,y) = (

entao
vy v v
Seja By a regiao —1 <y <1 — 22 Isto é,
By ={(z,y)/ —V2<2 <2, —1<y<1-2?}

Aplicando o Teorema de Green para o campo Fj na regiao By temos
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onde
P(z,y) = 2(e")* e Q(x,y) = ycos(y) +x
E entao 90 5p
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Para calcular fﬂ/ﬁg -d”  NAO podemos aplicar o Teorema de Green diretamente pois o

campo Fy nao esté definido em (0,0) e (0,0) € By. Para calcular essa integral, escolhe-se a > o
suficientemente grande para que a circunferéncia v,(t) = (acos(t), asen (t)), t € [0, 27| contenha
B; em seu interior; e aplica-se o Teorema de Green na regiao B, comprendida entre as curvas

Y€ Y-
1 \// {
B2
Figura 1. Regiao Bs e fronteiras v, v, .
Assim,
= = = 0 0P
/FQ-dFJr/ Fg-dF:/ Fg-dF:// (—Q——)dmy:o
vy Ya 0B> By Ox 8y
Onde
P(z,y) = Zrge Qz,y) = Zi
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Calculamos a integral na curva 7,:

/ B ar /Ozyr {(_asen (t))(—asen (t)) N (acos(t))(acos(t))t)] g — /027r Ldt = 2r.

a?cos?(t) + a?sen?(t)  a?cos?(t) + a?sen?(

/ﬁg~d77:—27r
N

entao

Finalmente,

Questao 3.(4,0 pontos)

a)(2,0 pontos) Verifique que o campo F = (yzcos(zz) + 1, sen (zz + 2, zycos(zz) + 3) é
conservativo e calcule /ﬁ -dr’onde y(t) = (t, 2t%, t?), t € [0, 1].

b)(2,0 pontos) Calcule a massa do fio dado pela interse¢ao da calha y = z?
z=uetal que 0 < x <1, sendo a densidade dada por §(z,y, z) = 2.

com o plano

Solugao: a) Para verificar que o campo é conservativo calculemos
a.1)O Rotacional de F' é dado por:

i j k
o 9 0 9

Rot(F) = Pz Em 9z

yzcos(xzz) +1 sen(zz)+2 xycos(rz)+3

(x cos(zz) — xcos(zz), ycos(xz) — xyzsen (xz) — ycos(xz) + xyzsen (xz), zcos(xz) — zcos(xz)) =
=(0,0,0)

a.2)O Dominio de definigao de Fé R3, o qual é simplesmente conexo.
De (a.1) e (a.2) concluimos que F' é conservativo.
Agora vamos obter um potencial ¢ de F, isto é, Vo = F'. Sabendo que:

g—i =yzcos(xz) + 1 (%)
g—‘yp = sen(xz) + 2 (*x)
e _

o0 = aycos(wz) + 3 (* * *)

Integrando (**) em relacao a y:

o(x,y,2) = /(sen (x2) 4+ 2)dy = ysen (xz) + 2y + n(z, z) (1)

Derivando em relagao a x:



Oy _ on
5 = V* cos(xz) + B

devido a (*) temos 32 = 1. Entdo: n(z,z) = = + B(2).

Dai, por (1), cp(x,y, z) = ysen(zz) + = + 2y + [B(z) e derivando em relagao a z: g—‘j =
zycos(xz) + ('(2), e devido a (***) temos: 3 (2) = 3 de onde 3(z) =3z +c.

Assim temos que os potenciais de F sao da forma o(x,y,z) =ysen (zz) +x+2y+3z+¢
com ¢ € R.

Portanto a integral do campo F na curva v fica

/ F o dit = p(y(1)) — p(1(0)) = (1,2, 1) — 9(0,0,0) = 2sen (1) + 8

Observagao: Exibir um potencial de F' é suficiente para provar que ele é conservativo, pois
o dominio é R3, que é conexo.

b)A curva que resulta da intersecao de

y =2’
z=ux, x€l0,1]

é~(t) = (t,12,t), t € [0,1] de onde temos: v (t) = (1,2t,1) e Hv/(t)H =2+ 412
Assim, a expressao da massa fica:

M = / Hdt /Olz(t)"y(t)

1
1
H dt = / tV2 4 4t2dt = E(6\/5 —2V2).
0



