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onde R é a regiao interna & esfera z% + y* + 2% = 42 e externa ao cone 2% = 3(z? + y?).

Questao 1. (Turma A) Calcule:

Solucao:
Primeiro, identificamos o dominio de integracao. Usamos coordenadas esféricas:

x = p sen pcosf
y = p sen  sen 6
Z = pcosp
Usando isto, a esfera fica:
P+ =4r e pP =4dpcosp o p=4dcosyp
E o cone:
T

1
2 =3(2® +9%) & 3pcos p = p seng0<:>tan2g0:§<:>g0:6

Ou seja, integramos desde o dngulo ¢ = % até ¢ = 7 (regido externa, ver figura abaixo).

Dominio de integracao

Portanto
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Questao 2. (Turma A)

a) Mostre que o campo F(z,y) = (coszcosy — y, — senx seny — x) é conservativo e cal-
cule [ F'-dr, onde y(t) = (t*,#%) com —1 < ¢ < 1.

b) Calcule fvfds, onde f(z,y,z) = xz onde v é a parte da curva obtida como intersecgao
das superficies de equacao 2% + 4y? = 1 e 2® + 22 = 1, contida no primeiro octante (z > 0,
y>0ez>0).

Solugao: a) Calculemos o rotacional do campo. Para isso escrevamos F(z,y) = (cosz cosy —
y,— senz seny —z) = (P(z,y),Q(z,y)), logo:

0Q

— = —cosx seny — 1
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— = —cosx seny — 1
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Assim, F tem rotacional nulo e é de classe C'' em R?, que é simplesmente conexo. Segue que
F é um campo conservativo. Portanto existe um potencial f tal que Vf = F', ou seja:

of

5g — COSTCOSY —y (1)
of
a—y——senx seny —x (2)

Grafico da curva.

De (3) segue que f(z,y) = [(coszcosy —y)dr = senzcosy — zy + ¢(y). Derivando em
relacao a y obtem-se g—i = —senz seny —x + ¢'(y). Da equagao (4) temos ¢'(y) = 0 entao ¢
é constante. Logo um possivel potencial é f(z,y) = senxcosy — xy.

Calculamos agora a integral:

/ Far= [ Vi) ) dt = Fr(1) — f(H (1)) = F(L,1) — f(1,~1) =

-1
= senlcosl —1—(senlcos(—1)+1)= senlcosl— senlcosl —2= —2

b) Procuremos uma parametrizagao de . Como 2? + 4y = 1 < 2* + (1%3)* = 1 temos
2

uma elipse no plano x — y. Entdo usamos z(t) = cost, e y(t) = + sent. Para z(t), resolvemos
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Gréfico da curva.

z(t)?+2(t)> = 1, e assim z(t) = sent. Paro o dominio de ¢, como estamos no primeiro octante,
temos ¢ € [0, 5] (ver figura ).

Portanto v(t) = (cost, s sent, sent), 1 < ¢ < Z. Logo 7/(t) = (— sent, 5 cost,cost), e

também [|7/(t)|| = /1 + § cos®t. Assim, a integral fica
3 3 1
/fds = / F@) - I @)l dt = / cost senty/1+ Zcoszt dt
0% 0 0

. 2 ~
Para resolver esta integral fazemos a mudanca u = 14 -, entéo:

1 1 4
/costsent\/1+z—lcos?tdt: —2/u2 du = —gu%
3 4 5.3

— 1= (2)
0 3{ (4)]

Questao 3. (Turma A) Calcule fw(y2 + senz?)dr + (22 + 1) dy onde v é o semi-circulo

x = /1 —y? percorrido de (0,—1) a (0, 1)

Finalmente:
cos? t

/Wfds:%l(l—l— 1 )

Solugao: Para calcular a integral usamos a parametrizagdo a(t) = (cos(t), sen (t)), para
t € [-%,5]. Com isso escrevemos:

12/ (y* + Senx2)+(:1€2—|—1)dy:/dew+$2dy+/ senz’dr +dy =1+ I,
(5] a1
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Calculamos I;:
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Para obter I precisamos a curva as(t) = (0,—t), com ¢t € [—1,1] (ver figura). Usando o
Teorema de Green, com P(z,y) = senx? e Q(z,y) = 1, temos:

b4

Gréfico da curva.

0 0
senx?dx + d ://— 1) — —(senz?) =0
/ v=[ | 5o =5 (sens?)

/senxQd:E—l—dy:—/ sen 22 dz + dy

Q2

Logo

Portanto, como z = 0 em axs:

1
IQ:/ senx2dx—|—dy:—/ senxzdx—l—dy:—/ dy:—/ —dt =2
[e%1 (%) (%) —1

Segueque]z]l—l—lgzg—i—Q:%.

Questao 1. (Turma B) Calcule
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onde R é a regidao interna a esfera a2 + 3% + 22 = 4z e externa ao cone 322 = 2% + y2.

Solugao: Primeiro, identificamos o dominio de integragao. Usamos coordenadas esféricas:
x = p sen pcosf
Yy = p sen  sen
2z = pcosp

Usando isto, a esfera fica:

P4y + =42 pP =4dpcosp & p=4dcosyp

E o cone: -
22 =3(2* +y?) & 3pcosp =psenp & tan’ p =3 & p = 3



Grafico do dominio de integragao.

Ou seja, integramos desde o dngulo ¢ = % até ¢ = 7 (regido externa, ver figura ).

Portanto,

5 dcosp 27
///zzdzdydz:/ / / p* cos® pp? sen pdf dpdyp =
R = Jo 0

5 4 cos ¢
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Questao 2. (Turma B)

a) Mostre que o campo ﬁ(x,y) = (senx seny + y,—coszcosy + x) é conservativo e cal-
cule [ F - dr, onde y(t) = (t*,¢) com —1 <t < 1.

b) Calcule f7 fds, onde f(x,y,z) = xz onde 7 é a parte da curva obtida como intersecgao
das superficies de equacdo 2% + 4y?> = 1 e 2® + 22 = 1, contida no primeiro octante (z > 0,
y>0ez2>0).

Solucao:
a) Calculemos o rotacional do campo. Para isso escrevamos F'(z,y) = ( senx seny +y, — cos x cosy +
) = (P(2,y), Q(z,y)), logo:

0

—Q = senxcosy + 1
ox

oP

— = senxzcosy + 1
dy



Assim, F tem rotacional nulo e é de classe C'' em R?, que é simplesmente conexo. Segue que
F é um campo conservativo. Portanto existe um potencial f tal que Vf = F', ou seja:

%: senz seny + vy (3)
g—;j——cosxcosy +x (4)

De (3) segue que f(z,y) = [(senz seny + y)dr = —cosx seny + zy + ¢(y). Derivando em
relacao a y obtem-se g—i = —coszcosy +x+ ¢'(y). Da equagao (4) temos ¢'(y) = 0 entao ¢ é
constante. Logo um possivel potencial é f(x,y) = — cosx seny + xy.

Calculamos agora a integral:

/ Far= [ Vi) ) dt = F(r(1) — F(1(=1)) = F(L,1) — f(1,~1) =

-1
=—coslsenl+1—(—coslsen(—1)—1)=—2coslsenl+2

b) Procuremos uma parametrizacao de vy. Como z? + 43> = 1 & 22 + (%)2 = 1 temos

uma elipse no plano z — y. Entdo usamos z(t) = cost, e y(t) = 3 sent. Para z(t), resolvemos

z(t)?+2(t)?> = 1, e assim z(t) = sent. Paro o dominio de ¢, como estamos no primeiro octante,

temos ¢ € [0, 5] (ver figura ).

Gréfico da curva.

Por tanto v(t) = (cost, 3 sent, sent), 1 <t < Z. Logo 7/(t) = (— sent, 1 cost,cost), e
também [|7/(t)]| = /1 + § cos?t.
Assim, a integral fica:

3 3 1
[/fds:/o f('y(t))-H’y'(t)Hdt:/O costsent\/l—i—zcos%dt

. > ~
Para resolver esta integral fazemos a mudanca u =1+ %ﬁ, entao:

1 1 4
/cost sent\/1+zlcos?t dt = —2/u2 du = —gu
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Finalmente,

Questao 3. (Turma B)

Calcule fv(y2 + 1)dx + (2? + seny?)dy onde v é o semi-circulo y = /1 — 22 percorrido de
(—1,0) a (1,0)

Solugao: Para calcular a integral usamos a parametrizagdo a(t) = (cos(t), sen (t)), para
t € [-m,0]. Com isso escrevemos:

1=/ (V> + 1)+ (2° + SenyQ)dyZ/deHfdva/drH seny’dy = I, + I

Calculamos I;:

0 0
[1_/y2dx+x2dy—/ sen?t - (— sent)dt+/ cos’t - costdt =
aq

0 0 o 3,70 a0
3 3 cos”t sen °t 2 2 4
- tdt tdt = t— t— == (=)= —
/_7r sen + /_7r COS [cos 3 ]ﬂ + [ sen 5 1ﬂ 3 ( 3) 3
Para obter I precisamos a curva ay(t) = (—t,0), com ¢t € [—1,1] (ver figura). Usando o

Teorema de Green, com P(z,y) =1 e Q(z,y) = seny?, temos:

Gréficolda curva

0 0
dr + sen’d ://—sen2——1:0
/ vy = [ [ SCsenst) = )

/ dr + seny’dy = —/ dr + seny’dy

Q2

Logo

Portanto, como y = 0 em ap:

1

]2:/ dx + sendey:—/ dx + Seny2dy:—/ dx:—/ —dt =2
[« %1 a9 Qs —1

Segueque[:[1+12:§+2:%.



