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Questao 1. (Turma A) Calcule:

][y a

onde S é a regido limitada pela esfera z2 + y? + 22 = 4z e pelo cone 22 = y? + 22, que contém
o centro da esfera e tal que y > 0.

Solugao: Primeiro, identificamos o dominio de integracao. A esfera é:

22+ y? 4 2% =4x
22 —dr+4+yP+ 22 =4
(r —2)2+y?+22 =22

que tem centro em (2,0,0) e raio 2. Da férmula 22 = y? + 2% vemos que o cone tem simetria
com respeito ao eixo x. Levando em conta isto e que y > 0, temos a figura abaixo mostrando
a regiao S.
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Grafico do dominio de integracao

Isto sugere usar coordenadas esféricas modificadas, pensando no eixo x como sendo o eixo
vertical:

T = pCcosy
Yy = p sen  cos 6
z = p sen p senf

cujo Jacobiano é dado por

cos sen p cos sen  sen 6
8(1‘,]/,2) o 2
N0 ) —pseny pcospcos  pcosyp senf | = p° sengp
(p: 0, 0) 0 —p senp senfl p sencosf



Agora vejamos os limites de integragao: como y > 0, deve ser —3 < 6 < 7. No plano y = 0

temos x? = 22, ou seja, 0 < p < 7. E como p varia de 0 até encontrar a esfera temos:

22+ y? 4 2% =dx
p* = 4pcosp
p=4cosp parap#0

Logo a integral é:

4cosp 4
///xdxdydz—/ / / pCOS P p sengpdpd@d@-/ / cos ¢ sen@pz
bl

/ / Cos ( sen ZCOS <pdgod9—43/ / cos’ p sen ¢ do df = 43/2 _cosTp)d db =
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Questao 2. (Turma A) Calcular:

/ ety d e=2+y d

T dt Y s

(a2 4 2)? Yy (22 + 2)? Yy

onde v é dada em coordenadas polares por 7() = 27 + 6, para —§ < 0 < 7”

Solugao: Vamos resolver de duas formas diferentes.
Forma 1: Procurando um potencial
Temos

Z1y? e y?
P(z,y) = ﬁ ; Qry) = yﬁ

22— 92 = (14 2(s 4 4?))

Procuremos um potencial ¢(z,y):
1

dp __ - eZQ-HI?
oz P(:v,y) =T 222

Integrando com respeito a x:

ex?+y? 1 fe 1.1 1,
/Imdl’z 5 EdUZ—Q[eu]—}-C: —5[6(22+y2>2]+0<y)



Logo,

1
5 1 ex2+y? dC
92 — B[ L) + Oy)] = y (e + 10
Como devemos ter %5 = Q(z,y), temos que C(y) = C. Portanto ¢(z,y) = _%(611;2 +y?) é

um potencial. Assim, a integral nao depende do caminho; somente depende dos pontos incial
e final:

7 3 1
/Pd:}c+Qdy: <,0(0,—7r) —go(O,—W) = - [eﬁ —eﬁ}
. 2 2’7 2

Forma 2: Usando o Teorema de Green
Sejam v, e v, definidas por

71 (t) = (cost, sent) parat € [0,27]
Y2(t) = (0,1) para t € [22, 1]

Levando em conta as orientagoes (ver figura abaixo), e usando o Teorema de Green temos
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Gréfico das curvas v e ;.

/de+Qdy +/de+Qdy +/Pdm+Qdy:0

ol 7 72

2m
/de—i—Qdy: —/ [cost - (— sent) + sent-cost] dt =0
7 0

1
2 tet? 1 2 777( 1
Pd dy = — dt = —e@|’ =—
/72 r+Qdy / 4 ¢! w )

N | —

/Pd:v—i—@dy:
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Questao 3. (Turma A) Calcular:

4 2,.2
-y -y rt+x 2 Yy
d In(1 d
/7 ey :c—l—(n( +y)+x2—|—y2) Yy




onde v é dada por (z —2)? + y? =1, com y > 0, orientada de (1,0) para (3,0).

Solugao: Seja v (t) = (¢,0), comt € [1,3], e sejaaregido D = {(m,y) 1<2<30<y</1—(x— 2)2}

(ver figura abaixo).
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Gréfico das curvas

Aplicando o Teorema de Green, e tomando cuidado com as orientagoes, temos:

P
—/de+qdy+/de+qdy:// (@—8—) dx dy
- " p\Odr Oy

oP
Agora, fazendo as derivadas obtemos — — — = 2y, entao:

or Oy
3 prr/1—(z—2)2 3 __9\373
//de:cdy:/ / 2yd:cdy:/ [1—(90—2)2] dr = {x—ul :ﬁ
D 1 Jo 1 3 ;3

E também X
1

/de—i—@dy:/ —dt=1n3
gt 1t

Portanto
4

/de+Qdy:/Pdm—i—Qdy—//demdy:ln?)——
vy " D 3

Questao 1. (Turma B) Calcule:

[ o ay iz

onde S ¢ a regido limitada pela esfera x? + y? + 22 = 6y e pelo cone y* = ? + 2%, que contém
o centro da esfera e tal que x > 0.
Solugao: Primeiro, identifiquemos o dominio de integracao. A esfera é

Pty +22=6
24y —6y+9+22=4
2?2+ (y —3)2 4+ 22 =32

4



que tem centro em (0, 3,0) e raio 3. Da férmula y? = 2% + 2% vemos que o cone tem simetria
com respeito ao eixo y. Levando em conta isto e que x > 0, temos a figura abaixo mostrando
a regiao S.
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Dominio de integracao

Isto sugere usar coordenadas esféricas modificadas, pensando no eixo y como sendo o eixo
vertical:

-

Variagao de .

x = p sen p senf

Yy = pcosp
z = psenpcosf

cujo Jacobiano é dado por:

9 sen ¢ sen 6 cos sen y cos 6

(JZ Y, )_ _ 2
oo d) | PEsY senff —psenyp pcospcosf | = p”senp
(p:,0) p sen p cos 0 —p sen p sen f

Agora vejamos os limites de integracao: como z > 0, deve ser 0 < § < w. No plano x = 0
temos 3% = 22, ou seja, 0 < p < 7+ E como p varia de 0 até encontrar a esfera temos:

22 +y? 4 2% =6y

p* = 6pcosp

p==06cosyp parap#0
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Logo a integral é

4 |6cosp

[ ] [sydadydz = [ fo% 06cos¢pcos<pp2 senpdpdpdd = [ fog cos ¢ sen @ £ . dp df =

L [T 6 —cosSp |5 [T 6 1 6.7 189
%/ /4cos5<psengodgod9:—[ cos (’0] 4/ dd = —[1—=|r = T=—T
0 0 0

4 6 0 4 8 29 4
Questao 2. (Turma B) A resolucio ¢ andloga a da Turma A.

Questao 3. (Turma B) Calcular:

/ 2% + 22%y% +
y 2?2 + y?

Y
dz + (In(1 4y d
T+ (n( +y )+x2+y2> Y
onde v é dada por (z — 3)? + y* = 4, com y > 0, orientada de (5,0) para (1,0).

Solugao: Seja~v(t) = (¢,0), comt € [1,5], e seja aregiao D = {(x,y) 1<2<50<y</4—(r— 3)2}
(ver figura).
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Aplicando o Teorema de Green, temos:

—/Pdm—l—qdy—i—/Pdm—l—qdy:// (8—Q—6—P> dz dy
v 7 p \ 9z dy

Agora, fazendo as derivadas obtemos % — %—I; = —4y, entao:
5 py/4—(z—3)2 5 2 — 2)3 > _p4
//—4ydxdy:/ / —4yda:dy:/ [2(%—3)2—8} dmz{w—&s] = —
D 1 Jo 1 3 1 3
E também

5
1
/Pdm+Qdy:/ —dt =1nb
M 1t

Portanto

64
/de+Qdy=// —4ydwdy—/Pdm—|—Qdy:___1n5
v D - 3



