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MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
22 Prova - 1o semestre de 2001

Turma A
Questao 1.(4,0 pontos) Calcule as integrais:
(a) fw ydz — zdy + xdz, onde 7 é a interseccao das superficies z = /1 — 22 — 2y2 e z = /2y,
de (1,0,0) a (—1,0,0)

(b) fv <x2y —cosxT + y—;) dx + (xy+siny)dy, onde 7 é a fronteira da regiao do plano limitada

pelas curvas y = 2° + x e y = —2? + = + 2, orientada no sentido anti-horario.

Solucao:

a)

Figura 1:

Seja v; a projecao de v no plano zy. Para obter a equagao de 7, eliminamos a variavel
z das equacoes dadas, obtendo /1 — a2 — 2y2 = /2y, isto é, 2> + 4y> = 1. Como y > 0,
v é parte da elipse 2? + 4y?> = 1 contida no semiplano superior y > 0 orientada no sentido
anti-hordrio. Logo, 71 ¢ dada por 71 (t) = (cost, 5sint), com 0 < ¢ < 7. Assim, v ¢ dada por
v(t) = (cost, 3 sint, ‘/75 sint), com 0 <t <.
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Figura 2: ~y

Como 7 é uma curva fechada e o campo é de classe C! em todo R?, podemos usar o teorema
de Green. Assim,

2
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onde D é a regiao do plano limitada pelas curvas y = 22> + v e y = —2% + 2 + 2. Agora usando
o Teorema de Fubini, temos
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Questao 2.(3,0 pontos) Seja

— —y . T -

F = '
(z.9) 4x? + 9y22 * 4x? + 9y2‘7

(a) Calcule rotF.

(b) Calcule fw Fdr, onde 7y ¢ a circunferéncia de centro (0,1) e raio 2, percorrida no sentido
horario.

(¢) F éum campo conservativo em R? — {(0,0)}? Justifique.

Solugao:
a)
wiFo|e o w|_ o = N o/ - \|;
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Figura 3: ve

Consideremos a elipse v; : 422 + 9y? = 1 orientada no sentido horério. Pelo Teorema de

Green, temos
/ﬁdf—/ ﬁdF:—// (0_@_3_]3) dxdy,
v 7 p \ 0z Iy

onde D é a regiao entre a elipse v; e a circunferéncia dada.



Como rotF =0 em D, e 7(t) = (% sint, %cos t), com 0 <t <27, temos
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¢) Se F fosse um campo conservativo em R2—{(0,0)}, entdo a integral fv FdF seria zero, para
qualquer curva fechada 7 contida em R? — {(0,0)}. Como a integral ao longo da circunferéncia
no item b) ndo ¢ zero, segue-se que F' nio é um campo conservativo em R? — {(0,0)}.

Questao 3.(3,0 pontos) Seja

D:{(x7yaz) €R33$2+92+Z2§227 ZZ \/$2+y27 ZS \/3(x2+92)}.

Calcule [ [ [, zdzdydz.

Solugao: O conjunto D é a regiao do espaco limitada pelas seguintes superficies: a esfera

2?2+ y* + (2 — 1) = 1 e os cones de equagoes z = /22 + y2 e z = /3(z% + y2).

Vamos usar coordenadas esféricas:

xr = rsinpcost
Yy = rsinpsind
Z = TCosp,

cujo jacobiano é J = r?sin (.
Em coordenadas esféricas, a equacao da esfera dada é r = 2cosp e a regiao D pode ser
descrita tomando 0 <7 < 2cosp, 0 <0 <2mwe % <p< 7

Figura 4: D
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Turma B
Questao 1.(4,0 pontos) Calcule as integrais:
(a) fw ydx — zdy + xdz, onde 7 é a interseccio das superficies z = /1 — 22 — 4y2 e z = /By,
de (1,0,0) a (—1,0,0)
(b) fv (x*y — cosx + xy?) dx+ (z*y+siny)dy, onde 7 é a fronteira da regiao do plano limitada
pelas curvas y = 22 + x e y = —2% + x + 2, orientada no sentido anti-horario.
Solucgao:

a)

Figura 5: v

Seja v, a projecao de v no plano zy. Para obter a equagao de 7, eliminamos a variavel
z das equacoes dadas, obtendo /1 — 22 — 4y? = /5y, isto é, 22 +9y*> = 1. Como y > 0,
~ é parte da elipse 2% + 9y?> = 1 contida no semiplano superior y > 0, orientada no sentido
anti-horario. Logo, v; é dada por v;(t) = (cost, % sint), com 0 <t < 7. Assim, v é dada por



v(t) = (cost, 5 sint, ‘[ sint), com 0 <t < . Logo,
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Figura 6: v

Como 7 é uma curva fechada e o campo é de classe C! em todo R?, podemos usar o teorema
de Green. Assim,

/ (:EQy — cosT + ny) dx + (xy + siny)dy
Y

// (2zy — 2 — 2zy)dady = — // w2 dxdy,
D D

onde D é a regido do plano limitada pelas curvas y = 22 +x e y = —2? + 2 + 2. Agora usando
o Teorema de Fubini, temos
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Questao 2.(3,0 pontos) Seja

F = '
(@9) = gt 27 T o 2y

(a) Calcule rotF.

(b) Calcule fw Fdr, onde 7y ¢ a circunferéncia de centro (0,1) e raio 2, percorrida no sentido
horario.

(¢) F éum campo conservativo em R? — {(0,0)}?. Justifique.

Solugao:

a)

rotF = | & ]@ U Of = N_9( =y k
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9z2+4y2  9x244y?
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Figura 7: ve 1

Consideremos a elipse 7, : 922 + 4y* = 1, orientada no sentido horario. Pelo Teorema de
Green Generalizado, temos

/ﬁdf—/ Fdi = —// (a—Q—a—P> dxdy,
Y 7 p \ 0 Iy

onde D ¢ a regiao entre a elipse v, e a circunferéncia dada.



Como rotF =0 em D, e 7(t) = (% sint, %cos t), com 0 <t <27, temos
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c) Se F fosse um campo conservativo em R2—{(0,0)}, entao a integral f«, FdF seria zero, para
qualquer curva fechada 7 contida em R? — {(0,0)}. Como a integral ao longo da circunferéncia

no item b) ndo é zero, segue-se que F' nao é um campo conservativo em R? — {(0,0)}.
Questao 3.(3,0 pontos) Seja

2 2
D_{(Ly’Z)ERS:x”yQ*zzSQ% 2> x;y, ZS\/J:2+?42}.

Calcule fffD zdxdydz.

Solucao:
D ¢ a regiao do espaco limitada pelas seguintes superficies: a esfera z% + 3> + (2 — 1)? = 1

~ 2 2
e os cones de equacoes z = /22 +y2 e z = 4/ (m?’i)
Vamos usar coordenadas esféricas:

xr = rsinpcost
y = rsingsinf
Z = rcosg,

cujo jacobiano é J = r?sin (.
Em coordenadas esféricas, a equacao da esfera dada é r = 2cosp e a regiao D pode ser
descrita tomando 0 <7 < 2cosp, 0 <0 <27 e % <p< %

Figura 8: D
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27 3 2cos
/// zdxdydz = / dﬁ/ dgo/ 7 cos ¢ - 2 sin pdr
D 0 T 0
27 z 2 s 6
= / d9/340085<psing0dg0:4/ ( o8 QO)
0 z 0 6

-5 |@-(9)]-%

us
3

do

s
4

10



