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Turma A

Questao 1. Calcule a integral

/ zdx — ydz
”

, . - . L. 2 2 2 .
onde 7 é a intersegao do elipséide 5 + & + % = % com o plano y 4+ z = 2 orientada de forma

que a projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-horario.

Solucgao: Seja 7, a projecao de v no plano zy. Entao, v, satisfaz %2 + % + % = %, isto é,

2 2_ 2 —1)241 . 2 —1)2 , .
=+ W = g ou G + % = %, ou ainda, % + % = 1. Portanto, 7; é uma elipse,

cuja equacgao paramétrica é:
z(t) = 3cost
Y1t . .
y(t) = 1+ 2sint,
com 0 <t < 2m.

Pl ST o
Figura 1: v
Portanto uma parametrizagao para 7 é:
x(t) = 3cost
v:e y(t) = 1+ 2sint
z(t) = 1—2sint,

com 0 <t <27.



Logo,
2m
/zdm —ydz = [(1 —2sint)(—3sint) — (1 + 2sint)(—2cost)|dt
! 2m
[—3sint + 3sin®¢ + 2 cost + 2 sin 2¢]dt

I
S—

2
= [—3sint + 3(1 — cos 2t) + 2 cost + 2sin 2t|dt

I
D
SIS

Questao 2. Calcule a integral

T Y
/y(m—f‘ln(l‘—i-ll)) dl‘-i— (x2+y2+y> dy

2

onde v é a parte do grafico da parabola y = 4 — x* no 1° quadrante, orientado no sentido

horério.

Solugao:

¥ = gewmy 0.000000 <= x <= 2000000 ¥

1+

Figura 2: ~

Seja F(xz,y) = <%er2 + In(z + 4)) i+ (ﬁ + y) j. Como

- 0 Y 0 x -
TR R —

e considerando o dominio D = {(z,y) : . > —4 e y > —x} que é simplesmente conexo, Fé
conservativo em D e portanto, existe U : D — R tal que

{ %—g = rngyg+ln(:E+4)

[oA— ]
Oy — x24y? +y

2



Da primeira equacao, temos

Ulx,y) = %ln(mz + )+ (z+4)In(x +4) — (z +4) + c(y);

substituindo na segunda equacao, obtemos

, logo d(y) =y, e assim, c(y) = %.
Obs: [In(u)du = uln(u) —u
Logo,

1 2
Ule,y) = 5@ +3) + (@ +4) (e +4) = (@ +4) + 5
é um potencial para F'. Portanto

3} 1
/FdF — U(2,0)—U(0,4) =2In4+6In6 — 6 — (§ln16—|—41n4—4+8)
.

= In24+6n24+6n3—-6—-—2n2—-8n2—-4=-3n2+6In3—-10

Questao 3. Calcule a integral

/(:):y — 2?)dz + (¥ + 1)dy

v

onde 7 é o grafico de y = sen x, no intervalo 0 < z < 7, percorrido no sentido de x crescente.

Solucgao:

Figura 3: v ey



Seja 1 a curva consistindo do segmento de reta unindo (7, 0) a (0,0). Junto com +y, obtemos
uma curva simples e fechada, orientada no sentido negativo.

Como F(z,y) = (zy — 22)i + (%’ 4+ 1)] é de classe C" em todo o R?, podemos aplicar o
teorema de Green.

Resulta:

- - 0 2 0
Fdr Fdr = — —3y1—— — %) ¢ dxd
/77“4—/71 T //{8xe —|—] 8(:1:@/ :c)}xy
= // :dedy—//xdacdy
= / dx/ xdy—/ xrsinzdr = (—rcosx + sin )
0

T
= T.
0

Logo,
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Turma B

Questao 1. Calcule a integral

/ zdy — xdz
”

, . - . . 2 2 2 :
onde 7 é a intersegao do elipséide % + % + & = % com o plano x + z = 2 orientada de forma

que a projecao no plano xy seja percorrida no sentido anti-horario.

Solucgao: Seja v; a projecao de v no plano zy. Entao, v; satisfaz %2 + % + % = %, isto
6, 202 + 3y* + 2(4 — 4z + 2%) = 16 ou 4? — 8z + 3y* = 8 ou 4(x — 1)® + 3y* = 12 isto &,

1) + % = 1. Portanto, ; é uma elipse, cuja equagao paramétrica é:

3
[ x(t) = 1++/3cost
n: y(t) = 2sint,
com 0 <t < 27.

3

Figura 4: v

Portanto uma parametrizacao para vy é:

x(t) = 1++/3cost
v y(t) = 2sint
2(t) = 1—+/3cost,

com 0 <t < 2.



Logo,

27
/zdy—xdz = / [(1 —V/3cost)(2cost) — (14 V3 cost)V3sint]dt
¥ 0
27
= / [2cost — 2v/3 cos’ t — V/3sint — 3 cost sin t]dt
0

2m
3
- / {QCost—\/g(l—i—coth)—\/gsint—EsinZt] dt
0
= —2mV/3

Questao 2. Calcule a integral

T Y

onde v é a parte do grafico da pardbola y = 4 — 22 no 2° quadrante, orientado no sentido
horario.

Solucgao:

Figura 5: ~

Seja F(z,y) = (%er? — 2w> i+ (ﬁ + In(y + 2)) 7. Como

= [0 Yy _0 x - —2zy  —2ay -
th_{(?x[(fc2+y2+ln(‘y+2))} 0y($2+92 2x>}k_<(x2+y2)2 ($2+y2)2>k_0

e considerando o domfnio D = {(z,y) : 2 <y e y > —2} que é simplesmente conexo, F ¢
conservativo em D e portanto, existe U : D — R tal que

{%—Z = mp 2
%—[y] = xgyTyg—l-ln(y-i-Q)

6



Da primeira equacao, temos

1
Ulz,y) = 5 In(z® +y*) — 2 + c(y);

substituindo na segunda equacao, obtemos

, JE—
$2+92+C<y)_

donde ¢'(y) = In(y + 2),logo c(y) = (y +2)(In(y +2) — 1)
Obs: [In(u)du = uln(u) —u
Assim,

y
1 2
P n(y +2),

Ulz,y) = %ln(acQ +y?) =22+ (y+2)(In(y +2) — 1)

é um potencial para Fe portanto
o 1 1
/Fd'r = U(0,4)—U(—2,O):§In16—|—61n6—6—(51114—4—1—21112—2)
.

= %ln16—|—61n6— %ln4—2ln2 =2In2+6In2+6In3 —-3In2=5In2+6In3

Questao 3. Calcule a integral

/(—ny + 23 dx + (\/8 — y7)dy

~

onde vy ¢ o grafico de y = cos z, no intervalo =F < x < 7, percorrido no sentido de x crescente.

Solucao:

Figura 6: v e 1



Seja 71 a curva consistindo do segmento de reta unindo (5,0) a (5F,0). Junto com 7,

obtemos uma curva simples e fechada, orientada no sentido negativo.

Como F(z,y) = (=2zy + 22)i + (/8 —y7)j ¢ de classe C! na regido D = {(x,y) € R? :
y < (8)7/?}, podemos aplicar o teorema de Green.

Resulta:

/ﬁdf+/ Fdr = //{ 7} —3( 2xy+x)}dxdy
gl m Oy
= //Zxdxdy— / dx/ 2zdy

= —/ 2z cos xdr = —2($Slnl‘+COSI)

2
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Logo,



