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Turma A
12 Questao:

a2 — 7%

v
(a) (1,5) Calcule / / (@ — )

>

dy | dxz, com a > 0.

(b) (2,0) Calcule // (32 + 2y)* cos (92° — 4y®) dady, sendo D a regido do plano limitada
D
por3x+2y=1,3xr+2y=2,2=0,y=0.

Solucgao:

(a) A integracao direta com a ordem de integragao imposta é complicada e, por isso, é desejado
alterar a ordem de integragao. Para isso, deve-se observar que, no dominio de integracao,
o integrando é uma funcao continua e limitada e, portanto, o Teorema de Fubini pode ser
aplicado. Reescrevendo o dominio acha-se os novos limites de integracao.
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(b) Para facilitar o cdlculo da integral, é feita uma mudanca de varidvel. Para simplificar tanto
o integrando quanto os limites de integracao, a expressao de uma das novas variaveis
é u = 3z + 2y. A outra varidvel pode ser obtida observando a relacao 922 — 4y*> =
(3x 4 2y) (3x — 2y), e pode ser expressa por v = 3x — 2y. Deste modo simplifica-se ainda
mais o integrando.

g

v=23r — 2y y = 47 0 (u,v)
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Os novos limites de integragao sao achados escrevendo a fronteira da regiao D nas novas
variaveis.



A integral entao fica
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Utilizando que a func¢ao seno é impar,
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22 Questao: (3,0)
Ache a massa do sélido limitado pela superficies z = /a2 + 42, 222 — 22 — y?> = 4 com
densidade § (x,y, z) = z.

Solucao:

O solido é limitado pelas superficies de um cone e de um hiperboléide de duas folhas em
z > 0. Para entender melhor como é a regiao limitada, analisa-se a interseccao entre essas
superficies.

22=2"2—452=2

2= T

Portanto, as superficies se tangenciam em z = 2, assim como mostrado na figura abaixo. A
figura representa somente a parte do sélido no primeiro octante para facilitar a visualizacao.

Para calcular a massa do sélido, é conveniente utilizar coordenadas cilindricas para descreve-

lo.
T =1rcosf

y=rsend J=r

Z=w

Os limites de w sao dados por
2>+ —osw>r
222—x2—y2§4—>w§ \/TQT—FLL
r varia de 0 até a intersecgao entre as superficies, ou seja,

z2=2—=2=r

A massa do sélido é, entao,
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32 Questao: (3,5)

2
Calcule a massa do sélido dado por S = {(m,y,z) € R3|z?+y2 422 < 9;m2+y2+zz >1;z> 0}
com densidade 6(z,y, 2) = 2% + 2.

Solucao:

O sélido esta exibido na figura abaixo

2

Para calcular seu volume faz-se uso de coordenadas cilindricas:

x = pcost
y=psen J=p

Z =z

Substituindo a mudanga na equagao da esfera, temos:
pPP+2=9

Substituindo a mudanga na equacao do elipséide, temos:
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Para calcular a massa, serd necessario dividir o dominio em duas partes, com p variando do

elipséide até a esfera, para 0 < z < 2, e com p variando de zero até a esfera, para 2 < z < 3,
ou seja:
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Assim, a massa pode ser calculada:
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Turma B
1? Questao:

(a) (

(b) (2,0) Calcule

\/5 b2, 4

) Calcule / /
0 0

»Mw

dz | dy, com b > 0.

(22 + 3y)* cos (9y* — 42”) dady, sendo D a regidgo do plano limitada
por2x+3y=1,2x+3y=2,2=0,y=0.

N

Solugao:

(a)

A integracao direta com a ordem de integracao imposta é complicada e, por isso, é desejado
alterar a ordem de integragao. Para isso, deve-se observar que, no dominio de integracao,
o integrando é uma fung¢ao continua e limitada e, portanto, o Teorema de Fubini pode ser
aplicado. Reescrevendo o dominio acha-se os novos limites de integracao.

0<y<vb L Josest
0<z< /02—yt 0<y< (B —a?)t
A integral entao fica
b (b2_$2)711 b
2 2\ 2 .2 ; 024
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Para facilitar o cadlculo da integral, é feita uma mudanga de varidvel. Para simplificar tanto
o integrando quanto os limites de integracao, a expressao de uma das novas variaveis
é u = 2x + 3y. A outra varidvel pode ser obtida observando a relacao 9y? — 42? =
(2x 4 3y) (3y — 2x), e pode ser expressa por v = 3y — 2z. Deste modo simplifica-se ainda
mais o integrando.

u=2x + 3y o T = Jzﬁ(x,y)_
v=3y— 2 y = 0 (u,v)

Os novos limites de integragao sao achados escrevendo a fronteira da regiao D nas novas

variaveis.
1<u<?2
—u<v<u

A integral entao fica



2
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Utilizando que a fungao seno é impar,
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22 Questao: (3,0)
Ache a massa do sélido limitado pela superficies z = /22 + 42, 222 — 22 — y?> = 9 com
densidade § (x,y, z) = z.

Solucao:

O solido é limitado pelas superficies de um cone e de um hiperboléide de duas folhas em
z > 0. Para entender melhor como é a regiao limitada, analisa-se a interseccao entre essas
superficies.

22=22-9—>52=3

3=/1?+y?

Portanto, as superficies se tangenciam em z = 3, assim como mostrado na figura abaixo. A
figura representa somente a parte do sélido no primeiro octante para facilitar a visualizacao.

Para calcular a massa do sélido, é conveniente utilizar coordenadas cilindricas para descreve-

lo.
T =1rcosf

y=rsend J=r

Z=w

Os limites de w sao dados por
2>+ —osw>r
222—x2—y2§9—>w§ \/TQT—H)
r varia de 0 até a intersecgao entre as superficies, ou seja,

z=3—=3=r

A massa do sélido é, entao,
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32 Questao: (3,5)

2
Calcule a massa do sélido dado por S = {(m,y, 2) € R3 |2 +9° 4 2% < 16; x2+y2+% >1;z> 0}

com densidade 6(z,y, 2) = 2% + 2.
Solucao:

O sélido esta exibido na figura abaixo

4

Para calcular seu volume faz-se uso de coordenadas cilindricas:

x = pcost
y=psen) J=p
z2=2z
Substituindo a mudanca na equacao da esfera, temos:
PP+ 22 =16

Substituindo a mudanca na equacao do elipsdide, temos:
2
z
2
Pt =1
9
Para calcular a massa, serd necessario dividir o dominio em duas partes, com p variando do
elipsdide até a esfera, para 0 < z < 3, e com p variando de zero até a esfera, para 3 < z < 4,
ou seja:
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Si = {@y.2) eRIW1-Z <p<VIF- 023 0<0<2n)
Sy = {(x,y,z)E]R3|0§p§\/16—22;3§z§4;0§(9§27r}

Assim, a massa pode ser calculada:
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