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Turma A
12 Questao:
a) (1,5) Calcule a drea de um lago da rosdcea cuja equacdo em coordenadas polares é
r(#) = cos 50.
T+ rty—-1 . n -
b) (2,0) Calcule / / dx dy, sendo D a regiao do plano limitada por:
x+y+1

r+y—l=z—y+lL,z4+y—1=2r—-y+1),z—y+1=1z—y+1=2.

Solucgao:

a) A rosdcea em questao apresenta o seguinte formato:

Figura 1: Rosacea

Pede-se para calcular a drea de um lago apenas. Notemos que cos(50) = () se e sO se

50 = S+km, k € Z. Um lago da rosdcea ¢ determinado por =3 <50 < 7 = —5 <0 <
Para este lago r varia de 0 a cos56. Logo, a area de um la(;o da rosacea é dada por:
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b) O dominio de integragao no sistema Ozy é exibido abaixo
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Figura 2: Dominio de integracao
Faz-se a seguinte mudanga de coordenadas:
{u—x+y—1 N {x—“T“’
v=x—y+1 y="5"+1
O jacobiano da transformacao é dado por:

O(r,y) _
O(u,v)

1 1
L]

O novo dominio de integragao no sistema de coordenadas Ouv é exibido abaixo

Figura 3: Dominio de integragao apds mudanca
E passa a ser dado por:

D(u,v) = {(u,v) e R} <u<20,1<v<2}

A integral a ser calculada passa a ser:
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22 Questao:

a) (2,0) Calcule a massa da curva cujo trago é a parte da elipse — +

22
3 = 1 no primeiro

v
4

quadrante com densidade §(z,y) = xy.

: < . : 2 [ In(1+2?)
b) (1,5) Inverta a ordem de integracao e calcule a integral iterada: ) e dz dy.
0 y? X
Solugao:
a) Devemos calcular a integral
/ d(z,y,2) ds
v
Figura 4: Curva v(t)
Parametrizando a curva em questao:
m_2+y_2:1:> z(t) = v/3cost
3 4 y(t) =2 sent
cy(t) = (V3cost,2 sent),t € [0, g]
v'(t) = (—V/3 sent,2cost)
117/ (t)]] = V3 sen2t + 4 cos?t = V1 + cos?
Utilizando a definicao de integral de linha de uma funcao escalar:
ty z
/5(m,y) ds = / (Y)Y (@) dt = /2 2v/3 sentcostv/1 + cos?t dt
% t; 0
Utilizando a seguinte mudanca de variavel: u = 1 + cos’t = du = —2cost sent dt,

temos:

=3 [ ian=va [ ia= Va2 = 2 0ys )
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b) Para inverter os extremos de integragao, primeiro esbo¢amos o dominio de integragao.
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Figura 5: Dominio de integracao

A partir do esboco, pode-se perceber que o dominio de integracao pode ser reescrito como
D ={(z,y) e R}0 <y <z, 0 <x <4} Assim, temos:
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Utilizando a seguinte mudanca de vériavel: v = 1+ 2? = du = 2z dz, temos:
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Substituindo z = In(u) entdo dz = Ldu. Logo
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32 Questao: (3,0)

Calcule a massa do sélido que é parte da bola x? + y* + (2 — 2)? < 4, acima do cone
1
z =1/ §(x2 + y2) e abaixo do cone z = /22 + y2, com densidade 6(z,y, z) = 2.

Solugao:

Devemos calcular a integral

Figura 6: Regiao Dyy. = {(2,y,2) | 2> + 12 + (2 —2)? <4, 2> /322 +y?) e 2 < /a2 + ¢}

Realizamos a seguinte mudanca de coordenadas:

x = p sen¢ cosf

y=p sen¢ senf (2)
Z = pcoso
0(x,y, =) sen¢ cosf) pcos¢ cos —p sen¢o senfd
|J| = )a’—y’e = || sen¢ senf pcos¢ senf p seng cosf || = p® sen¢ (3)
(p; ¢,0) cos ¢ —p sen ¢ 0
Aplicando (2) a equacao da esfera:
p* =4pcosd .. p=4cos¢ (4)

Aplicando (2) & equagao do cone de baixo :

™

1
peo o= 3 sen’o = tan® 6 =3 6 = 5
Aplicando (2) & equagao do cone de cima :
P eos’ 6= 7 sen’ = tan’ o= 1.9 = (6)

Assim podemos facilmente descrever D em coordenadas esféricas.
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Doy = {(p,0,9) : 0 <0 < 2m,

Calculando a integral :

2m % 4 cos ¢

/// zda:dydz:/ / pcos¢ - p* sen ¢ dpdepdb
Dwyz
0

T 0
’ %p‘l 4 cos ¢ 44 o %
://Z sen¢cos¢d¢dﬁzz//cos5¢ sen ¢ do df
0
0z 0z
Fazendo a seguinte mudaca de varidvel: u = cos ¢ = du = — sen ¢ d¢, temos:
21 % 27 6 3 2 N
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Turma B
12 Questao:

a) (1,5) Calcule a drea de um lago da rosdcea cuja equacdo em coordenadas polares é
r(#) = cos 50.

b) (2,0) Calcule / / Ery= dx dy, sendo D a regiao do plano limitada por:
x+y+1

r+y—l=z—y+lL,z4+y—1=2r—-y+1),z—y+1=1z—y+1=2.

Solucgao:

a) O lago da rosdcea em questao apresenta o seguinte formato:

Figura 7: Rosacea

Pede-se para calcular a area de um lago apenas. Notemos que cos(h) = O se e s0 se,
50 = S+km, k € Z. Um lago da rosdcea ¢ determinado por =3 <50 < 7 = —5 <0 <
Para este lago r varia de 0 a cos56. Logo, a area de um la(;o da rosacea é dada por:

™ ™ ™

s
10 cos50 10 10 10

cos 50 1 1 1 1
a9 = 3 / cos?(50) do = / +C+(09) d




b) O dominio de integragao no sistema Ozy é exibido abaixo
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Figura 8: Dominio de integracao
Faz-se a seguinte mudanga de coordenadas:
{u—x+y—1 N {x—“T“’
v=x—y+1 y="5"+1
O jacobiano da transformacao é dado por:

O(r,y) _
O(u,v)

1 1
L]

O novo dominio de integragao no sistema de coordenadas Ouv é exibido abaixo

Figura 9: Dominio de integragao apds mudanca
E passa a ser dado por:

D(u,v) = {(u,v) e R} <u<20,1<v<2}

A integral a ser calculada passa a ser:

2v ] 1 [ 4v? —? 3 v2

dv = - —d = ——
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22 Questao:

2 2
a) (2,0) Calcule a massa da curva cujo trago é a parte da elipse % + % = 1 no primeiro
quadrante com densidade §(z,y) = xy.
_ . , _ 2 [ In(1 + 2?)
b) (1,5) Inverta a ordem de integracao e calcule a integral iterada: yﬁ dx dy.
0 y2 xr

Solugao:

a) Devemos calcular a integral

d(z,y,2) ds

/

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 10: Curva ()

Parametrizando a curva em questao:

x? 3/2:1:> z(t) = 3cost
y(t) = /2 sent

. y(t) = (3cost, V2 sent),t € [0, g]

v (t) = (=3 sent, V2 cost)
1|7/ (H)|| = V9 sen2t 4+ 2cos?t = V2 + 7 sen?t

Utilizando a definicao de integral de linha de uma funcao escalar:

/(5:1: Y) ds—/ Sy ( )|\dt:/23\/§ sentcostvV2+ 7 sen?t dt

0

ti

Utilizando a seguinte mudanca de vériavel: u = 2 + 7 sen?t = du = 14 sentcost dt,
temos:

/\/_d 3f 2u? |9

3 12 g(27—2\/§)




b) Para inverter os extremos de integragao, primeiro esbo¢amos o dominio de integragao.
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Figura 11: Dominio de integragao

A partir do esboco, pode-se perceber que o dominio de integracao pode ser reescrito como
D ={(z,y) e R}0 <y <z, 0 <x <4} Assim, temos:

In(1 In(1
// n(1+ z?%) dz dy // n( +x)dydx
]_+2 1+2
:/42/_2
0 2

Utilizando a seguinte mudanca de vériavel: v =1+ 1+ 2% = du = 2z dz, temos:

171
1 / n(u) du
4/, U
Integrando por partes, temos:

/ln(“) du = In®u — / In(u) du.'./ln(u) o= o

dx

ve In(1 4 2 ! 2
n( +x)dx:1/$ln(1+x)
o 142a? 2 /o 1+ a2
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32 Questao: (3,0)

Calcule a massa do sélido que é parte da bola x? + y* + (2 — 1)? < 1, acima do cone
z =1/ %(xQ +42) e abaixo do cone z = /22 + y2, com densidade §(z,y, z) = 2.
Solugao:

Devemos calcular a integral

Figura 12: Regido Dyy. = {(2,y,2) | 2>+ + (2 —1)2 < 1, 2 > /3(22 + y?) e 2 < /22 + 42}

Realizamos a seguinte mudanca de coordenadas:

x = p sen¢ cosl

y=p sen¢ senf (8)
2 = pcos ¢
Oz, y, 7) sen¢ cosf pcos¢ cos —p sen¢o senf
|| = ’w‘ = || sen¢ senf pcosp senf p sen¢ cosf || = p* sen¢ 9)
e cos ¢ —p sen ¢ 0

Aplicando (8) a equagao da esfera:
> =2pcos¢ .. p=2cos (10)

Aplicando (8) a equagao do cone de baixo :

1
p?cos? ¢ = gpz sengp = tan’¢p =3 . ¢ = g (11)
Aplicando (8) a equagao do cone de cima :
p*cos’ ¢ = p® sen’p = tan’p=1.. ¢ = % (12)

Assim podemos facilmente descrever D em coordenadas esféricas.
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Doy = {(p,0,9) : 0 <0 < 2m,

Calculando a integral :

2m % 2cos ¢

/// zda:dydz:/ / pcos¢ - p* sen ¢ dpdepdb
Dwyz
0

T 0
2 % p4 2cos 24 2 %
://Z sen¢cos¢d¢dﬁzz//cos5¢ sen ¢ do df
0
0 % 0 %
Fazendo a seguinte mudaca de varidvel: u = cos ¢ = du = — sen ¢ d¢, temos:
27 % 27 27
ub % 41 1 47 Tn
— 4 Sdudg=4 [ L d9z—<———>/d9:—-—-2 S
//““ /6; 6\8 64 6 64 " 48
0 va 0 0
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