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Turma A
Questao 1:(4,0 pontos)

In5
) Calcule / / sen (y — e¥) dy du.
In

(z+1)

— 21)

) Calcule // n ) dx dy, onde R é a regiao limitada pelas retas y = 2z, y = 14+2x,y =
(y + x)°

l—zey=3—=z

Solugao:

(a) Esbocando o dominio de integragao, teremos:

S y=In(x+Doux=e"—-1
'/

0.5

0.0 -;.
[1] 1 2 3 4

Figura 1: Dominio de integracao

Nao é possivel encontrar uma primitiva em y para a funcao do integrando. Para calcular
a integral ¢ necessario inverter a ordem de integracao. Baseado na imagem acima, o
dominio pode ser expresso, também, por:

D(z,y) ={(z,y) eER*0 <z <e’—1,0<y<In5}

A integral sera calculada por:

In5 pe¥—1
= / / sen (y — e¥) dx dy
0o Jo

In5
= / (e —1) sen(y —eY)dy
0

In5
= —cos(y—eY)

0
= cos(Inb —5) —cos(—1)



(b) O dominio de integracao é exibido abaixo

soft T T T T

20 y=2x+1

¥ = = x
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Figura 2: Dominio de integracao

Faz-se a seguinte mudanga de coordenadas:
u=y—2
vV=y+x

O jacobiano da transformacao é dado por:

=| 7 1|=5= M=,
O(u,v) 5 3 3
O dominio de integracao é exibido abaixo

Figura 3: Dominio de integracao apds mudanca
E passa a ser dado por:
D(u,v) = {(u,v) eR}0<u<1,1<0v<3}
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A integral a ser calculada passa a ser:

011
1 4|78
= _Eov 1ualu
B 40 v |1
T 486 9 lo
20
T 2187



Questao 2 (3,0 pontos) Calcule a integral

///:czda:dydz
E

sobre a regiao E = {(z,y,2) : 2>+ y* + 22 <36 e 2 > /2?2 + (y — 6)2, 2 > 0}

Solucao:
O sélido descrito pela regiao E estd compreendido na regiao acima do cone z = /22 + (y — 6)?2
e abaixo da esfera x? + y* + 22 = 36.
X
Figura 4: Regiao E
Portanto:
36— zgfy

36— LUQ—y
xzzdxd dz-// / xzdz dz d —//x— dx d
/// y 2+y 6)2 y «/ﬂc2+(y 6)2 y
1
:5//x(—2x2—2y2+12y)dxdy:—//$(x2+y2—6y)d$dy
R R

Sendo R a projecao do sélido E no plano zy.

Realizando a interseccao das 2 superficies que delimitam o sélido, temos:

22+ 9%+ 22 =36 22 +y* + (y — 6)? = 36
22 =2+ (y —6)? 22 =122+ (y — 6)?

A projecao no plano xy desta interseccao é dada por:

207+ + (y — 6)* = 36 = 2% + 2y° — 12y + 36 = 36 = 227 + 2° = 12y
.'.x2+y2:6y<:)m2+(y—3)2:9



Sendo assim, a regiao R é dada por:

aF

Figura 5: Regiao R

Realizando uma mudanca de coordenadas para coordenadas polares:

x = pcost
y = psinf
|det J| = p

Substituindo a mudanca na equacao da fronteira de R:

22 +1y% =6y = p® = 6psind = p = 6sind

Sendo assim, a regiao R pode ser escrita em coordenadas polares da seguinte maneira:

Aplicando a mudanca na integral, temos:

jus

—//x($2+y2—6y)dxdy:—/
R 0
5 6sin 0 3 5
:—/ / (p4cos0—6p351n9C089)dpd0:—/ <p_
o Jo 0 5 1o

1 1\ [2
_ st L .5
=6 (4 5)/0 sin® 6 cos 8 df

Realizando a seguinte mudanca de varidveis: u = sin = du = cos 6 df, temos:

6sin 6
/ pcosf(p® — 6psind)pdpdf
0

6sin 6 4 6sin6

cos @ — GZ . sin 6 cos 9) df

65 1 s 65U6
= — d = —
20/, " T 20%6

L6t 324

0_%: 5




Questao 3: (3,0 pontos) Calcule a massa do sélido dado por:
u? + 02 +w? > 1

u > V302 + 3w?

u<4
1
Vu?Z + v? 4 w?

tal que w > 0 e com densidade (u,v,w) =

Solucgao:

O solido esta compreendido na regiao interna ao cone, exterior a esfera e inferior ao plano,
conforme visto na figura abaixo:

Figura 6: Esbogo do sélido

A massa do sélido pode ser calculada por:

Massa:/// d(u, v, w) dudv dw

Faz-se a mudanca para coordenadas esféricas e as regides ficam descritas por:

U= p-Ccoso

v=p- senf - sen¢
w=p-cosf- sen¢
[J(p,0,¢)| = p* - sen¢

Assim o dominio de integragao em coordenadas esféricas fica:

IN

7 T 4
D = —— << - 1< p< 0
P09 { 2= — 27 _p_cos¢ ¢ ¢

IN
o3
~——



Logo:

Massa

///Mwé(u,v,w)dudvdw=///Dp’0’¢
///”SM PSS s do

5/0 2 seng| ™ do
T [% sen ¢
= 16— — d
2/0 cos? ¢ sen.¢ dg
1 5 7 3
cos ¢ lo +§COS¢0
2
s (2 1)o7 (V3
V3 2\ 2
6773 — 1027
12

5(p7 07 ¢) ’

J(p,0,¢)| dpdf do
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Turma B
Questao 1:(4,0 pontos)

In4
) Calcule / / cos (y — e) dy dx.
In (z+1)

-2
(b) Calcule // % dx dy, onde R é a regiao limitada pelas retas y = 2z, y = 2+2x,y =
R \YTT

2—zrey=3—=x

Solucao:

(a) Esbocando o dominio de integragao, teremos:

15f y= In 4
1ot

a5l _.-"y=1n(x+‘l)oux=ey—1 il

Figura 7: Dominio de integracao

Nao é possivel encontrar uma primitiva em y para a funcao do integrando. Para calcular
a integral é necessario inverter a ordem de integracao. Baseado na imagem acima, o
dominio pode ser expresso, também, por:

D(z,y) ={(z,y) e R0 <z <e’ —1,0 <y <In4}

A integral sera calculada por:

In4 pe¥—1
= / / cos (y — e¥) dx dy
0o Jo

In4
= / (e —1)cos (y — €¥) dy
0

In4
= —sin(y—e¢Y)

0
= —sin(ln4 —4) +sin(—1)



(b) O dominio de integracao é exibido abaixo

soft T T T T
y=2r+ 2

25F v= 3-x
of
15t > E
1ot
05F
00f, : :

0.0 0.2 0.4 [1X.] 0.8 1.0

Figura 8: Dominio de integracao

Faz-se a seguinte mudanga de coordenadas:
u=y—2
vV=y+x

O jacobiano da transformacao é dado por:

WINW =

aF

Figura 9: Dominio de integracao apds mudanca
E passa a ser dado por:
D(u,v) = {(u,v) ER}0<u<2,2<v<3}
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A integral a ser calculada passa a ser:

12 J,
65 u?

15552 9
520

2187

2

0
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Questao 2 (3,0 pontos) Calcule a integral

///:czda:dydz
E

sobre a regiao E = {(z,y,2) : 2>+ y? + 22 <16 e 2 > /2?2 + (y — 4)2, 2 > 0}

Solucao:
O sélido descrito pela regiao E estd compreendido na regiao acima do cone z = /22 + (y — 4)?
e abaixo da esfera z? + y? + 22 = 16.
-~ Il’lllr.]“
X
Figura 10: Regiao F
Portanto:
16— :UQ—y 16— foy
rzdzd dz-// / xzdz dzd —//x— dz d
/// y 2+ y 4)2 y A /x2+(y 4)2 y

1
:5//x(—2x2—2y2+8y)d:vdy:—//x(x2+y2—4y)dxdy
R R

Sendo R a projecao do sélido E no plano zy.

Realizando a interseccao das 2 superficies que delimitam o sélido, temos:

22 +y? 422 =16 202 +y? + (y —4)? = 16
22 =2+ (y—4)? 22 =22+ (y — 4)*

A projegao no plano xy desta interseccao é dada por:

22” +y” + (y —4)* = 16 = 22° + 2y° — 8y + 16 = 16 = 22” + 2> = 8y
Lty =dy e+ (y—2)t =4
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Sendo assim, a regiao R é dada por:

R={(z,y): 2+ (y—2)* < 4,2 >0}

Figura 11: Regiao R

Realizando uma mudanca de coordenadas para coordenadas polares:

x = pcost
y = psinf
|det J| = p

Substituindo a mudanca na equacao da fronteira de R:

22+ 1% =4y = p* = 4psinf = p = 4sind

Sendo assim, a regiao R pode ser escrita em coordenadas polares da seguinte maneira:

Aplicando a mudanca na integral, temos:

jus

—//x(az2+y2—4y)dxdy:—/2
R 0
5

4sinf z P
/ (p* cos§ — 4p®sinf cos 0) dp df = —/ <—
0 0 5 lo

1 1\ [2
T .5
=1 (4 5)/0 sin® 6 cos 8 df

Realizando a seguinte mudanca de varidveis: u = sin = du = cos 6 df, temos:

4sin 0
/ pcosf(p® — 4psin@)pdpdf
0

jus

:_/02

4sin 0 4 4sin6

cos @ — 4Z . sin 6 cos 9) df

1 4 256
o 20-6 30




Questao 3: (3,0 pontos) Calcule a massa do sélido dado por:
u? + 02 +w? > 1

u > V302 + 3w?

u <6
1

tal que w > 0 e com densidade (u,v,w) =

Solucgao:

O solido esta compreendido na regiao interna ao cone, exterior a esfera e inferior ao plano,
conforme visto na figura abaixo:

Figura 12: Esboco do sélido

A massa do sélido pode ser calculada por:

Massa:/// d(u, v, w) dudv dw

Faz-se a mudanca para coordenadas esféricas e as regides ficam descritas por:

U= p-Ccoso

v=p- senf - sen¢
w=p-cosf- sen¢
[J(p,0,¢)| = p* - sen¢

Assim o dominio de integragao em coordenadas esféricas fica:

IN

T T 6
D = —— << - 1< p< 0
P09 { 2= — 27 _p_cos¢ ¢ ¢

IN
o3
~——
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Logo:

Massa

///Mwé(u,v,w)dudvdw=///Dp’0’¢
///”SM PSS s do

5/0 2 send| ™ do
3/0636%22_ sen ¢ do
187rcols¢§+gcos¢§
18ﬂ(%—1)+g<?—1>
497/3 — Tdx

4

14

5(p7 07 ¢) ’

J(p,0,¢)| dpdf do



