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Turma A

Questao 1. (3.0 pontos) Calcule as seguintes integrais:

1 T 2 V2z—x2 1
(a) / { / seczdz]dy  (b) / [ / _ b e
0 arctg(y) 1 0 (ZZ'Z + y2)§

Solugdo. (a) Note que podemos alterar a ordem de integracido da seguinte forma:

™

1 n
(/ [/4 secxdx]dy = // seczdydz), onde D é o dominio de integracao (D =
0 arctg(y) D

{(z,y) € R? : arctg(y) <z < g 0 <y < 1}), dado na figura abaixo:
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Dessa forma, podemos reescrever o dominio

D={(z,y) eR*:0<z <2, 0<y<tg(x)}

Com isso, pelo Teorema de Fubini, a integral a ser calculada fica:
T [te(@) I .
/ [/ secx dy] dz = / tg(z) sec(z) dz = [sec(z)]f = V2 — 1
o Jo 0

(b) Abaixo, temos representada a regido R, compreendida entre as retas z = 1, z = 2 e
y=0eacurva y = v/2zx — 22 (metade de uma circunferéncia):



12+ x=1 ¥y = sqrt(2x - x?) 7

Assim, podemos escrever R como
R={(z,y) eR*: (z—1)*+y* <1,y >0,1<z <2}

Fazemos, entao, a seguinte transformacao:

x = pcosb
y = psinf
J=p

Redefinindo, com essa tranformagao, nossa regiao R, ficamos com:

p?—2pcosf <0=0<p<2cosf = cos >0
psinf >0 = sinf >0
1<pcos€<2:>—<p<

cos 9

com p = 2cosf, ficamos com §cos(9:>0§0§—

Da intersecgao de p =

w3

e, da interseccao dos dois intervalos de p acima, como > 2cosf, para quaisquer

cos
valores de cosf > 0, ficamos com as delimitacgoes:

< 2cosb
T
4

< O3
I I/\q;

<p
0 <
P

Por fim, atentando para o jacobiano J = p, ficamos com:

2 V2xr—a2 1 T 2cos 0 p 7 1
/[/ —3dy]dx:/ [/ —Sdp]dQZ—/ ( — cos0) o
1 Jo (22 +y?)2 0 P o 2cost

cos 0
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In(1+ v/2)

= [sen — —[ln Itg0 + sec 0]]]i =



Questao 2. (2.0 pontos) (a) Calcule L e dy, onde
2
BY

B={(z,y) eR?: 1 <2y <2, 22<y<22°}
Sugestao: Considere a mudanca de variaveis satisfazendo v = % ev=uxy.
x

(2.0 pontos) (b) Calcule a massa da regido limitada pelo cone z > \/z2 + y? e pela esfera
22 4+ y* + 2% = 22, sabendo que a densidade ¢ dada por 6(z,y,2) = /22 + y2 + 22.

Solugao: (a) Da mudanca de variaveis sugerida no enunciado, podemos escrever = e
y da seguinte forma:

1. -4 1 ¢ _1 _2
LR g IRV
O(u,v) Ui ZusuTs 3

Assim, podemos reescrever nossa regiao B como:
W={(u,v) eR?*:1<v<2 1<u<?2}

Entao, pelo Teorema de Fubini, ficamos com o calculo da seguinte integral:

2 2
1 1

// %dxdy:// ]J|u_%v§u_%v_% dudv:/ [/ —u 2" du dv
BY w 1 J1 3

1 , 11 _ In(2)
= g[—u Jiln(v)]] = —§(§ —1)(In(2) —In(1)) = 6

(b) Rearranjando as desigualdades dadas, ficamos com:

{ZZVF:?

?+yP+(z-1)%2<4

Tal regidao do espago esta representada na figura abaixo (cone - azul claro, esfera -
amarelo):
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Fagamos uma transformagao por coordenadas esféricas, centradas em (0,0,0):

x = pcosfsing
y = psinfsin ¢
Z = pcos¢
J = p*sing

Assim, reescrevendo as desigualdades, lembrando que, da transformacao adotada,
temos p > 0, 0 < ¢ < 7 e 6 entre um periodo, ficamos com:

pCOS @ > psing = cos ¢ > sin ¢
p?—2pcosp <0=0<p<2cos¢

Dessa forma, podemos escrever nossa regiao S como

S={(p,0,0) eR*:0<p<2cosp, 0<p<F, 0<6< 2}

e calcular a massa M de S pela integral tripla:

M = [[1716(p,6,6) dpd dé

Pelo Teorema de Fubini:

2 T 2cos ¢ ' I (2 CoS ¢)4 ‘
— 2 —
M —/0 [/0 [/0 (p”sin¢)pdp] do| df = 27r/0 1 sin ¢ d¢

Calculando a integral indefinida [(cos ¢)*sin ¢ d¢ pela substitui¢do u = cos ¢, com
du = — sin ¢ do¢, ficamos com:

5
/(Cosgb)4sin¢d¢: —/u4du: —%—i—k‘

Voltando ao calculo da massa M:

T(2 4 5z 8 1
M:27r/0 ﬁsingbdqﬁzgﬂ[_(coz@ i = ;(_(\/5)5—1—1)

M:g@—¢®



Questao 3. Seja R a regiao interior & esfera 2% +y? + 22 = 9 que satisfaz 22 +9%? — 22 < 1
ez >0.

(a) (1.0 ponto) Descreva R em coordenadas cilindricas.

(b) (2.0 pontos) Supondo que a densidade é §(z,y, z) = z, determine a massa de R.

Solucao (a) Temos R dado pelas desigualdades:
24yt +22<9
4y -2 <1

z>0

Tal regiao do espago estéa representada na figura abaixo (esfera - azul claro transpa-
rente, hiperboloide - azul, plano - amarelo):

da 3 5 O = ra oW

Usemos uma tranformacao cilindrica de coordenadas para descrever R:

x = pcosb
y = psinf
2=z

Assim, ficamos com novas desigualdades:

PP+ <9= 22 <9 p?
PP—22<1=22>p -1
z>0

De maneira que podemos delimitar nossas variaveis da seguinte forma:

9—p2>pP2—-1=0<p<+h

2 < 4/9—p?
z2>\/prP—1, se p*—1>0
2>0, se pP—1<0

Desse modo, precisamos dividir nossa regiao R em duas partes U e V:
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(b) Tomando d(p, 0, z) = z, podemos calcular a massa M da regiao R como My =
My + My, a partir das integrais abaixo, lembrando do Jacobiano da transformacao J =

p? sin ¢:
Mg = [J,,1716(p.0,2) dpdodz + [J,, |J|6(p, 6, z) dpdf dz

Pelo Teorema de Fubini:

2 2

MR:/OQW[/Oﬁ[/% pzdz]dp]d@—l—/:ﬂ[/ol[/o T e dgl do

V5 2 1 2 V5
2717/ 9—p? 27 A/ 9—p?
=27r/ lgles” dp+27r/ Sl dp:ﬂ/ p(9—p* =p"+1)dp +
1 0 1
1

1 4 2 4
Plvs 97 P 25 5 9 1
T p(9—p)dp=aBp* — =Y+ - =m0 - = — -+ = — )
/0 2 1 2 40 2 27272 14
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Turma B

Questao 1. (3.0 pontos) Calcule as seguintes integrais:

(a) Al[/omtg(y) seczdaldy  (b) /f[/omﬁdy] dz (1)

Solucdo. (a) Note que podemos alterar a ordem de integragdo da seguinte forma:

1 arctg(y)
(/ [/ secxdz]dy = // secxdydz), onde D é o dominio de integracdo D =
o Jo D
{(z,y) e R?: 0 <z < arctg(y),0 <y < 1}, dado na figura abaixo:
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Dessa forma, podemos reescrever o dominio
D={(z,y) eR*:0<a<Z, tgx)<y<l1}

Com isso, pelo Teorema de Fubini, a integral a ser calculada fica:

béalq %Cxﬁdmﬁ:Z?ﬂ—ﬁmﬁﬁﬁm@Mm:iA4%dxﬁu-:ézm@g%d@dx

g(z)

= [In [tg(z) + sec(x) [}y — [sec(z)]§ = (1 +v2) +1- V2

(b) Abaixo, temos representada a regido R, compreendida entre as retas z =1, z = 2 e
y=0eacurva y =2z — 22 (metade de uma circunferéncia):



12+ x=1 ¥y = sqrt(2x - x?) 7

Assim, podemos escrever R como
R={(z,y) eR*: (z —1)*+3*<1,y>0,1 <z <2}

Fazemos, entao, a seguinte transformacao:

x = pcosb
y = psinf
J=p

Redefinindo, com essa tranformagao, nossa regiao R, ficamos com:

p? —2pcosf <0=0<p<2cosf = cos >0
pbin9>0:>sin0>0
1 <pcost <2 =

<p< 2

0059 —

<cosf=0<60<

Da intersecgao de p = com p = 2cos 6, ficamos com
c

os0

e, da interseccao dos dois intervalos de p acima, como

7
> 2

2 cosf, para quaisquer
cos 6

valores de cosf > 0, ficamos com as delimitagoes:

< 2cosf
1

I I/\e;

<p
<0<
p

« O3

Por fim, atentando para o jacobiano J = p, ficamos com:

—r2

2 V2zr—x 1 I 2c036p T 1
dx—/ / —dp d@z/ 2cos — de
/1 | 0 \/Jc2+y 0 [ P ] 0 ( cosH)

cos 0

= [2sen 9]§ — [In|tgf + sec@\]g =2 —In(1+V?2)



Questao 2. (2.0 pontos) (a) Calcule L e dy, onde
2
BY

B={(z,y) eR?:2 <y <4, 22?<y<4s?}
Sugestao: Considere a mudanca de variaveis satisfazendo v = % ev=uxy.
x

(2.0 pontos) (b) Calcule a massa da regido limitada pelo cone z > \/z2 + y? e pela esfera
22 4+ y* + 2% = 4z, sabendo que a densidade ¢ dada por 6(z,y,2) = /22 + y2 + 22.

Solugao: (a) Da mudanca de variaveis sugerida no enunciado, podemos escrever = e
y da seguinte forma:

1. -4 1 ¢ _1 _2
LR g IRV
O(u,v) Ui ZusuTs 3

Assim, podemos reescrever nossa regiao B como:
W={(u,v) eR?:2<v <4, 2<u<4}

Entao, pelo Teorema de Fubini, ficamos com o calculo da seguinte integral:

x 11 _2 _a Lt o,
— drdy = |Jlu"3vsu " 3v sdudv= [ [ Zu v du]dv
BY w 2 Jo 3

In(2)
12

= ) = -

)(In(4) — In(2)) =

(b) Rearranjando as desigualdades dadas, ficamos com:

{ZZ\/W

?+y?+(z—-2)2<4

Tal regidao do espago esta representada na figura abaixo (cone - azul claro, esfera -
amarelo):
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Fagamos uma transformagao por coordenadas esféricas, centradas em (0,0,0):

x = pcosfsing
y = psinfsin ¢
Z = pcos¢

J = p*sing

Assim, reescrevendo as desigualdades, lembrando que, da transformacao adotada,

temos p > 0, 0 < ¢ < 7 e § entre um periodo, ficamos com:

pCcos@ > psing = cos @ > sin¢@
P —4dpcosp <0=0<p<4dcos¢

Dessa forma, podemos escrever nossa regiao S como

S={(p,0,0) eR*:0<p<dcosp, 0<¢p<Z, 0<0<2r}

e calcular a massa M de S pela integral tripla:
M = [J1716(p,0,6) dpdo dé
Pelo Teorema de Fubini:

B 2 T 4 cos ¢ . B I (4COS¢)4 .
M—/O [/0 [/0 (p281ngz5)pdp]d¢]d9—27r/o Tsmqﬁdqﬁ

Calculando a integral indefinida [(cos ¢)*sin ¢ d¢ pela substitui¢io u = cos ¢, com

du = —sin ¢ d¢, ficamos com:
5
/(Cosgb)4sin¢d¢ = —/u4du = —% +k

Voltando ao calculo da massa M:

M = 27r/04 w sin & de = 1287]— (COZ¢)5]§ - 1258”(—(%)5 +1)
M = 16%(8 -2)

10



Questao 3. Seja R a regiao interior & esfera 2% +y? + 22 = 4 que satisfaz 22 +9? — 22 < 1
ez >0.

(a) (1.0 ponto) Descreva R em coordenadas cilindricas.

(b) (2.0 pontos) Supondo que a densidade é §(z,y, z) = z, determine a massa de R.

Solucao (a) Temos R dado pelas desigualdades:
2?2+t + 22 <4
Pyt —2<1

z>0

Tal regiao do espago estéa representada na figura abaixo (esfera - azul claro transpa-
rente, hiperboloide - azul, plano - amarelo):

Usemos uma tranformacao cilindrica de coordenadas para descrever R:

x = pcosb
y = psinf
2=z

Assim, ficamos com novas desigualdades:
PP+ <d=22<4-p?
P2 <1l=22>p -1
z22>0

De maneira que podemos delimitar nossas variaveis da seguinte forma:

4—p22p2—1$0§p§\@
2 < /4 — p?
2>\/p*—1, se pP*—1>0

2>0, se p?P—1<0

Desse modo, precisamos dividir nossa regiao R em duas partes U e V:

11
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(b) Tomando §(p,0,z) = z, podemos calcular a massa M da regiao R como My =
My + My a partir das integrais abaixo, lembrando do Jacobiano da transformagao J =

p? sin ¢:
Mg = [J,,1716(p.0,2)dpdodz + [J,, ||6(p, 6, z) dpdf dz

Pelo Teorema de Fubini:

MR:/OQW[/O\/E[/@pzdz]dp]de%—/02ﬂ[/01[/\/mpzdz]dp]d9

p2—1 0

\/_ 4 4—p \/g
=27T/1 0[2]\/_pdp+27r/0 ol ]\/_dp—ﬂ/l p(4—p° —p*+1)dp

1 2 4 4
op P 3 s P 25 25 o5 1 1
A—pPdp=r["t —E Ve gLl =nE 2y oy =
+7T/Op( pPldp=nl=- =S +nl20" = Flo =l —F -5 +5+2-7)
23
M =3
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