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Turma A

Questao 1:

0,1 %
(a) (2,0 pontos) Calcule / / x sen (y2 - —) dy dx.
1J1i—vice? 3

(b) (2,0 pontos) Calcular a massa do solido limitado por |y| < 2 —x, |yl < 2+ x e 22 +y? + 22 < 4, de

densidade 6(x,y,z) = \/4 — 22 — y2.

Solucao :

(a) Para calcular a integral devemos trocar a ordem de integragdo e comecar integrando na varidvel mais
conveniente, que no caso é x. Para isso, vamos fazer um esbogo da regido de integragao.

Para podermos esbocar a regido de integragdo, precisamos saber como se comportam as curvas que
descrevem a regiao. Assim, desenvolvendo a equagdo y = 1 — V1 — 22

y=1-V1-22=y—1= l-a2= (y—1)°=1-4

2+ (y—1)7°=1

Sabendo que y <1 e que —1 <z <0 a regido estd na metade de baixo de uma circunferéncia centrada
em (0,1) de raio 1, podemos esbogar a regiao de integragao:

}.‘

Assim temos:

Realizando uma mudanca de variavel: u = 3% — % = du = (2y — y?)dy
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1/?, 1 1 2
= —— senudu = fcosu‘ = —7[1—cos <7>}
2 Jo 2 0 2 3

(b) O solido é parte interior de uma esfera delimitada por planos. Os planos sdo |y| <2—=ze |y <2+x
Um esbogo do s6lido:

solido ¢ a regidio
que esta no
interior da esfera
e delimitada pelos
planos

Portanto

4— m2fy
M = // \/4—x2—y2dz>dxdy
—/4—x2—

onde a regiao R é

Como a fungdo é par em z e o intervalo é simétrico:

— 9 T i a dedy =2 [ (4o — ) dady =
AT Jaway=2 [

Como o integrando é uma func¢ao par tanto em z quanto em y, assim como a regidao R é simétrica tanto
em x, quando em y:

21 Qm _
yy—27:1:
— 22—y dyda = — )y — L dy dz =
// z? ?/ Y ax 8// :cy 3)y:0 ydx

8/0 (2—x)<4—x2—(2_?)x)2>dx—8/0 (2—:6)(4—1:2—44%)&10:

8 [? 32

3/(2—x)< 4 +4x+8)d 3 (—2x2+2x+4+x3—x2—2x)dx:
0 0
32 (27, ) 32 rzt  32° 2 32 128
T SO DU TG T
3 ) (m vd)dr = g ) de = =84 8) =



Questao 2: (3,0 pontos) Calcule /// 22 dz dydz onde U é a regiao do R® limitada por y = 22 + 922 e
U
Yy = 2.

Solucao:
Para descobrirmos o jeito mais conveniente de realizar a integragao devemos primeiro esbocar a regidao
de integracgao:

regido de integracio

projecio

Observando a regiao de integracao, podemos perceber que é conveniente comegar integrando em y e de-
pois integrar em x e z a projecao da regido U no plano xz.

Para descobrir como é a projecao de U no plano zz, calculamos a interseccao do paraboldide com o plano,
igualando seus valores de y:

2492 =22=2>-20+1+492%2=1
(x—1)2+(32)%=1

Figura 1: Projecdo de U no plano zz



Assim temos:
///z dxdydz—// / z dy)dxdz://(Q:U—x2—922)22dmdz:
224922 R

Realizando a seguinte mudanca de coordenadas:

r=1+rcosf
z = %rsen@

cos b Lseno r

= 3 —

J = det [—7" sen 0 %'r cos 9] 3
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Questdo 3: (3,0 pontos) Calcule a massa do sélido limitado por o2 + y? 4+ 22 > 2 e

z

(22 +y2 + ,22)%.

Va2 +y2 < (2 - 2), de densidade 6(x,y, 2) =

Solucao:

Sabemos pelas equacdes dadas que o problema se trata de um calculo de massa da intersecciao de um cone
com uma esfera. Assim, para conseguirmos descrever a regido de integracdo em coordenadas convenientes,
precisamos descobrir onde h4 a interseccio dos sélidos. Isolando o 22 + y? da equacio do cone e subtituindo
na equacao da esfera, temos:

(222 +22=2=22"-424+4=2=2>-2241=0=>(2—1)2=0

z=1

Como ha apenas um valor de z onde ocorre a intersec¢ao, temos que o cone tangencia a esfera. Agora
podemos esbocar a regiao de integragao:

regido limitada pelo Cone
e pela Esfera

Fazemos entdo uma mudanca para coordenadas esféricas:

x = pcosfsen ¢

y = psenfsen ¢ (2)
Z = pcos o
7| = p?sen

Aplicando (2) na equagao do cone:
pcosp —2 = —psen ¢ = p(cos¢ + sen @) = 2

2

p= sen ¢ + cos ¢

5



Observando o corte no plano xz, podemos facilmente perceber que 0 < ¢ <

w1

z
ZI corte no plano xz

Figura 2: Corte no plano zz

Assim temos:

o 21
v / / /sen¢+ s p° sen¢cosd>d i do _/ / )L sen¢+cos¢ sen ¢ cos ¢ dep df =

_/0%/0Z (M - \2) sen ¢ cos ¢ do df =

—27r<% /04 c052¢sen¢d¢+;/04 Sen2¢008¢d¢—\}§/04 Sen¢cos¢d¢) -

Utilizando as seguintes mudancas de varidveis: u = cos ¢ = du = —sen ¢ d¢ para a primeira integral e
v = sen ¢ = dv = cos ¢ d¢ para a segunda:
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