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Turma A
Questão 1.

(a) (2 pontos) Calcule a integral
∫ e−1

0

(∫ 1

ln(1+x)

√
ey − ydy

)
dx

(b) (2 pontos) Calcule
∫∫

D

x2y sen (xy) dx dy, onde D é limitado por xy = 1, xy = 2, xy2 =

1, xy2 = 2.

Solução:

(a) Temos ln(1 + x) ≤ y ≤ 1. Note que ln(1 + x) = y ⇔ 1 + x = ey ⇔ x = ey − 1. Então

∫ e−1

0

(∫ 1

ln(1+x)

√
ey − y dy

)
dx =

∫ 1

0

∫ ey−1

0

√
ey − y dx dy =

=

∫ 1

0

(ey − 1)
√
ey − y dy =

2

3

(
(ey − y)3/2

)1
0

=
2

3
(e− 1)3/2 − 2

3
.

(b) Vamos fazer uma mudança de variável. Considere u = xy e v = y. Logo x = u
v
e y = v.

Então D é tal que 1 ≤ u ≤ 2 e 1
u
≤ v ≤ 2

u
.

O Jacobiano da trnsformação é

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ 1
v
− u
v2

0 1

∣∣∣∣ = 1

v

∫∫
D

f(x, y)dxdy =

∫∫
Duv

u

v
v2 senu

1

v
du dv =

∫ 2

1

∫ 2/u

1/u

u senu dv du =

∫ 2

1

senu du = cos 1− cos 2.

Questão 2. (3 pontos) Calcule a massa do sólido S limitado por z ≤ 2a(a > 0), x2 + y2 + z2 ≥ a2,

e z2 ≥ x2 + y2, com densidade δ(x, y, z) =
1

x2 + y2 + z2
.

Solução:

O sólido S é uma região limitada. Logo é a região �dentro�� do cone z =
√
x2 + y2, abaixo

do plano z = 2a e fora da esfera x2 + y2 + z2 = a2. Em coordenadas esféricas x = ρ cos θ senϕ,
y = ρ sen θ senϕ e z = ρ cosϕ sua descrição �ca

Sρθϕ =

{
(ρ, θ, ϕ) : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π

4
, a ≤ ρ ≤ 2a

cosϕ

}
.

Temos assim, que

1



Massa(S) =
∫∫∫

S

1

(x2 + y2 + z2)
dx dy dz =

∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 2a
cosϕ

a

1

ρ2
· ρ2 senϕdρ dϕ dθ =

= 2π

∫ π/4

0

a

(
2
senϕ
cosϕ

− senϕ
)
dϕ == 2πa (−2 ln(cosϕ) + cosϕ)π/40 = 2πa

(√
2

2
− 1 + ln 2

)

Questão 3. (3 pontos) Calcule a massa do sólido limitado por z3 = x2 + y2 e z4 = x2 + y2,
com densidade δ(x, y, z) = x2 + y2.

Solução:

As superfícies tem intersecção em z3 = z4 ⇔ z = 1 ou z = 0. Assim

S =
{
(x, y, z) : z4 ≤ x2 + y2 ≤ z3, 0 ≤ z ≤ 1

}
.

Em coordenadas cilíndricas

Srθz =
{
(r, θ, z) : 0 ≤ θ ≤ 2π, z4 ≤ r2 ≤ z3, 0 ≤ z ≤ 1

}
.

Logo, como z ≥ 0 e r ≥ 0

Massa(S) =
∫∫∫

S

(x2 + y2)dx dy dz =

∫ 1

0

∫ z3/2

z2

∫ 2π

0

r2r dθ dr dz

= 2π

∫ 1

0

(
r4

4

)z3/2
z2

dz =
π

2

∫ 1

0

(z6 − z8)dz = π

63
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Turma B
Questão 1.

(a) (2 pontos) Calcule a integral
∫ e−1

0

(∫ ln(1+x)

0

√
ey − eydy

)
dx

(b) (2 pontos) Calcule
∫∫

D

x2y sen (xy) dx dy, onde D é limitado por xy = 1, xy = 2, x2y =

1, x2y = 2.

Solução:

(a)Temos 0 ≤ y ≤ ln(1 + x). Note que ln(1 + x) = y ⇔ 1 + x = ey ⇔ x = ey − 1. Então

∫ e−1

0

(∫ ln(1+x)

0

√
ey − y dy

)
dx =

∫ 1

0

∫ e−1

ey−1

√
ey − ey dx dy

=

∫ 1

0

√
ey − ey(e− ey) dy = −2

3

(
(ey − ey)3/2

)1
0

= −2

3

(
(e− e)3/2

)
+

2

3
=

2

3
.

(b) Vamos fazer uma mudança de variável. Considere u = xy e v = x. Logo y = u
v
e x = v.

Então D é tal que 1 ≤ u ≤ 2 e 1
u
≤ v ≤ 2

u
.

O Jacobiano da transformação é

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣∣∣∣ 0 1
1
v
− u
v2

∣∣∣∣ = −1

v

∫∫
D

f(x, y) dx dy =

∫∫
Duv

u

v
v2 sen (u)

1

v
du dv =

∫ 2

1

∫ 2/u

1/u

u senu dv du =

∫ 2

1

senu du = cos 1−cos 2.

Questão 2. (3 pontos) Calcule a massa do sólido S limitado por z ≤ 3a(a > 0), x2 + y2 + z2 ≥ a2,

e z2 ≥ x2 + y2, com densidade δ(x, y, z) =
1

x2 + y2 + z2
.

Solução:

O sólido S é uma região limitada. Logo é a região �dentro�� do cone z =
√
x2 + y2, abaixo

do plano z = 3a e fora da esfera x2 + y2 + z2 = a2. Em coordenadas esféricas x = ρ cos θ senϕ,
y = ρ sen θ senϕ e z = ρ cosϕ sua descrição �ca

Sρθϕ =

{
(ρ, θ, ϕ) : 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π

4
, a ≤ ρ ≤ 3a

cosϕ

}
3



Temos assim, que

Massa(S) =
∫∫∫

S

1

(x2 + y2 + z2)
dx dy dz =

∫ 2π

0

∫ π/4

0

∫ 3a
cosϕ

a

1

ρ2
· ρ2 senϕdρ dϕ dθ =

= 2π

∫ π/4

0

a

(
3
senϕ
cosϕ

− senϕ
)
dϕ == 2πa (−3 ln(cosϕ) + cosϕ)π/40 = 2πa

(√
2

2
− 1 +

3

2
ln 2

)

Questão 3. (3 pontos) Calcule a massa do sólido limitado por z2 = x2 + y2 e z3 = x2 + y2,
com densidade δ(x, y, z) = (x2 + y2)2.

Solução:

As superfícies tem intersecção em z3 = z2 ⇔ z = 1 ou z = 0. Ãssim

S =
{
(x, y, z) : z3 ≤ x2 + y2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1

}
.

Em coordenadas cilíndricas

Srθz =
{
(r, θ, z) : 0 ≤ θ ≤ 2π, z3 ≤ r2 ≤ z2, 0 ≤ z ≤ 1

}
.

Logo, como z ≥ 0 e r ≥ 0

Massa(S) =
∫∫∫

S

(x2 + y2)2dx dy dz =

∫ 1

0

∫ z

z3/2

∫ 2π

0

r4r dθ dr dz

= 2π

∫ 1

0

(
r6

6

)z3/2
z2

dz =
π

3

∫ 1

0

(z6 − z9)dz = π

70
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