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Turma A
Questao 1:
8 2,
(a) (2,0 pontos) Calcule / / e’ dx | dy.
0 Yy
22

(b) (2,0 pontos) Calculo o volume do so6lido limitado pelas superficies z = 4 — U v} 2 =2y+1.

Solugao:

(a) Esbogando o dominio de integragao, teremos:

s
4=
L
o+

-1t

Pode-se, entao, alterar a ordem de integracgao, de modo que a integral serd dada por:

2 T
1= / </ ez4dy> dr =
0 0

3




(b) O solido em questao, limitado pelas duas superficies, pode ser esbogado:

5={(w,y,2)\2y+1§zg4_%_y2}:
2 2

—{(&,9,2) |2y + 1< 24— " —y? com —+y?+2y+1< 4}

Sendo assim, o volume do s6lido pode ser calculado pela integral dupla:

2
V:// <4———y2—2y—1>dmdy,
D 4

onde D = {(z,y) | %2 + 92 + 2y + 1 < 4}. Fazendo uma mudanca de coordenadas ficamos com:

xi2p1ci89 ) 0<p<2
5:21) p sen r<O<n

™ 2
V:/ /2p(4—p2)dpd9=
—m JO
2
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=2 [4;;2 - %] = 27(16 — 8) = 167
0



Questao 2 (3,0 pontos) Calcule o volume da regido R dada por 22 + 1> 22 +y? e 5(z — 1)2 < 22 + 92

Solugao:
A regido R estd compreendida entre o hiperboléide de uma folha 22 + 1 = 22 4 y? e pelo cone
5(2 — 1)2 = 22 + 2 e esta representada abaixo

O volume de R é dado por:

Vz///ld:vdydz
R

E conveniente escrever a regiao em coordenadas cilindricas:

v f :;Onsg: Hiperboloide: 7% < 1 + 22
ZZ/: - Cone: 12 > 5(z — 1)2
J__ r Cone N Hiperboloide: 5(z —1)2 =224+ 1 — 2z = % e 2 =29

Tem-se a regiao em coordenadas cilindricas dada por:

R={(r0,2) | VBlz—1] <r<+v22+1;0<60<2r;

<z<2}

DO | =

Com isso a integral tripla para o célculo do volume fica dada por:



/// ldxdydz
27 V2241
/ / / rdrdzdf
VB.|z—1]
/271’/2 2

71'[ (22 +1) = 5(z — 1)?] dz
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2
77/ [ +1—522 +102 — 5] dz
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Questao 3: (3,0 pontos) Calcule a massa do solido limitado pelas superficies u? + v? + w? = 2uv,
v=+Vu2+w?ev=3vVu+ w2 com densidade 6(u, v, w) = v2.
Solugao:

O solido esta compreendido entre o exterior do semi-cone C1 (v = v/3v/u2 + w?), o interior do semi-cone
C2 (v = Vu? + w?) e interior da esfera E1, que esta deslocada em v (u? + v? + w? = 2v).

Adotando v = z, u = x e w = ¥y, temos o solido representado na figura abaixo :

A massa do so6lido pode ser calculada por:

Massa :/// d(u,v,w) dudvdw

Faz-se a mudanga para coordenadas esféricas e as regioes ficam descritas por:

V= p-CoS¢

u=p- sen¢-cosb
w=p- sen¢- senf
]Jac(p,@,gb)\:pQ- sen ¢

E as regides ficam descritas por:

Exterior a C1 : v < v/3vVu2 + w2 = pcos ¢ < V/3p sen ¢ = tan ¢ > ? =>¢>F
Interior a C2: v > Vu? +w? = pcos$ > p sen¢d = tan ¢ < ? =>¢< 7
Interior a E1 : u2 + 02 + w? < 211:>p2 <2pcos¢p = p < 2cos¢

Assim o dominio de integracdo em coordenadas esféricas fica:

Dp,0,¢={0§9§27r,0§p§2cos¢e gqsg%}



Logo:

Massa = /// O(u, v, w) dudvdw:/// 5(p,0,9) - |Jac(p,0,)|dpdd do
u,v,w DP’9’¢

T 2cos 2 T 2cos
= ///pQ-c082¢-p2- sen¢d9dpd¢:/ / om - ptecos® - sengdpde
T 0 0 =z 0
g 1 p=2cos ¢ 9 %
= 27r/cos2qb- sen¢<5-p5> dd):;/cos2¢>- sen¢ - 2° - cos® ¢ do
jus p=0 ™
6 6
4
= 657T/cos7d>- sen ¢ do

ol

Fazendo a seguinte mudanca de varidveis:

cosp =t p=3%
=
{—senqﬁ-ckb:dt {‘75:2{
b
E sabendo que /f(s)ds =— / f(s)ds, temos que a integral fica:

a

™ f
/cos o - sen¢d¢:/t7 = /t7dt
5 V3 V2

3
2 2

Voltando ao calculo da massa, temos:

64 64 1
Massa = 71-/t?dt:W ~ .48
5 5 8
V2

5 256  5-32 32
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Turma B

Questao 1:

2

2 Y
—Z =9 1.
4,z T+

(a) (2,0 pontos) Calcule o volume do solido limitado pelas superficies z =4 — =
8 2 4
(b) (2,0 pontos) Calcule / </ e’ dy> dzx.
0 Va

Solugao:

(a) O solido em questao, limitado pelas duas superficies, pode ser esbogado:

2
52{(m,y,2)l2z+1§z§4_$2_yz}:

2 2

y oy

={2x+1<2<4— 27 72
{2z <z< T T4

Sendo assim, o volume do so6lido pode ser calculado pela integral dupla:

2
V://2 (4—y——x2—2$—1>d$dy
22 122 120 41<4} 4

Fazendo uma mudanca de coordenadas ficamos com:

+ 2%+ 20+ 1< 4}

x=—1+p senf
<p<
y =2pcosf :>{0 p=2

—mr<f<

T =2p T<f<m
™ 2

V:/ /2p(4—p2)dpd9:

—m JO
472

— o [4;#—%] = 27(16 — 8) = 167
0



(b) Esbogando o dominio de integragao, teremos:

Pode-se,

2 yt 2
— My = — 1| =
/oy Y 4 1o



Questao 2 (3,0 pontos) Calcule o volume da regido R dada por 22 + 1> 22 +y? e 5(z + 1)2 < 22 + 92

Solugao:
A regido R esta compreendida entre o hiperboléide de uma folha 22 + 1 = 22 4 y? e pelo cone
5(2 — 1)2 = 22 + 2 e esta representada abaixo

1

O volume de r é dado por:

Vz/// ldzdydz
R

E conveniente escrever a regiao em coordenadas cilindricas:

y i ; Sclonsg: Hiperboloide : 72 < 1 + 22
Z _ z. Cone : 72 > 5(z + 1)2

_ Cone N Hiperboloide : 5(z +1)2 =22 +1 - 2= -1 ez = -2
J=r 5

Tem-se a regiao em coordenadas cilindricas dada por:

1
R ={(r,0,z)| \/5.|z—1|Srg\/z2—|—1;0§9§27r;—2§2§—§}

Com isso a integral tripla para o calculo do volume fica dada por:



/// ldxdydz
R
2w —% V22+1
/ / / rdrdzdf
0 -2 JVE 24|
2 =3 2 V23
/0 /_2 2 V5 [et1]

w/ (224 1) — (5(= + 1)?) dz
2

N

N|=

7T/ 22 4+1-522—-102 —5dz
-2

N

7r/ —42%2 — 10z — 4dz
-2

4
T (—3.z3 — 522 — 4z>

O

4

_1
2
-2

10



Questao 3: (3,0 pontos) Calcule a massa do solido limitado pelas superficies u? + v? + w? = 2u,
u=vVv2 +w? e u=+3vv2+w?, com densidade §(u,v,w) = u?.
Solugao:

O solido esta compreendido entre o exterior do semi-cone C1 (u = v/3v/v2 + w?), o interior do semi-cone
C2 (u = Vv? + w?) e interior da esfera E1 que esta deslocada em u (u? 4 v% + w? = 2u).

Adotando u = z, v = x e w = y, temos o solido representado na figura abaixo :

A massa do so6lido pode ser calculada por:

Massa:/// d(u,v,w) dudv dw

Faz-se a mudanga para coordenadas esféricas e as regioes ficam descritas por:
U= p-Ccoso
v=p- sen¢ - cosf

w=p- sen¢- senf
[ Jac(p,0,¢)| = p* - seng

E as regides ficam descritas por:

Exterior a C1 : u < vV3vv2 + w2 = pcos ¢ < V/3p sen ¢ = tan ¢ > ? =>¢>F
Interior a C2: u > Vv? + w? = pcos¢ > p sen¢d = tan ¢ < ? =>¢< 7
Interior a E1 : u? 4+ v? + w? < 2u = p? < 2pcos¢ = p < 2cos ¢

Assim o dominio de integracdo em coordenadas esféricas fica:

Dp,0,¢={0§9§27r,0§p§2cos¢e gqsg%}

11



Logo:

Massa = /// O(u, v, w) dudvdw:/// 5(p,0,9) - |Jac(p,0,)|dpdd do
u,v,w DP’9’¢

T 2cos 2 T 2cos
= ///pQ-c082¢-p2- sen¢d9dpd¢:/ / om - ptecos® - sengdpde
T 0 0 =z 0
g 1 p=2cos ¢ 9 %
= 27r/cos2qb- sen¢<5-p5> dd):;/cos2¢>- sen¢ - 2° - cos® ¢ do
jus p=0 ™
6 6
4
= 657T/cos7d>- sen ¢ do

ol

Fazendo a seguinte mudanca de varidveis:

cosp =t p=3%
=
{—senqﬁ-ckb:dt {‘75:2{
b
E sabendo que /f(s)ds =— / f(s)ds, temos que a integral fica:

a

™ f
/cos o - sen¢d¢:/t7 = /t7dt
5 V3 V2

3
2 2

Voltando ao calculo da massa, temos:

64 64 1
Massa = 71-/t?dt:W ~ .48
5 5 8
V2

5 256  5-32 32
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