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Turma A

Questao 1

V22
(a) (1,5 pontos) Calcule / / 25 cos(y?) dx dy
0 x3

b) (2,0 pontos) Calcule // %dw dy onde R é a regiao limitada pelas curvas xy = 1, zy =4, x = 1
R Yy
ex =4

Solucao:

V2 2
(a) Note que / / 2% cos(y®) dy dx = // z° cos(y®) dzdy onde o dominio de integracio D é D =
0 x3 D
{(z,y) € R?: 0 <z < V2,23 <y <2} dado na Fig. 1.
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Podemos reescrever o dominio D = {(z,y) € R?: 0 <z < Yyed <y < 2}

Com isso, pelo Teorema de Fubini, a integral a ser calculada fica:

2%y
// 25 cos(y?)dx dy
0Jo

20y 12
// z° cos(y®)dr dy = —/ 25 cos(y?)
0Jo 6 Jo

Fazendo u = 32, du = 3y%dy ¢ 0 < u < 8 a integral fica:

o 18

1 8 sen u |8 sen &
= cosudu =

18 Jo 18

(b) Abaixo tem-se a regiao R, compreendida entre as retas x = 1, = 4 e entre as curvas zy = 1 e xy = 4.

y =4/x




RI

Faz-se a seguinte mudanca de variaveis:

TY =1
_{L‘:’U—)y:%

O Jacobiano dessa mudanca de varidveis é dado por:
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v
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O novo dominio de integraciao D' fica D' = {(u,v) € R?2: 1 <u <4el <wv <4} e temos :

4 4
1
// %dmdy:/ / LQ.—dudv
r 1+ %y 1)1 1+urwv

4 4 4 4
u 1 4 U U
/1 /1 T Ududv ln|’u|‘1/1 T du = In( )/1 T du

In(4) [*
_ n()/ 2u du
2 1 1+U2

Faz-se a seguinte mudanca de variaveis:

u=1+1t

dt = 2udu

2<t<17
Dai




Questao 2 (3,0 pontos) Calcule a massa do sélido dado por 2% + 32 + 22 <4 e
22 +y?> > 1+ 22,2 > 0 sendo a densidade dada por 6(z,y, z) = 2.

Solugao: O sélido estd compreendido entre meia esfera e um hiperboléide de uma folha, como na figura
abaixo:

Massa:// d(z,y,z)dxdydz
S

Em coordenadas cilindricas:

T =7r.cosf
y=r. senf
z2=2z
J=r

Dai as regioes ficam descritas por:
Esfera: 2 + 22 <4 =r<+4—22
Hiperboldide: r2 > 14 22 = r > /1 + 22

Esfera N Hiperboldide : = 1 4+ 222 <4 - 0< 2 < \/g

O dominio de integracao em coordenadas cilindricas fica:

Sro.=1{(r0,2):0<60 <271, 0<z<\/g,\/1—|—22<7“<\/4—22}

3 2 \/g Va—22 3
Massa = z drdydz = z°.rdrdzdf
0 V1422
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Questao 3 (3,5 pontos) Calcule a massa do sélido dado por 2% + 52 + 922 < 18z e
3z < y/22 + y2 com densidade por §(x,y,2) = 2.

Solugao:
O solido esta compreendido entre o interior de um elipséide deslocado verticalmente e o exterior de um cone,
como nota-se na figura abaixo:

Faz-se a mudanca para coordenadas esféricas normalizadas e as regides ficam descritas por:
x =r.cosf senq¢

y=r. senf sen¢p — . 9
,  rcoso { Elipséide: r* < 6rcos¢p = 0 <r < 6cos¢
= Lo

. s s
Cone: rcos¢p <r sen¢ = tangp > 1= 57 <o < 3§

_ 72 sen¢
J = 3
O dominio de integracao em coordenadas esféricas fica dado por:

Do o= {(T,Q,qb) :

O célculo da massa fica:

2 prZ  r6coso 2
Massa = ///zdaj dydz:/ /2/ rc;sqb'r Zen¢drd¢d9

21 6 cos ¢ 6 cos ¢
= / / / r3cos ¢ sen¢drdedd = —/ rt cos ¢ senqb do

= 18 cos ¢ sen¢de

,0§r§600s¢60§9§27r}

Faz-se a seguinte mudanca de varidveis:

U = COS ¢
du= — sen¢
§§u<0
64 yv2 64 6,2
Massa = _7T/2 W du = —— 2| 2
18 Jo 18 6 lo
67 2° 3w
18726 2
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Turma B

Questao 1

(a) (1,5 pontos) Calcule / / sen (3°) dx dy

b) (2,0 pontos) Calcule // da; dy onde R é a regiao limitada pelas curvas zy = 1, zy =4, x = 1
ex =4
Solucao:

(a) Note que / / 20 cos(y®) dy dx = / / z° cos(y®) dzdy onde o dominio de integracio D é D =
{(z,y) e R?: 0 < = < V/2,2° < y < 2} dado na Fig. 1.
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Podemos reescrever o domfnio D = {(z,y) e R*: 0 <z < /7,0 <y < 2}

Com isso, a integral a ser calculada fica:

// sen (y3)dz dy
2 0 Yy 1 /2
// 25 cos(y®)dr dy = —/ 2% sen (y?)
0Jo 6 Jo

Fazendo u = 3% — du = 3y%dy e 0 < u < 8 a integral fica:

1 8 —cosu‘8 1 —cos8&
0 18

= 8 ; senudu = 13

(b) Abaixo tem-se a regiao R, compreendida entre as retas x = 1,2 =4 e as curvas zy = 1 e zy = 4.

y =4/x




RI

Faz-se a seguinte mudanca de variaveis:

TY =1
_{L‘:’U—)y:ﬂ

v

O Jacobiano dessa mudanca de varidveis é dado por:

_|o 3
Ou,v) |1 =

O novo domfnio de integragao D' fica D' = {(u,v) € R?: 1 <u < 4,1 < v <4} e a integral:

4 4
1
/ / Lf—dudv
1 1 1+U v

4 4 4 4
1 4
//L.—dudv = ln|’u|‘ /Ldu:ln(él)/ Y du
1S 1+u? e 1)1 14 u? 1 14 u?
In(4) [* 2
= n()/ Y du
1

2 1+ u?

Faz-se a seguinte mudanga de varidveis:

=1+t 17

In(4 dt 17 1
dt =2udu = %/ 5 = ln(2).ln|t|‘ = In(2).ln (g)
2<t <17 2 2



Questao 2 (3,0 pontos) Calcule a massa do sélido dado por 2% + 32+ 22 <6 e
22 +y?> > 1+ 22,2 > 0 sendo a densidade dada por 6(z,y, z) = 2.

Solugao:
O solido estd compreendido entre meia esfera e um hiperboldide de uma folha, como na figura abaixo:

Massa = /// d(z,y,z)dxdy dz
S

Faz-se a mudanca para coordenadas cilindricas

T =7r.cosf
y=r. senf
z2=2z
J=r

e as regides ficam descritas por:

Esfera: 72 4+ 22 <6 =1r <6 — 22
Hiperboldide: r2 > 14 22 = r > 1 + 22

Esfera N Hiperboldide = 1 +222 <6 - 0< 2 < \/g

O dominio de integracao em coordenadas cilindricas fica:

5
Dyg,={(r0,2z):0<0 <27, 0<z<\/;e\/1+z2<r<\/6—z2}

2m \/g V6—22
Massa = /// z3dxdydz:/ / / 22rdrdzdf
S 0 0 V1422

2 \/g 3 9 V6—22
—/ 2°r dz
2 0 V1422

5

5
= 77/\/2,23.(5—222) dz:W/\/25z3—225dz
0 0
Ly 26‘\/3_ 55 153
- ”(4’2 6Z>0 “T\122 3
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Questao 3 (3,5 pontos) Calcule a massa do sélido dado por 22 + 32 + 422 < 8z e
2z < y/22 + y? com densidade por §(x,y,2) = 2.

Solugao:
O solido esta compreendido entre o interior de um elipséide deslocado verticalmente e o exterior de um cone,
como nota-se na figura abaixo:

Faz-se a mudancga para coordenadas esféricas normalizadas e as regioes ficam descritas por:
x =r.cosf senq¢

y=r. senf sen¢ — { Elipséide: r2 < 4rcos¢p = 0 <r < 4cos¢

z:% Cone:rcosqbﬁrsen¢:>tan¢21:>§§¢§%
J_r2 sen ¢
= 2

O dominio de integracao em coordenadas esféricas fica dado por:

Do o= {(7397(/5) :

,0§r§4c0s¢)60§9§27r}

O célculo da massa fica:

2 T pdcoso 2
Massa = ///zdm dydz:/ /2/ rc;sqb'r S2€n¢drdd)d9

27 4 cos ¢ 4dcos ¢
= / / / r3cos¢ sengdrdpdd = —/ r cos ¢ senqb do

= — cos ¢ sen¢pde
%

Faz-se a seguinte mudanca de varidveis:

2
R A ub |2
Massa = u® du = .
0 0



