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Turma A

Questão 1

(a) (1,5 pontos) Calcule

∫
3
√

2

0

∫

2

x3

x5 cos(y3) dx dy

b) (2,0 pontos) Calcule

∫∫

R

xy

1 + x2y2
dx dy onde R é a região limitada pelas curvas xy = 1, xy = 4, x = 1

e x = 4

Solução:

(a) Note que

∫
3
√

2

0

∫

2

x3

x5 cos(y3) dy dx =

∫∫

D

x5 cos(y3) dxdy onde o domı́nio de integração D é D =

{(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 3

√
2, x3 ≤ y ≤ 2} dado na Fig. 1.

Podemos reescrever o domı́nio D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 3

√
y e 0 ≤ y ≤ 2}.

Com isso, pelo Teorema de Fubini, a integral a ser calculada fica:
∫

2

0

∫ 3
√

y

0

x5 cos(y3)dx dy

∫

2

0

∫ 3
√

y

0

x5 cos(y3)dx dy =
1

6

∫

2

0

x6 cos(y3)
∣

∣

∣

3
√

y

0
=

1

3
.
1

6

∫

2

0

3y2 cos(y3)dy

Fazendo u = y3, du = 3y2dy e 0 ≤ u ≤ 8 a integral fica:

=
1

18

∫

8

0

cos udu =
sen u

18

∣

∣

∣

8

0
=

sen 8

18

(b) Abaixo tem-se a região R, compreendida entre as retas x = 1,x = 4 e entre as curvas xy = 1 e xy = 4.
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Faz-se a seguinte mudança de variáveis:

{

xy = u

x = v → y = u
v

O Jacobiano dessa mudança de variáveis é dado por:

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣

∣

∣

∣

0 1

v

1 −u
v2

∣

∣

∣

∣

=
−1

v
⇒ |J | =

1

v

O novo domı́nio de integração D′ fica D′ = {(u, v) ∈ R
2 : 1 ≤ u ≤ 4 e 1 ≤ v ≤ 4} e temos :

∫∫

R

xy

1 + x2y2
dx dy =

∫

4

1

∫

4

1

u

1 + u2
.
1

v
du dv

∫

4

1

∫

4

1

u

1 + u2
.
1

v
du dv = ln|v|

∣

∣

∣

4

1

∫

4

1

u

1 + u2
du = ln(4)

∫

4

1

u

1 + u2
du

=
ln(4)

2

∫

4

1

2u

1 + u2
du

Faz-se a seguinte mudança de variáveis:







u = 1 + t2

dt = 2u du

2 ≤ t ≤ 17

Dáı

ln(4)

2

∫

4

1

2u

1 + u2
du =

ln(4)

2

∫

17

2

dt

t
= ln(2).ln|t|

∣

∣

∣

17

2
= ln(2).ln

(

17

2

)
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Questão 2 (3,0 pontos) Calcule a massa do sólido dado por x2 + y2 + z2 ≤ 4 e
x2 + y2 ≥ 1 + z2,z ≥ 0 sendo a densidade dada por δ(x, y, z) = z3.

Solução: O sólido está compreendido entre meia esfera e um hiperbolóide de uma folha, como na figura
abaixo:

Massa =

∫∫∫

S

δ(x, y, z) dx dy dz

Em coordenadas ciĺındricas:














x = r. cos θ

y = r. sen θ

z = z

J = r

Dáı as regiões ficam descritas por:










Esfera: r2 + z2 ≤ 4 ⇒ r ≤
√

4 − z2

Hiperbolóide: r2 ≥ 1 + z2 ⇒ r ≥
√

1 + z2

Esfera ∩ Hiperbolóide : ⇒ 1 + 2z2 ≤ 4 → 0 ≤ z ≤
√

3

2

O domı́nio de integração em coordenadas ciĺındricas fica:

Sr,θ,z = {(r, θ, z) : 0 ≤ θ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤
√

3

2
,
√

1 + z2 ≤ r ≤
√

4 − z2}

Massa =

∫∫∫

S

z3dx dy dz =

∫

2π

0

∫

√

3

2

0

∫

√
4−z2

√
1+z2

z3.r dr dz dθ

=
2π

2

∫

√

3

2

0

z3r2

∣

∣

∣

√
4−z2

√
1+z2

dz

= π

∫

√

3

2

0

z3.
(

3 − 2z2
)

dz = π

∫

√

3

2

0

3z3 − 2z5 dz

= π

(

3

4
z4 − 2

6
z6

)

∣

∣

∣

√

3

2

0
= π

(

3

4
.
32

22
− 1

3
.
33

23

)

=
9π

16
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Questão 3 (3,5 pontos) Calcule a massa do sólido dado por x2 + y2 + 9z2 ≤ 18z e
3z ≤

√

x2 + y2 com densidade por δ(x, y, z) = z.

Solução:
O sólido está compreendido entre o interior de um elipsóide deslocado verticalmente e o exterior de um cone,
como nota-se na figura abaixo:

Faz-se a mudança para coordenadas esféricas normalizadas e as regiões ficam descritas por:


























x = r. cos θ sen φ

y = r. sen θ sen φ =⇒
z = r cos φ

3

J = r2 senφ
3

{

Elipsóide: r2 ≤ 6r cos φ ⇒ 0 ≤ r ≤ 6 cos φ

Cone: r cos φ ≤ r sen φ ⇒ tan φ ≥ 1 ⇒ π
4
≤ φ ≤ π

2

O domı́nio de integração em coordenadas esféricas fica dado por:

Dr,θ,φ =
{

(r, θ, φ) :
π

4
≤ φ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 6 cos φ e 0 ≤ θ ≤ 2π

}

O cálculo da massa fica:

Massa =

∫∫∫

R

z dx dy dz =

∫

2π

0

∫ π

2

π

4

∫

6 cos φ

0

r cos φ

3
.
r2 sen φ

3
dr dφ dθ

=
1

9

∫

2π

0

∫ π

2

π

4

∫

6 cos φ

0

r3 cos φ sen φdr dφ dθ =
2π

36

∫ π

2

π

4

r4 cos φ sen φ

∣

∣

∣

6 cos φ

0
dφ

=
64π

18

∫ π

2

π

4

cos5 φ sen φdφ

Faz-se a seguinte mudança de variáveis:






u = cos φ

du = − sen φ
√

2

2
≤ u ≤ 0

Massa =
64π

18

∫

√

2

2

0

u5 du =
64π

18
.
u6

6

∣

∣

∣

√

2

2

0

=
63π

18
.
23

26
=

3π

2
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Turma B

Questão 1

(a) (1,5 pontos) Calcule

∫
3
√

2

0

∫

2

x3

x5 sen (y3) dx dy

b) (2,0 pontos) Calcule

∫∫

R

xy

1 + x2y2
dx dy onde R é a região limitada pelas curvas xy = 1, xy = 4, x = 1

e x = 4

Solução:

(a) Note que

∫
3
√

2

0

∫

2

x3

x5 cos(y3) dy dx =

∫∫

D

x5 cos(y3) dxdy onde o domı́nio de integração D é D =

{(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 3

√
2, x3 ≤ y ≤ 2} dado na Fig. 1.

Podemos reescrever o domı́nio D = {(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 3

√
y, 0 ≤ y ≤ 2}

Com isso, a integral a ser calculada fica:

∫

2

0

∫ 3
√

y

0

x5 sen (y3)dx dy

∫

2

0

∫ 3
√

y

0

x5 cos(y3)dx dy =
1

6

∫

2

0

x6 sen (y3)
∣

∣

∣

3
√

y

0
=

1

3
.
1

6

∫

2

0

3y2 sen (y3)dy

Fazendo u = y3 → du = 3y2dy e 0 ≤ u ≤ 8 a integral fica:

=
1

18

∫

8

0

sen udu =
− cos u

18

∣

∣

∣

8

0
=

1 − cos 8

18
.

(b) Abaixo tem-se a região R, compreendida entre as retas x = 1,x = 4 e as curvas xy = 1 e xy = 4.
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Faz-se a seguinte mudança de variáveis:

{

xy = u

x = v → y = u
v

O Jacobiano dessa mudança de variáveis é dado por:

∂(x, y)

∂(u, v)
=

∣

∣

∣

∣

0 1

v

1 −u
v2

∣

∣

∣

∣

=
−1

v
⇒ |J | =

1

v

O novo domı́nio de integração D′ fica D′ = {(u, v) ∈ R
2 : 1 ≤ u ≤ 4, 1 ≤ v ≤ 4} e a integral:

∫

4

1

∫

4

1

u

1 + u2
.
1

v
du dv

∫

4

1

∫

4

1

u

1 + u2
.
1

v
du dv = ln|v|

∣

∣

∣

4

1

∫

4

1

u

1 + u2
du = ln(4)

∫

4

1

u

1 + u2
du

=
ln(4)

2

∫

4

1

2u

1 + u2
du

Faz-se a seguinte mudança de variáveis:







u = 1 + t2

dt = 2u du =⇒
2 ≤ t ≤ 17

ln(4)

2

∫

17

2

dt

t
= ln(2).ln|t|

∣

∣

∣

17

2
= ln(2).ln

(

17

2

)
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Questão 2 (3,0 pontos) Calcule a massa do sólido dado por x2 + y2 + z2 ≤ 6 e
x2 + y2 ≥ 1 + z2,z ≥ 0 sendo a densidade dada por δ(x, y, z) = z3.

Solução:
O sólido está compreendido entre meia esfera e um hiperbolóide de uma folha, como na figura abaixo:

Massa =

∫∫∫

S

δ(x, y, z) dx dy dz

Faz-se a mudança para coordenadas ciĺındricas














x = r. cos θ

y = r. sen θ

z = z

J = r

e as regiões ficam descritas por:











Esfera: r2 + z2 ≤ 6 ⇒ r ≤
√

6 − z2

Hiperbolóide: r2 ≥ 1 + z2 ⇒ r ≥
√

1 + z2

Esfera ∩ Hiperbolóide ⇒ 1 + 2z2 ≤ 6 → 0 ≤ z ≤
√

5

2

O domı́nio de integração em coordenadas ciĺındricas fica:

Dr,θ,z = {(r, θ, z) : 0 ≤ θ ≤ 2π , 0 ≤ z ≤
√

5

2
e

√

1 + z2 ≤ r ≤
√

6 − z2}

Massa =

∫∫∫

S

z3dx dy dz =

∫

2π

0

∫

√

5

2

0

∫

√
6−z2

√
1+z2

z3.r dr dz dθ

=
2π

2

∫

√

5

2

0

z3r2

∣

∣

∣

√
6−z2

√
1+z2

dz

= π

∫

√

5

2

0

z3.
(

5 − 2z2
)

dz = π

∫

√

5

2

0

5z3 − 2z5 dz

= π

(

5

4
z4 − 2

6
z6

)

∣

∣

∣

√

5

2

0
= π

(

5

4
.
52

22
− 1

3
.
53

23

)

=
125π

48
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Questão 3 (3,5 pontos) Calcule a massa do sólido dado por x2 + y2 + 4z2 ≤ 8z e
2z ≤

√

x2 + y2 com densidade por δ(x, y, z) = z.

Solução:
O sólido está compreendido entre o interior de um elipsóide deslocado verticalmente e o exterior de um cone,
como nota-se na figura abaixo:

Faz-se a mudança para coordenadas esféricas normalizadas e as regiões ficam descritas por:














x = r. cos θ sen φ

y = r. sen θ sen φ =⇒
z = r cos φ

2

J = r2 senφ
2

{

Elipsóide: r2 ≤ 4r cos φ ⇒ 0 ≤ r ≤ 4 cos φ

Cone: r cos φ ≤ r sen φ ⇒ tan φ ≥ 1 ⇒ π
4
≤ φ ≤ π

2

O domı́nio de integração em coordenadas esféricas fica dado por:

Dr,θ,φ =
{

(r, θ, φ) :
π

4
≤ φ ≤ π

2
, 0 ≤ r ≤ 4 cos φ e 0 ≤ θ ≤ 2π

}

O cálculo da massa fica:

Massa =

∫∫∫

R

z dx dy dz =

∫

2π

0

∫ π

2

π

4

∫

4 cos φ

0

r cos φ

2
.
r2 sen φ

2
dr dφ dθ

=
1

4

∫

2π

0

∫ π

2

π

4

∫

4 cos φ

0

r3 cos φ sen φdr dφ dθ =
2π

16

∫ π

2

π

4

r4 cos φ sen φ
∣

∣

∣

4 cos φ

0
dφ

=
44π

8

∫ π

2

π

4

cos5 φ sen φdφ

Faz-se a seguinte mudança de variáveis:







u = cos φ

du = − sen φ
√

2

2
≤ u ≤ 0

Massa =
44π

8

∫

√

2

2

0

u5 du =
44π

8
.
u6

6

∣

∣

∣

√

2

2

0

=
43π

12
.
23

26
=

2π

3
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