Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
la. Prova - 1o. Semestre 2008

Turma A

Questao 1

(a) (2,0 pontos) Calcule o volume do sélido

S:{(:p,y,z):xzo,xgyg{”/EeOSzSeyz}

b) (2,0 pontos) Calcule foﬁ JY S ﬁdmdy.
24y

Solucgao:

(a) A regiao S é dada na Fig. 1.

Figura 1: Grafico da regiao S

O volume do sélido S é dado por v(S) = [[[ 1 dz dy d=.
s

Podemos reescrever S por
S={(r,y.2): (ry) eDed<z<e},

onde D é a regidao dada por D = {(z,y) : 2 >0 ez <y < J/z}

Como a fungao “17¢é continua, pelo Teorema de Fubini

v(S) = ///1dxdydz://l)</oey2 dz) d:cdy://Dey2 dz dy
S

Agora reescrevendo D, temos

D={(z,y):0<y<ley’ <z <y},
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Figura 2: Gréfico da regiao D

.. 24y 4 ’
e novamente por Fubini (“e¥"”¢é continua):

1 Y 1
v(S) = // e’ dx dy :/ / e’ dx dy :/ e x
D 0 Jys 0

1 1
= / (y—y*)e?” dy = / (1—9?) ey dy
0 0

_dy

—y3

Y
T

Fazendo a seguinte mudanga de varidveis: u = y*(= du = 2ydy) e resolvendo a integral

“por partes”:

o) = [a-perya= [a-wea

_ % ((1 —w)e

(b) Seja D ={(z,y)/y <z <\/4—y? 0<y< \/5} Vamos usar coordenadas polares:

1 e—2

1 1 1
+/ e du) =—((1 —u)e"+e") =
0 0 2

u= u=0 2

15

ty=4
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Figura 3: Gréfico da regiao D

x = pcosf ey = psinf com jacobiano |J| = p

D nas coordenadas polares: com a equacao 22+ 4% = 4 obtemos r = 2 e com x = y temos

que o angulo 6 = 7, assim D fica:



V2 41—y 1
——dxdy = / / —pdpd9
/0 /y 1+ /22 + 32

Tlo— i+ pls = T2~ 1n3)

Questao 2 (3,0 pontos) Calcule a massa do sélido S onde
S={(z,y,2)/2y +2 < 2 < 10 — 42 — y*}

e a densidade é §(z,y, z) = 2°.

Solucao:
10—4x2 —y?
Massa:///é(:v,y, z)dxdydz:// [/ SBQdZ] dzdy,
S D 2y+2

onde D é a projecao de S sobre o plano xy isto é z = 0, que é a regiao do plano xy limitada pela
curva 2y + 2 = 10 — 42% — 3%, esta curva ¢ a elipse 422 + y? + 2y = 8 ou seja 42* + (y +1)? = 9.
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Figura 4: Grafico da regiao D

Usando coordenadas polares (alongadas e deslocadas) 2z = pcosf e y + 1 = psiné, isto é,
x =3pcosf ey = psind — 1 com jacobiano |J| = $p; como 4a? + (y + 1)* = 32,
Dy ={(p,0)/0<0<2m, 0<p<3}

Massa = ///5(1},y,z)dxdydz:// 2® [10 — 42” — y* — 2y — 2] dady
S D
= // 2? [9—42” — (y + 1)?] dedy
1 3
= // ,0 cos? 0)(9 — p?)= pd,od@- §/ cos20d6/ (9p° — p°)dp
0

1, sin(20)17 [ p*  pf1° 1 BRI 3\’
— —_ —9 _— — = —7 _—— — — —_
8 {2 Ty ]0 {94 6], " s"\"T 7% 2) "




Figura 5: Gréfico da regiao S

Questao 3 (3,0 pontos) Calcule

1
[[] rpa e
E

onde E é a intersecgao de 2% +y* + 22 > 1, 22 + y*> < 4d e 22 < 2% + 12
Solugao:
A regiao F sera:

-2 -2

Figura 6: Gréfico da regiao E

xr = psen¢o cosb
Passando para coordenadas esféricas < y = p sen ¢ sen6
Z = p coso
cujo Jacobiano é gg:—g:é; = p?sen ¢, teremos:

ox2+y2+z221<:>p21

ox2+y2§4<:>p28en2¢§4<:>p§ﬁ

Obs.: Lembre-se que p > 0 e sen¢ > 0 em [0, 7]

o 22 <al+y? & pPeos’ p < p’sen?p & tan’P > 1< tang > loutang < 1 X < ¢ < 3

Portanto, a regiao F em coordenadas esféricas é

3T 2
Zelﬁpﬁ

Epoe=1{(p,0,¢):0<6 <2,

<¢<

}.

NS

sen ¢



Pelo teorema de Mudanca de varidveis a integral fica:

1
] — S — -
///$2+y +Z2d:cdydz /// 2psen¢dpd9d¢
Ey 6.6
= ///sen¢dpd9d¢
Ey 6.0

Por Fubini (“sen ¢”é continua):

- 5
1_/p[¢/sen¢dpd9d¢ /// sen ¢ dp do do

3

- /o xf (Sei¢_1)sen¢d¢d9:2ﬂﬂ42—sen¢d¢

= 27 (2¢ + cos ¢) T

;1 =27 (2% — \/§> =2m(m — \/5)
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Turma B

Questao 1

(a) (2,0 pontos) Calcule o volume do sélido
S={(z,,2):y>0,y<z<Hed<z<e}

Vi—a?
J

(b) (2,0 pontos) Calcule foﬁ h ﬁdydx.
z2+y

Solucao:

(a) A regiao S é dada na Fig. 1.

Figura 7: Gréafico da regiao S

O volume do sélido S é dado por v(S) = [[[ 1 dx dy d=.
S
Podemos reescrever S por
S={(z,y,2): (x,y) €D e <z< e’”Q},

onde D ¢é a regiao dada por D = {(z,y):y >0 ey <z < ¥y}

Como a funcao “17é continua, pelo Teorema de Fubini

v(S) = ///1dxdydz://[)</:zg dz) dxdy://DeIdedy
S

Agora reescrevendo D, temos

D={(zr,y):0<x<lez®<y<al,
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Figura 8: Gréfico da regiao D

.. 249 ’
e novamente por Fubini (“e””é continua):

1 T 1
v(S) = // e dr dy :/ / e dy dx :/ ey
D 0 Jas 0

1 1
= / (z — 2)e*” dx = / (1—2°) ¢z do
0 0

T

dx

y=a3

Fazendo a seguinte mudanca de variaveis: v = 2?(= du = 2xdz) e resolvendo a integral
“por partes”:

0 0.5 1 15

Figura 9: Grafico da regiao D

Vamos usar coordenadas polares: x = pcosf e y = psinf com jacobiano |J| = p.

D nas coordenadas polares: com a equacao 2+ 4% = 4 obtemos r = 2 e com y = x temos
que o angulo § = 7, e 0 = § paray = V4 — 2% e r = 2, assim D fica:



D nas coordenadas polares fica: D = {(p,0)/0 < p < 2, <0<

Va—z?
/ / dydx = / /—pdpd@
x2+y

—In|l+plf; = Z[Q—lniﬁ]

}

13
e

1 ap
Questao 2(3,0 pontos) Calcule a massa do sélido S onde
S={(z,y,2)/22 +2 < 2 <10 — 4y* — 2*}

e a densidade é §(z,y, z) = y*.

Solucgao:
10—4y2 —z2
Massa:///é(x,y,z)dxdydz:// / y?dz | dxdy,
s D |Joz+2

onde D é a projecao de S sobre o plano xy isto é z = 0, que é a regiao do plano xy limitada pela
curva 2z + 2 = 10 — 4y? — z?, esta curva ¢ a elipse z* + 2z + 4y? = 8 ou seja (z + 1)* +4y? = 9.
Usando coordenadas polares (alongadas e deslocadas) x + 1 = pcosf e 2y = psiné, isto é,

1 T
(><+]_)2-¢-4y2 =9
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Figura 10: Gréfico da regiao D

x=pcosf —1ey=spsinfd com jacobiano |J| = 1p; como 4y* + (z + 1)* = 32,
Dy — {(n0)/0 <9< 2m, 0<p<3)

Massa = ///5(x,y,z)dxdydz://y2 [10—4y2—x2—2x—2] dzdy
S D
= //gf 9—4y2—(x+1)2]dxdy
1 3
= // p sin?0)(9 — p?) = pdde—g/ 31n29d0/ (9p — p°)dp
0
1 sin(20) 17" [ p*  p° 1 3t 3 3\’
S e s o R Y LR P A (s
8[2 4]0[4 608”46 2) "
Questao 3 (3,0 pontos) Calcule

1
///—x2+y2+22 dx dy dz
E
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Figura 12: Grafico da regiao F

onde F é a interseccao de 2% +y? + 22 > 1, 22 + y?> <9 e 2% < 2% + 2
Solucgao:
A regiao FE sera:

r = psen¢o cosb
Passando para coordenadas esféricas ¢ y = p sen¢ senf
Z = p coso

cujo Jacobiano é gg;”’—g’;g = p?sen ¢, teremos:

o 2+l +22>1ep>1

o +y2<9<:)psen2gb<9(:>p<sen¢
Obs.: Lembre-se que p > 0 e sen¢ > 0 em [0, 7]

o 22 <at+y’ & pPeos’ p < p’sen?p S tan’ P > 1S tang > loutang < 1& 7 < ¢ < 3T
Portanto, a regiao F em coordenadas esféricas é

3T 3

Eoo6=1{(p,0,0):0<60<2n <p<el<ps

}.

~l>|=1

sen ¢

Pelo teorema de Mudanca de varidveis aintegral fica:

1
Ep0,¢
= ///seruﬁdpd&dgzﬁ
p9</>



Por Fubini (“sen ¢”é continua):

I = ///sen¢dpd9d¢ /QW/ /Sewsenqﬁdpdqbdﬁ
By
-~ // (Sen¢—1)sen¢d¢d9:2ﬁ/I —sen o do

— 2r(3p+cosg)| ' =2r (35—\/5) — 7(37 — 2v/2)

1
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