MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - 1o semestre de 2006

Questao 1.

a) (valor: 1,0) Descreva a regiao E de R? cujo volume é dado pela integral
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b) (valor: 2,0) Calcule o volume de FE.
Solucgao:

a) A regiao de integracdo esbocada na Fig. 1, é:

D={(r,y) eR*:0<x<3 e 2°<y<9}

X

Figura 1. Regiao de integracao D.
e a funcio integrada é f(z,y) = ze™¥". Assim a integral representa o volume do sélido
E={(r,y,2) eR*:0<2<3, 22<y<9 e 0<z< f(z,y)}.

(E é limitado superiormente pelo grafico de f, inferiormente pelo plano z = 0 e “lateralmente”
pela superficie cilindrica 0D x R).

b) Para calcular o volume de E, vamos inverter a ordem de integracao. Primeiro, escrevemos

D na forma
D:{(x,y)€R2:0§y§9 e OSxS\/@}

Temos, portanto,
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Questao 2. (valor: 3,5) Seja B a regiao contida no primeiro octante, interior ao cilindro
22 + y? = 2ay e limitada pela esfera 22 + y? + 2% = 4a?, onde a > 0. Calcule
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Solugao: A regiao B pode ser descrita por
B={(r,y,2) eR®: 22+ (y—a)*<a® x>0, y>0 e 0<z</4a®?— 22— y?}.

Veja figura abaixo.

Entao

= e

A regiao D é dada por
D={(z,y) eR*:2>0, y>0 e 2°+(y—a)’<d’}

cujo grafico é esbocado na Figura 2.
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Figura 2. Regiao de integracao D para a = 1.

Para calcular essa ultima integral faremos uma mudanca de coordenadas para coordenadas
polares: © = rcosf, y = rsenf, cujo jacobiano r. A regiao D, em coordenadas polares, é

descrita por:

D*:{(T,9)€R220§9<g e O§r§2asen9}

Logo
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Questao 3. (valor: 3.5) Determine a massa do sélido de densidade p(z,y, z) = /22 + y? + 22
e que tem a forma da regido limitada superiormente pela esfera de equacao z? + 3% + 22 =4 e
inferiormente pelo plano z = 1.

Solugao: O sélido S é esbocado na Figura 3. Vamos a usar coordenadas esféricas: = =
rsen@cost, y =rsenpsent, z = rcosp. Nesse caso, a regiao sera descrita tomando 0 < ¢ <
2, 0<0<2m e secp <r <2 (em coordenadas esféricas, o plano z = 1 se escreve como

3
r = —— =secyp). Logo, a massa do sélido S é
cos ¢

Figura 3. Regiao de integracao S.
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