MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - lo semestre de 2005

Questao 1. Calcule:
1 px )
(a) (2.0 pontos) // e VT dy dw
0Jo
(b) (2.0 pontos) // (z +y)*(z — y) dzdy, onde D ¢é o triangulo de vértices (0,0), (3,1) e
D
(33)-
Solucgao:

(a) Como f(x,y) = e ¥ *2 é uma funcéo continua em R2, pode-se aplicar o Teorema de
Fubini, transformando a integral iterada do exercicio na integral dupla:

1 px
// eV dy dy = // e VT dy dy
0 Jo D

onde D ={(z,y) eR*:0<x<1e0<y<ux}
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Figura 1: Grafico do Dominio D

Como pode-se ver na figura 1, o dominio de integracao D também pode ser descrito como
D={(z,y) eR?*:0<y<ley<z <1}
E, aplicando-se novamente o Teorema de Fubini, chega-se em:

11 1
// eV oy dy = // eV oy dy = / e*y2+2y(1 —y) dy
D 0 Jy 0

Agora, para facilitar o calculo da integral acima, pode-se fazer a seguinte mudanca de

variavel

u=—y*+2y
du = (—2y + 2)dy
y=0=>u=0

y=1=u=1

que resulta em :




(b) Para se revolver a integral / / (z +y)*(z — y) dz dy, deve-se fazer uma mudanca de
D

variaveis tal que u =z +y e v = x — y, ou seja:
-1 1
T =su+ ;v
1 1
Yy=3u—3v

cujo Jacobiano é dado por
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Através dessa mudanca, chega-se em:
A(z,y)
r4+1y) 0 —y da:dy:// ugov‘ ‘dudv
//l;( ) ( ) Duv 8(“? U)

Entao, para que a integral dupla acima possa ser calculada, basta determinar o dominio de
integracao no plano uv.

Do enunciado, sabe-se que o dominio de integracao D no plano xy corresponde ao triangulo
de vértices (0,0), (3,3) e (3,-2).
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Assim, a regiao D é limitada pelasretasy =z, y = -z e x = %, ou seja, D = {(z,y) € R*:
0<z< % e —xgygx}, como se pode ver na figura 2:
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Figura 2: Grafico do Dominio D
Agora, nas variaveis u e v, essas retas satisfazem
y=xv=_0

y=—-xcr<u=0
x:%®u+v:1

Portanto, o dominio de integragao no plano uv é Dy, = {(u,v) e R*: 0 <u<1le0<v < 1-—u}
e, com a aplicacao do Teorema de Fubini, o calculo da integral dupla resume-se a:



1 1—u
// (z+y)°(x —y) dvdy = // u201)1 dudv = l/ (/ u*v dv) du =
D Duv 2 2 0 0

1 1 2

_ _/ W20

2), 2
12t 22 u23>1

! u
_ _/ (u20—2u21—|—u22)du:—<———+—
0

1—v 1

1
. du:z/o u®(1 —2u — u?) du =

4\ 21 22 23 /0

B <1 1+1>_ 1 B 1
4\21 11 23/  4.5313 21252

Questao 2. (3.0 pontos) Calcule a massa do sélido de densidade §(z,y,z) = z limitado
pelas superficies de equacoes x2 + % =1, 2=0e¢2z=4—22%— >

Figura 3: Grafico da interse¢ao das superficies

Solucao: A massa M pedida é dada por M = ///z dxdydz, onde S, , é a regiao abaixo
S

do paraboldide eliptico z = 4 — 222 — 9%, acima do plano z = 0 e contido pelo cilindro eliptico
x2—|—% =1, ouseja, S ={(x,y,2) ER3:0< 2 <4 — 2% —¢? e:r,'Q—i—% < 1}, como pode ser
visto no gréafico acima.

Como f(z,y,2) = z é continua em R? para se obter a massa pedida, pode-se aplicar o
Teorema de Fubini e transformar a integral tripla em uma integral iterada da forma:

M= ///Szda;dydz _ //JJ(/;_M_yZ zdz) dedy = //D (4_2‘7’; —y) dzdy
1}

ondeD:{(:E,y)ERZ:IQjL%S




Para se calcular a integral dupla acima, usa-se as coordenadas polares:

x =z(r,0) = rcosf
y=1y(r,0) =/2r senf

cujo Jacobiano é dado por

cqs@ V2 senf =V2rcos? 0+ V2r sen?0 = V2r.
rsinfd +/2rcosf

Entao Dygneta = {(r,0) € R2:0< 0 <2r e 0 <r <1} E com o uso do Teorema de Fubini,

tem-se Lo oo 4oy
M = //( — 2 —y) dxdy:// &ﬁrdzzdy:
D 2 Dy 2

_ _%/ 2 erdr = V2 ﬂ)}

4.3

= —8 + 64
g (78+64) =

V2r 1421
3

Questao 3. (3.0 pontos) Seja S o sélido obtido removendo-se, do interior de uma esfera
solida de raio a, uma esfera sélida de raio b, com 2b < a, e cuja superficie passa pelo centro da
primeira esfera (veja a figura abaixo). Supondo que a densidade de S é constante e igual a 1,
calcule o momento de inércia de S em relacao ao eixo que passa pelos dois centros. Lembre que
o momento de inércia de S em relacao a um eixo é a integral sobre S da densidade multiplicada
pelo quadrado da distancia dos pontos de S ao eixo.

Solugao: Considere que o eixo que passa pelos dois centros é o eixo z e que o centro
da esfera maior coincide com a origem do sistema de coordenadas zyz. Dessa forma, nessas
coordenadas, a equacgio da esfera S; de centro (0,0,0) e raio a é 22 + y? + 22 = a? e a equagao
da esfera Sy de centro (0,0,b) e raio b é 2% + y* + (2 — b)* = b* & 22 + y* + 22 = 2b.

Figura 4: Grafico da intersecao das superficies

E, do enunciado, tem-se que o momento de inércia de S ¢é dado por

I = /// (% 4+ y?) dxdydz. Agora, como S; = S U S, (Principio da Superposicao), o mo-
S



mento de inércia I pode ser calculado através de

I= /// (2% + y?) dodydz — /// (2% + ?) dadydz
S1 Sa

v~ g

I Ip)

O calculo das integrais I; e I, fica facilitado pelo uso de coordenadas esféricas, que sao
obtidas pela transformagao
x = pcosf sen
y = p send sen
2= pcosy

O(z,y, 2)
A(r,0, )

Nessas coordenadas esféricas, a esfera S; é descrita por 0 <0 <27, 0<p<mel0<p<a
e a integral I, fica:

I, = /// (2% + y?) dedydz = /// p? sen?p.p? sen ¢ dpdfdyp =
51 Sl
2 pm pa ™ a
= / / / p* sen>p dpdfdy = 27T/ sen>p do . / ot dp
o Jo Jo 0 0

cos3g0>7f (p5>a 8T
(=) = =a
3 0

cujo Jacobiano é = p? sen .

— 2 (_
T cosp + 0" 15

5

E, para a esfera S5, os intervalos de integracao sao 0 < 0 <27, 0 < p < g e0 < p<2cosp

e a respectiva integral fica:

I, = /// (2® +y*) dadydz = /// p* sen’p.p? sin dpdfdp =
SQ 52

27 g 2b cos ¢ % 2 5
= / / / pt sen®p dpdfdy = 27r/ sen3@ﬂ dp =
o Jo Jo 0 5]

64 ! 64 !
= —Wb“r’/ sen >y cos® p dp = —Wb5/ (cos® ¢ — cos” ) sinp dp =
5 Jo 5 Jo
_ 64_7TbS< _cos N cosgw)g _ 647rb5<1 B 1) _ 8_7rb5
) 6 8 0 ) 6 8 15
8
Portanto, [ = I, — Iy = %(CP — ).



