MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - lo semestre de 2004

Questao 1. Calcule:

™ w2 2
(a) (1,5 ponto) / / T sen (y_) dy dz
0 x2 2

(b) (2,0 pontos) // x dx dy, onde D é a regiao limitada por = 2y — y? e por x = y? — 4.
D

Solucao:

(a) Como f(z,y) = = sen (% ) ¢ uma funcao continua em R2, pode-se aplicar o Teorema de
Fubini. Mudando a ordem de mtegragao e considerando o domlnlo D={(z,y) eR*:0<y <
7 e 0 <z <,/y} (ver figura 1):
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Flgura 1: Gréfico do Dominio D
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(b) Na figura 2 podemos observar a regiao de integragao D.
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Figura 2: Gréfico do Dominio D

Precisamos encontrarmos os limites de integracao no eixo ¥y, para isso fazemos: 2y — y? =
y? — 4, segue-se que: 2y? — 2y — 4 = 0 sendo as raizes da equacao y = —1 e y = 2. A regido de
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integracao é : D ={(z,y) eR?*: -1 <y<2ey? -4 <z <2y—y:}

Assim temos:
2 2y—1y? 1 2 2y—y?
//xdxdy:// :vdydx:—/ 22 dy =
D “1Jy24 2 ) lyr-a
27

1 /2 2 _
5/ (2y—y2)2—(y2—4)2dy=/ 6y — 2y — 8 dy = ——
-1 -1

Questao 2. Calcule a massa do sélido de densidade §(z,y, z) = z situado no 1° octante e

22 2 42
limitado pelas superficies de equacoes T + ) + 22 =2z com z > T + 9

Solucao: Queremos calcular M = / / / z dV onde
D

1'2 y2 x2 y2
D:{ R:E 4 2c9 /D _}
(z,y,2) € T g te S2maz T

¥

Figura 3: Gréfico do Dominio D

Para facilitar o calculo, fazemos uso de coordenadas esféricas. Assim:

x = 2pcos(f) sen (p)
y = 3p sen (0) sen ()
z = pcos(f)
cujo Jacobiano é dado por
oz, y, 2) —2p sen (0) sen (¢) 2pcos(f) sen (p)  2pcos(f) cos(yp)
A ik L2 3pcos(0) sen ()  3psen (0) sen () 3p sen (0)cos(p) | = —6p* sen (p),
90, p,¢) _
cos(p) p sen ()
Entao

Dy = {(p.0:) 10 <0< 2.0 <9 < 7,0 < p < 2cos(p)}



e portanto,
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Questao 3. Obtenha o volume do sélido limitado pelas superficies 22* = 22 +y? e 224+ y% =
1+ 22

Solucgao:

Queremos calcular /// ldxdydz onde D = {(z,y, 2) : 22* < 22 + 9% 22 + > < 1+ 22}
D

Figura 4: Gréfico do Dominio D

Primeiro acharemos os pontos de intersecao na variavel z:

22 = 2% + 92
2Z2+1=a24+9?

Entdo, 22t =1+ 22 = 22— 22 -1=0= 22 =1. Assim temos z = 1 e z = —1. Agora
fazemos mudanca para coordenadas cilindricas,

x = rcos(f)
y =1 sen (6)
z =z,

Sendo que o Jacobiano desta transformacao é r. Logo,

Do, ={(r,0,z): =1 <z < 1,0<0<2m, V22 <r< V1+ 22}
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Assim, o volume fica

1 p2r pV1422 12 /1422
V:/ / / pdrd@dz:27r/ — dz =
-1J0 V222 -1 2 1222

P12 14, 287
2 —+ Y de=21(—=) = —
7r/1(2+ 5y — ) dz=2m() = g



