MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - 25.03.2003 - Turma A

Questao 1. Calcule as seguintes integrais:

1 pr/2
(a) / / eV dy dx.
0 arcsen &

Solugao . Seja D a regiao:

D:{(x,y)ER2:O§m§1earcsenx§y§g}

N

Podemos reescrever D da seguinte forma
D:{(x,y)€R2:0§y§geOngseny}.

Como a funcao h(y)e®*? é continua, pelo Teorema de Fubini,

1 pr/2 m/2 rseny
/ / eV dy dr = / / eV dy dr = / / dzx dy
0 arcsen X D 0 0

w/2 w/2
= / ey dy :/ e“Yseny dy
0 0
/

cosy

seny

=0

=e— 1.
y=0

= —e

(b) // cos (x_;y) dx dy onde D ¢ a regiao limitada pelasretas x =0, y =0, z+y =1
D rTy
exr—+y=2.
Solugao . A regiao D é

. o U=
Faremos a seguinte mudanca de variaveis: v —

v(z,y) = x4y’
_ _ u+v
ou seja, = x(uv) = vlu
y=y(u,v) = %5



cujo Jacobiano é
5

Pelo Teorema de Mudanga de Varidveis, poderemos escrever

I://Dcos (i_z) dx dy://u’vcos<v)|1/2| du dv.

Reescrevendo a regiao D nas coordenadas u e v:

ozx,y) . /2 12y _1
(u,v) =d t( -1/2 1/2 )

e Aretar+y=1 T+t =1=0v=1

o Aretaz+y=2: 2+ 8 =2 =9 =2

e A retaz=0: “TﬂzO:v:—u

e Aretay=0: 5 =0=v=u

Entao,

N

H

Dai,

I = / / COS du dv = / / cos du dv

_ 5/1 vsen (%) ' dv:—/l v(sen 1 — sen (—1)) do

u=—v 2
2 02
= senl/ vdv=senl —
1

3
2= 1.
5 Sen

2

v=1

Questao 2. Calcule o volume da regiao limitada pelas calhas z = "’%: ez=1-— %.

Solucgao . A figura abaixo mostra a regiao pedida “cortada’ verticalmente:




Obtendo a intersecao das calhas:

ZL‘Q 2 2

Yy T
1-= =2 &=
4779

2
)
J 1
9 T

Y

ou seja, a projecao da intersecao das calhas no plano z = 0 ¢é a elipse % + % =1:

Seja D = {(z,y) : —|— y < 1}. Note que para (z,y) € D, temos % <1 -2, podemos
entao, escrever a regiao hmltada entre as calhas por

_ 3. z? v
R={(z,y,2) €eR .(x,y)EDeggzgl—Z}.

O volume de R é V(R) = [[[ 1 dzdydz. Pelo Teorema de Fubini,
R

-], /y“z dﬂﬁdy—//l————dxdy

=xz(r,0) = 3rcosh
=y(r,0) = 2rsend

~ det ( 3cosf —3send ) —6r

. x
Faremos a seguinte mudanca de coordenadas: {

cujo Jacobiano é
O(z,y)
a(r,0)

Entao, D, = {(r,0)0 <r <1e0 <60 <2} e pelo Teorema de Mudanca de Varidveis,

22 P
V(R) = //1————dxdy:// 1 —r%6r| dr do
D 9 4 Drg
= // 67r—6rdrdd.
DT‘,G
Agora, pelo Teorema de Fubini,
) 27 1 )
V(R) = // 6r—6r‘5d7“d(9:/ /6r—6r‘5d7"d9
Dyg o Jo
7‘2 T4 1

Questao 3. Calcule a massa da regiao limitada pelo hiperboléide de uma folha 2% +14% = 1+ 22
e pelo paraboldide z = 3 — 2% — 2, com densidade d(x,y, z) = 2°.

2senf 2rcosf

Solugao . A figura abaixo mostra a regiéio R limitada pelo hiperboléide de uma folha 2% +1? =

1 + 2% e pelo paraboléide z = 3 — 22 — 32, “cortada’”verticalmente:



r=ux(r,0,z) = r cosf
Utilizando coordenadas cilindricas: { y=y(r,0,z) = rsenfd
z=2(r0,z) = =z
cujo Jacobiano é
0
a((i: ’g”z)) = r, teremos

e 0 hiperboléide 22 + 3% = 1 4 2%
rP=14+22er=v1+ 22
e 0 paraboldide z = 3 — 22 — y*:

P=3—zer=v3—1z

e a intersecao:

Vi+22=V3—-ze2242-2=02=-20uz=1

A regiao R em coordenadas cilindricas é
Rog.,={(r0,2):0<0<2r, —2<z<lev1l+22<r<+3-z}L
Amassaé M = [[[d(z,y,2) de dy dz = [[[ 2* dz dy d=.
R R

Pelo Teorema de Mudanca de Variaveis

M = ///z dxdydz-/// 2]r|drd9dz-///zrdrd9dz
r@z er

Por Fubini,

27 21
M = / // zrdrdzde—/ /
-2 JV1+22 0
4 5
= / /22 zdzd0—1/ 223—Z——Z—
2 Jo 3 4 5

2 20 20'

dz df

r=v1+z2

1

z==2



MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia

12 Prova - 25.03.2003 - Turma B

Questao 1. Calcule as seguintes integrais:

(a) // sen (u) dz dy onde D é a regiao limitada pelas retas z =0, y =0, x+y =1
D

Tty
er+y=2.

Solugao . A regiao D é

. e u = -y . T
Faremos a seguinte mudanca de variaveis: v , ou seja,

Jacobiano é

ox,y) /2 172\ 1
a(u, ) _det( ~1/2 1/2 ) 2

Pelo Teorema de mudanca de variaveis, poderemos escrever

I= //Dsen (ilz) dx dy = //DM sen (%) 11/2| du dv.

Reescrevendo a regiao D nas coordenadas u e v:

e Aretax+y=1:
u+v+v—u

=1l=v=1
2 2 v
o Aretax+y=2:
u+v v—1u
-9 -9
5 5 = U
e Aretaxz=0:
u—+v
=0=v=—-u
2
e Aretay=0:
L NN
= Vv =1U
2
2 1 1 2
Entao,

SIS
o[inft
<

cujo



Dai, como v # 0 em D,,, sen (%) ¢ continua. Por Fubini,

1 -
I = —// sen(g) dudv:_//sen<g> du do
2/ /b, v 21 Jo v
1 (2 v L
— 5/1 — COS (%) o dv = —5/1 v(cos1 — cos(—1)) dv

1 2
= ——/ 0dv=0.
2
1 pr/2
(b)/ / eV dy dx.
0 arcsen I

Solugao . Ver item (b) da questao 1, da turma A.

2

Questao 2. Calcule o volume da regiao limitada pelas calhas z = 1 — % ez=4.

Solucao . A figura abaixo mostra a regiao pedida “cortada”verticalmente:

. . ~ . ~ , . 2 2
ou seja, a projecao da intersegao das calhas no plano z =0 ¢é a elipse 5 + % = 1

Seja D = {(z,y) : % + % < 1}. Note que para (z,y) € D, temos % <1- %2, podemos
entao, escrever a regiao limitada entre as calhas por

2 2
R={(ys) €R:(my)eDe sss1-T)

O volume de R é V(R) = [[[ 1 dzdydz. Pelo Teorema de Fubini,
R

1-22 2y
V(R)z// /2 dz d:cdy://l—g—zdxdy.
p\J£ D

4

6



3 rcosf

cujo Jacobiano é
= 2rsenf

. x
Faremos a seguinte mudanca de coordenadas: {

0(x,y): ; 3cosf —3senf 61
(r,0) 2senf 2rcosd '

Entao, D,y ={0<r <1e0 <0 <27} e pelo Teorema de mudanga de varidveis,

v(R) = //1————dxdy—// 1 —r?|6r| dr do
DT,G
= // 6r—61r°drdf.
Dr,G

Agora, pelo Teorema de Fubini,

2 1
v(R) = // 6T—6r3drd0:/ /6r—6r3drd9
DT,G 0 0
T2 7"4 1
- 2”(5—1)

= 3.
0

Questao 3. Calcule a massa da regiao limitada pelo hiperboléide de uma folha % +1? = 1+ 22
e pelo paraboldide z = 2% + y? — 3, com densidade §(x, vy, 2) = 2°.

Solucgao . A figura abaixo mostra a regiao R limitada pelo hiperboldide de uma folha x?+3? =
1 + 22 e pelo paraboldide z = 22 + y? — 3, “cortada’verticalmente:

r=uz(r,0,z) = r cosf
Utilizando coordenadas cilindricas: { y=1y(r,0,z) = rsend
z=2z(r0,2) = z
cujo Jacobiano é
ow,y,2) . .
902 r, teremos:

e o hiperboldide 2? + y? = 1 + 2%
rP=14+22er=v1+ 22
e 0 paraboldide z = 22 + y* — 3:

P=3-z2&er=v2+3



e a intersecao:

Vi+22=vz24322—2-2=0c2=—1louz=2

A regiao R em coordenadas cilindricas é
Rog.={(r0,2):0<0<2r, —1<z<2evV1+22<r<+vz+3}L

Amassaé M = [[[d(x,y,2) dv dy dz = [[[ 2* dz dy d=.
R

R
Pelo Teorema de mudanca de variaveis

M:///Zdedydz:///z2|r| drd@dz:///zQTdrdez.
R R,-y@yz R'r',@,z

Por Fubini,

M:/// zrdrdzd@—// 1 dz df
—1 1+Z r=v 1422
n 24 25\ 2 63
= 5/ d9/ 222 + 23 zdz-w(gz +Z =) =™




