MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - 04.04.2002 - Turma A

Questao 1. Calcule o volume da regiao R do R?
R={(z,y,2) eR*:0<2<1, Jr<y<leO<z<seny'}

Solucao
O volume da regiao R é dado por V(R) = /// 1 dx dy dz. Pelo Teorema de Fubini, podemos
R

escrever
sen y*
/// 1dzdxdy—// seny? dz dy,

onde D é aregiao D = {(z,y) eR*:0<zx<leyz<y<l}

1

Podemos reescrever a regiao D por
D={(z,y) eR*:0<y<1le0<x <y}

Como ¢(y) = seny* é continua em D, novamente pelo Teorema de Fubini,

1 B 1 3
v(R) = // seny® do dy = / / seny’ do dy = / sen (y*) z ! dy =
D 0 Jo 0 =0
' 1 1 1 1—cosl
= / sen (3/4) yg dy = ——(cosy4) = ——(cos1 —cos0) = LT
0 4 y=0 4



Questao 2. Calcule / / y drdy onde D é a regiao do plano zy interior a circunferéncia
D
22 +y? =16 comy22\/§.

Solugao
A regiao D é

Solucao 1
Calculando a intersecao da circunferéncia z2 + y% = 16 com a reta y = 2v/3 teremos:

2V3)? 4+’ =16 12422 =16 22> =4 < 2 = +2,

ou seja, os pontos de intersecdo sio (—2,2v/3) e (2,2v/3). Desta forma, podemos escrever a
regiao D da seguinte forma:

D:{(x,y)€R2:—2§x§262\/§§y§\/16—x2}.

Como a funcao g(z) = v/16 — 22 é continua podemos usar o Teorema de Fubini:

2 pV16—2? 21 \Wi6—a2
//ydyd:c / / ydyda:':/ —y? dx
D —2.J2v3 927 ly=2v3
1 [? 1 /[?
—/ 16—x2—12dx:—/ 4 —2? dx
2/, 2/,
1 3\ |2 8 8 16
— |4 — — =4—=-4+4—-—-=—
2<x 3>x:2 6 " T6 3

Solucao 2

Vamos descrever a regiao D em cordenadas polares.

x=z(r,0)
y =y(r,0)

7 cos 6
r senf

e Seja a € [0,27] o angulo indicado na figura:

Entao, sena

z<0<m—

I —

3

2v3
4

21
-

- € cosa = 5 =

2 _ 1
4 27

e A circunferéncia 22 4 y? = 16:

o que implica que «

(rcos®)? + (r sen)? = 16 = r* = 16 L= —"

e portanto



o A reta y = 2v/3:

2v/3 2
rsen0:2\/§:>r:i,poissen@#@para@é E,—W .
sen 6 3" 3

Portanto,

D,g={(r,0): g <6<

Pelo Teorema de Mudanga de Varidveis,

// x drdy = // rsen@ |r| dr df = // r’sen 6 dr df
D D, Dy.g

e pelo Teorema de Fubini

27

2?77 4 31 4
// r’senf dr df = / / r’sen@ dr df = / —senf r3
Dyo = J2s 3

r=
sen 6

1[5 24/3
= g/g (64sen9— sen3ésen0) do

27 27

1 [ E
— 5/ 64sen 0 d@—/ 8v/3cosec2d df

us

L, 0

sen 0

3 3
64 z 2 16
— —cosh|’ — 8v/3cotan R
3 0=2 0=2 3




Questao 3. Calcular / / / x dr dy dz, onde R é a regido de R?® limitada pelas seguintes

superficies: y = 2% 2 =0; y =2 +2e 2z =2+ 1.

Solucao
A regito B¢ R = {(,9,2) €R®: (3,5) € De0 <z <z+1} onde D = {(z,y) : a® < y <
r+2}

Calculando os pontos de intersecao da reta y = x + 2 com a parabola y = 22 temos
P?=r42e’—2r-2=0zr=—-1louz=2,

ou seja os pontos de intersegao sdo (—1,1) e (2,4).
Podemos reescrever D como

D={(r,y):—1<z<2ex’*<y<az+2}.

Como a funcao “x”é continua, pelo Teorema de Fubini,

/R//xd:vdydz - //D(/xd> dwiy= [[ 22

= // z(z+1) dxdy—// 2?2 dv dy.
D D
Novamente por Fubini,

2 a2 2
//xQ—i-xdxdy = / / dydx—/(x2+x)y
D —1 Jz2 -1
2 2

= /(m2+x)(x+2—x2)dx:/ 27 + 37 — 2t dx
-1

-1

x+1
dx dy
0

z=

dx

T+2
y:

22

2 27




MAT 2455 - Calculo Diferencial e Integral III para Engenharia
12 Prova - 04.04.2002 - Turma B

Questao 1 Calcule o volume da regiao R do R?
R={(z,y,2) eR*: 0<2<1, Yyr<z<1e0<y<senz'}
Solucao

O volume da regiao R é dado por V(R) = /// 1 dxdydz.
R

Pelo Teorema de Fubini, podemos escrever

SenZ4
V(R):/// 1dzdxdy:// sen z* dx dz,
pJo D

onde D é aregiao D = {(z,2) eR*:0<zr<leyz<2z<1}k

1

Podemos reescrever a regiao D por
D={(r,2)eR*:0<2<1e0 <2<z}

Como ¢(z) = sen z* é continua em D, novamente pelo Teorema de Fubini,

1 23 1 23
v(R) = // sen z* dx dz —/ / sen z* dr dz —/ sen (24) | dz=
D 0 0 0 x=0
! 1 1 1 1—cosl
= /0 sen (2*) 22 dy = —Z(COSZA) = —Z(cosl —cos0) = %



Questao 2 Calcule / / x drdy onde D é a regiao do plano xy interior a circunferéncia
D
2?2 +y? =16 com x > 2¢/3. Solucgao

A regiao D é

Y
Ix’ ST
i
wy 7
o ¢
)
L
AndV T
-4 x =243

e como a funcao x é continua podemos usar o Teorema de Fubini.
Solucao 1

Como D = {(x,y) eR?:2V3<z<4e —V/16—22<y< V16 — 22}, por Fubini,

4 V16—a2 4 Vi6—z2
//xdxdy = / / a:dyd:c:/ xy dx
D 2v3 J —/16—a2 2v3  ly=—V16-z?

4 2 4
= / 20V16 — 22 dv = —g(\/16 — 22)3
2

\/g :p:2\/§
2 , 16

Solugao 2
Calculando a intersecéo da circunferéncia 2 + 3> = 16 com a reta x = 2v/3 teremos:

2V3)2 4+ =16 124+ =161’ =4 oy ==+2,

ou seja, os pontos de intersecio sdo (2v/3,—2) e (2v/3,2). Desta forma, podemos escrever a
regiao D da seguinte forma:

D={(z,y) eR?: —2<y<2e2V/3 <z <16 — 2}

Por Fubini,
2 v/ 16—y2 2 1 16—y2
// rdrdy = / / xdxdy:/ —a? dy
D —2J2v3 22 le=2v3
1 [? ) 1 [? )
= - 16 —y"—12dy = - 4—y-d
9 /_2 Y Y 2/, Yy ay
1 Y3\ |2 8 8 16
= — |4y — = =4 —=4+4—==—.
2 ( Y 3) —2 6 76 3
Solugao 3

r=u(r,0) = rcosf

descrevendo D em cordenadas polares: { y=y(r8) — rsenf



e Seja a € [0,27] o angulo indicado na figura:

™

Entao, cosa = %g = \/Tg e senq =
™ s
§<0<§%

Do

6

e A circunferéncia 2% 4 y? = 16:

(rcosf)* + (r senf)* = 16 = r* = 16 28— 4.

e A reta z = 2V3:

2v/3
rcosf =23 = r = —\/_, pois cosf # 0 para 6 € [—z,z].
cos 6 6

Portanto,

&

2
e <r <4}

T
Drp={(r.0): = 6 cosf —

Pelo Teorema de Mudanca de Variaveis,

//xdxdy:// rcos@ |r| dr sz// r? cos @ dr df
D D,.g Dy.g

e pelo Teorema de Fubini

2 oot 2 i1 4
// r“cosf dr df = / / r*cosf dr d@z/ —cosf r3 df
Dy _ 2V3 3 r=2V3

s =
6 cos 0 6 cos 6

m
— <0<
6 =Vs

1 (% 24/3
= — 4 —
3 /_ (6 cos p—7 Cos 9) df

z 64 ks

- /6 %COSG d9—/6 8v/3sec? 6 db
_% —
4

= 6Esene

ol

=B

jus
6

s 1
—8\/§tan9’6 = —6
z g=—1 3

= %, o que implica que a = Z e portanto



Questao 3 Calcular / / / y dr dy dz, onde R é a regiao de R?® limitada pelas seguintes

R
superficies: 1 =9y* 2 =0; 2 =y +2e 2=y + 1.

Solucao
Aregidfo Ré R={(z,y,2) e R®: (z,y) € De 0 < 2z <y+1}onde D = {(z,y) : y* < x < y+2}

Calculando os pontos de intersecao da reta x = y + 2 com a parabola z = y? temos
Y=y+2y—y—2=08zr=—-louy=2,

ou seja os pontos de intersegao sao (1,—1) e (4,2).
Podemos reescrever D como

D={(z,y): —-1<y<2ey* <z <y+2}

WU 4

Como a funcao “y”é continua, pelo Teorema de Fubini,

[ fraais = [[(["ra) sen= [

= // y(y+1) dxdy:// y* +y dz dy.
D D
Novamente por Fubini,

2 py+2 2

//y2+ydxdy = / / dxdy:/(y2+y)x
D -1 Jy? -1

2 2

= /(y2+y)(y+2—y2)dy=/ 2y +3y* —y' dy
-1

-1
5
_ 2, .3 Y
= (40 -%)

y+1
dx dy
2z=0

2dy

y+2
r=

Y

2 27
y:—l_ 5




